Annales Academise Scientiarum Fennicae
Mathematica
Volumen 25, 2000, 413-415

DREI FUNKTIONALE EINES QUASIKREISES
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Abstract. For a quasicircle we give an inequality for the reflection coefficient, the Fredholm
eigenvalue and the ratio of the modules of the quadrilaterals which are the inside and the outside
of the quasicircle with 4 fixed points.

1. Es sei € ein Quasikreis in der komplexen z-Ebene (z = x + iy). Diesem
ordnen wir drei Funktionale zu:

/
(1) M@ZSllp %, AQ‘: %, Q@.
Dabei betrachten wir alle Vierecke U, bestehend aus dem Innengebiet von €
mit 4 auf € markierten verschiedenen Punkten. M sei der konforme Modul,
M’ jeweils dazu der Modul des Vierecks, bestehend aus dem AuBengebiet 0’
von € mit gleichen 4 “Ecken” und gleichen “Gegenseiten”. A¢ (1 < A¢ < 00)
bezeichne den Fredholmschen Eigenwert von €. (Dieser ist zunéchst fiir glatte
¢ im Zusammenhang mit einer Integralgleichung definiert, dann aber iiber einen
Quotienten Dirichletscher Integrale auch fiir beliebige € [9].)

Q¢ > 1 sei der Spiegelungskoeffizient von € [6], ndmlich die kleinstmdgliche
Dilatationsschranke bei den quasikonformen Spiegelungen an €.

Dann gilt der

Satz. Fiir jeden Quasikreis € ist
(2) Mg < Ae < Qe

2. Man kann das Innere und das AuBere von € jeweils schlicht konform
auf das Innere des Einheitskreises abbilden. Aus dem Quasikreis € entsteht so
bekanntlich eine quasisymmetrische Abbildung 2 der Einheitskreislinie auf sich,
und umgekehrt [7], [6]. Somit lassen sich in naheliegender Weise auch jeder solchen
quasisymmetrischen Abbildung 2 der Einheitskreislinie auf sich entsprechende
Funktionale My, Ay, Qg zuordnen, die mit Mg, Ag, Q¢ iibereinstimmen, wenn
sich € und 2 entsprechen. (Im Falle Mg und Qg ist das evident, bei Ay folgt

1991 Mathematics Subject Classification: Primary 30C75.



414 Reiner Kiihnau

das wegen der Invarianz des Dirichletschen Integrals bei konformer Abbildung.)
Insbesondere haben wir wieder

(3) My < Ay < Qq.

3. In [1], [8], [11], [12], [10] wurden Beispiele bzw. Kriterien dafiir gegeben,
dal My < Qo moglich ist. Das liegt jetzt nach obigem Satz auf der Hand, da es
Kurven € mit A¢ < Q¢ gibt [6].

In [5] (vgl. dort (15) und Sétze 2 und 3) finden sich fiir analytische € Charakte-
risierungen der Félle mit A¢ = Q¢; in [2], [3] unter schwicheren Voraussetzungen
Kriterien hierfiir. Somit folgt die notwendige Bedingung in [8] fiir My = Qg jetzt
wegen (3) auch aus [2], [3], [5].

Der Fall M¢ = Ag ist moglich, da sogar M¢ = Q¢ moglich ist — vgl. [10, 2].
Diesem Beispiel in [10] entspricht ein Kreisbogenzweieck €.

In [10, Theorem 3] findet sich die Angabe der Fille mit M¢ = Q¢ , falls kein
“essential boundary point” vorliegt. (Die entsprechenden Kurven € lassen sich
geméB [4] nach klassischen Ansétzen durch konforme Verheftung explizit konstru-
ieren.)

Auch Mg < Ag¢ ist moglich. Ein Beispiel ist in [1] enthalten (weitere Beispiele
nach [10, Theorem 3| gewinnbar). Wenn man wie dort ein Parallelogramm 3
einer w = u + iv-Ebene einer Streckung in Richtung der u-Achse unterwirft und
das entstehende Parallelogramm ‘B* mit dem urspriinglichen entsprechend der
durch diese Affinitdt entstehenden Réanderzuordnung konform verheftet, entsteht
eine gewisse Jordankurve € (die iibrigens nach [4] analytisch bestimmbar ist) mit
Q¢ = Streckungsfaktor. Fiir dieses € gilt nach [1] M¢ < Q¢. Damit ist auch
Mg < Ag, da hier A¢ = Q¢ ist: Das Verhaltnis der Dirichletschen Integrale
fir B* und P mit der Potentialfunktion v, die in entsprechenden Randpunkten
P und P* ibereinstimmt, ist gleich dem Streckungsfaktor, also = Q¢ , woraus
Q¢ < A¢ nach der Variationscharakterisierung [9] der Fredholmschen Eigenwerte
folgt, und damit A¢ = Q¢ wegen (2).

4. Beweis von (2). Die rechte Hilfte von (2) entspricht einer klassischen Ahl-
forsschen Ungleichung [9], [5], [6]. Zum einfachen Beweis der linken Halfte von (2)
bemiihen wir zu einem beliebigen wie nach (1) beschriebenen Viereck U innerhalb
¢ mit Modul M den Imaginérteil V(x,y) derjenigen konformen eckpunkttreuen
Rechtecksabbildung von U, bei der die Ecken 0, M, i, M + ¢ werden.

Jedenfalls ist V' auf € stetig, dabei 0 bzw. 1 auf den “Gegenseiten” von ‘U.
Mit den gleichen Randwerten 16sen wir die erste Randwertaufgabe fiir das Auflen-
gebiet U’ von € (incl. z = oo) und erhalten dort eine harmonische Funktion
V'(z,y). Es wird

M =D[V] = //(Vﬁ +V2)drdy, M <DV = //(va;2 + V%) da dy,
m m/



Drei Funktionale eines Quasikreises 415

letzteres nach der Minimalcharakterisierung des konformen Moduls durch Dirich-
letsche Integrale.

Wegen der ﬂbereinstimmung der harmonischen Funktionen V und V'’ auf €
gilt dazu [9]

D[V’
[ ] < A@?
DlV]
woraus die linke Halfte von (2) folgt.
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