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Etude Asymptotique de la Densité Associée a
un Filtre d’Ordre Infini
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Résumé
Etant donné un filtre de la forme
(e.)
Y%ZZCL]'Xt_j—FEt, teZ
j=0
on étudie le comportement asymptotique de la densité du vecteur (Y, Xy, ..., X;_x) lorsque

k tend vers 'infini.
Ce probleme est 1ié a I'estimation des a; par une méthode de maximum de vraisemblance
empirique.

Abstract

We consider the filter

o0
V=) a;jXej+er, t=0,+1,42,...
j=0

and we study the asymptotic behaviour of the density of (Y, X3, ..., X;—r) when k tends
to infinity.

This problem is connected with the estimation of the a;’s by an empirical maximum
likelihood method.
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1 Introduction

Soit (Xy,Y}, €), t € Z un processus a trois dimensions tel que

(1) Y;g = Z antfj + €, teZ.
j=0

Nous supposons que (X;) et (¢) sont formés de variables i.i.d. et que ¢ est indé-

o0
pendant de (X;, X;_1,...) pour tout ¢ € Z. Les a; sont des réels vérifiant Y |a;| <
j=0
+00 et si EX? < 400 la série 3 a; X;_;j converge presque sirement et en moyenne
quadratique (cf. [6] p. 51).

Pour estimer les a; on peut utiliser une méthode définie et étudiée dans [1] et [2].
Elle consiste & maximiser un estimateur de la densité fi, de Z; = (Y2, X¢, ..., Xeg).
Pour étudier le comportement asymptotique de cet estimateur on fait tendre k vers
I'infini avec la dimension du vecteur observé. Aussi ce travail est-il consacré a 1’étude
du comportement asymptotique de f; lorsque k tend vers l'infini.

Il est clair, qu’en général, on n’aura pas fr — f ou f est une densité sur R* car
la loi de (Y3, X4, Xi¢—1,...) est étrangere a A>° (A désignant la mesure de Lebesgue
sur R).

Ainsi pour des lois concentrées sur [0, 1] la loi de (Xy, X;_1,...) et la restriction

de A a [0, 1]* sont étrangeres (cf. [5] p. 42), donc la loi de (Y, Xy, X;—1,...) et la
restriction de A x A> a [0, 1] x [0, 1]* le sont également.

2 Le cas Gaussien

Nous commengons par envisager le cas ou X; ~ N(0,06%), 0 > 0 et ¢ ~
N(0,7%) n > 0. La loi de Z;; est alors gaussienne de densité

: o = —— E —| X
k\Y; Zo, y Lk (O’ 27T)k+1 €xp 2j:00_2

| - ;ajxj)2>

exXp [—— o ‘|
~ 2
P A 02y ai2m W+ oy a
k+1 k+1

pourvu que 7 soit non nul ou qu’il existe une infinité de a; non nuls ce que nous
supposerons toujours dans la suite.
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Théoréme 1.

1) Pour n > 0 et k tendant vers l'infini

2me
1
E Log fr(Zix) — ¢ Log sio= 21
ny/2me me
—00 sio > 217re

et dans tous les cas 1 E Log fr(Z, ) — Log 0\/12E.

2) Pour n =0 et k tendant vers l'infini

a) E Log fr(Ziy) — +oo sio < %

b) Pour o > \/ﬁ le comportement de E Log fi(Z:) dépend de celui de
ia? ainsi:
k+1
-Pouraj=aj?, >1,a €R—{0}, F Log fx(Z ) — —c0.
- Poura; =ap’, 0 < |p| <1, a € R — {0}

“+00 sl1o < m

lpl=p»H'? o 1
E Log f(Z1x) — { Lo 0g =T — s1. o= |p|\{%
—00 sio > o

-Pour a; = ap”’, a € R*, 0< |p| < 1, p' > 1, E Log fu(Zi ) — +00.
Démonstration: D’apres (2) nous avons

k
Log fr(Zey) =  —(k+ )LOgU Z

1
—5 Log (n? + o* Z a3) — LogV2r

k+1

(e + D> a; X ;)

k+1

0%+ (722@]2

k+1

d’ou

1
EL VA E+1)L ——L + 02 + L
ngk:( t,k) ( ) 08— 75— O'\/— 2 Og(n o ;;1 0g \/%
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donc pour n > 0 et o # ﬁ, E Log fi(Z: ) se comporte comme(k+ 1) Log a\/lzﬁ et,

o0 1

1 1 2 _2N\",2 ) T

pour o = , comme —z Log (n°+0*) a?)+ Log . 1) et 2)a) s’en déduisent.

vime 2 ,;1 / V2me
Maintenant, pour n = 0 nous avons

ELog fi(Zix) = (k+2) Log ——=——= + Log ———
t O_\/— — )
Zaj
k+1
.3 1 . t Z 2 Oé2 1
or, POUr a; = « il vien i~ - -
 POT A = g BV 24 ™ T g s
donc E'Log fi(Zyx) — —o0 si o > \/ﬁ
2%k+2
Pour a; = ap’ on a Za M d’ou
k+1 p|

1 pl(1 = p*)'/2
FElo Zip)=(k+2)Log ——— + Log————~
g fe(Zig) = ( ) ga|p| or g o]
d’otu les résultats annoncés.

1k+1

Enfin pour a; = ap?”’ on a > ai < A(p?)?
k+1

ou A est une constante positive,

d’ou
/k+1 1
Log —

ELog fr(Zix) > (k+2) Log —— B

1
—|— Log —
a\/ va’

et le minorant tend vers +oo. O

Théoreme 2. Pour n > 0 et k tendant vers l'infini

1
— L Z L
) g Lo fu(Zu) P Log——

et

(4) S = ,/kiﬂ[(Logfk(Zt,k) + (k + 1) Logov/2me] 5 N(0,1).

Démonstration: Nous avons

1 ! k
LI Zir)= —L 2~ A D) &
P og fi(Zk) ogoV/2m 202(/€+1)§) "
(1 +0'22 _—Log\/_
2k +1 E+1
(Et + Zant—j)2
_1 1 k41
2k+1

0+ o) a;

k+1
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Comme FX§ < oo on peut affirmer que
1 & P-CO. o

—_— X2 .
k415 = “

D’autre part, comme €; + Zant,j est Gaussienne l'inégalité de TCHEBYCHEV

k1
s’écrit
s 2
. (e + >0 Xiy) )
Ve >0 P[ bt >el < s
’ k+1 > — (k+1)2¢
+ 0+ o) a; (k+1)%
k1
(3) se déduit de ce qui précede.
D’autre part, d’apres le théoreme central limite
2 X, k+1 ¢
— N(0,1
\/k+1(j§)202 ) = NOD
mais
> 2
(e + > a;Xey)
Tk _ k+1 _ RN 0
k+1
or
2 k41 MIXZ. 1 2
=l = 202 ) =T 7 +U§1 ) g esV?
d’on (4). O

Pour n > 0 et ov/2me = 1 ainsi que pour n = 0, a; = ap’ et ov/2me = p la loi du
logarithme itéré permet de préciser le comportement asymptotique de Log fr(Zi k).
Nous renvoyons aux paragraphes suivants pour les détails.

3 Lecasgeneéral

On suppose maintenant que X; et ¢ sont dans L?*(P), centrées, de variance
respectives o2 et 7%, de densités respectives g et ¢ non nécessairement Gaussiennes.

(o]
Nous désignons par ¢ la densité de a; X;_; + € et par n? sa variance. Alors, si
J J k ’
k+1

fr désigne la densité de Z,, nous avons
(5) Je(@e, e y) = g(@) - g(r)pr(y Za]xt _;

(xt7 <oy Ltk y) € Rk+2'
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(5) montre que le comportement asymptotique de Log fi(Z: ) dépend de celui de
. Le théoreme suivant lui est consacré:

Théoréme 3.

1. Si ¢ est continue et tend vers 0 a l'infini
sup | — | — 0 et /\sok—w\ — 0.

2. Si, de plus, i, Log gy (k> 1) et ¢ Log sont Lebesgue intégrables on a

Log < lim /wk Log ¢y, < lim /sok Log i < /@Logsa

1
nv2me

3. Si, de plus, il existe a et b strictement positifs tels que
o(x) >aetlel rer

et si o Logp est Lebesgue intégrable pour k assez grand, alors
/sok Logypr — /soLogsO-
4. Si ¢y et @ sont Gaussiennes on a
sup|pr — ¢ — 0, / ok — | — 0,/% Logpy, — /soLogsO-

Démonstration:

1. Un théoreme de convergence affirme que si (1) est une suite de probabilités
sur R qui converge faiblement vers pu, alors pour toute fonction h Lebesgue
intégrable, continue et tendant vers 0 a l'infini on a

sup | [ h(xg — x)dpg(z) — /h(mo —z)du(x)] — 0
ToER

/|/h(:1:0 — x)dug(x) — /h(:co — z)du(x)|dzg — 0
([3] p- 106).

Ce résultat s’applique ici pour py = E(Zant_j), pw=206(0) et h = .
k+1

2. Une propriété bien connue de 'entropie ([4] p. 243) permet d’écrire

1
Lo </ Lo , k>1
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la premiere inégalité s’en déduit par passage a la limite inférieure.
Pour établir la derniere on commence par remarquer que 1’on peut supposer
que

(6) max(sup ¢x(x), sup (z)) < 1.

x,k

En effet, si sup, ¢(z) < 1, comme sup |, —¢| — 0 on a sup, pj(z) < F2LE <
1 pour k assez grand ce qui suffit car la propriété cherchée est asymptotique.
Si sup ¢ > 1 on se donne ¢ > sup ¢ et on remarque que

[o.¢]
c
cAp=c Z a; Xi—j + cep = cey
k1

1

or ce; a pour densité ¢ = Cgp(é) avec sup ¥ < 1 et cAy,; a pour densité

% = %(pk(z) Alors

1
/%LOgl/fk = LOgE+/SOkLOgSOk

de méme
1
/wLong Logz+/<,oLoggp

donc il suffit d’établir I'inégalité

i [ vy Loguy < [ Loge,

Nous supposerons donc que 1'on a (6) ce qui permet d’appliquer le lemme de

FATOU a la suite positive (gpk Log @—lk):

1

1
/h_mSOkLOg_ Sli_m/sakLog—
Pk Pk

soit
—/soLogw SH/sokLogwk.

. Pour établir la troisieme partie nous supposerons que sup ¢ < 1. D’apres ce

qui précede il suffit de montrer que

M/%Log% Z/goLoggo

or

/sokLogwk—/kaogsoz/kaog%

:/(ﬁLogﬂH—ﬂ)gsz
v T o
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car x Logz +1 — 2 > 0 pour x > 0.
D’apres (7) (qui est une propriété classique de I'information de KULLBACK)
il suffit d’établir

lim /sokLogso > pLogy

mais

| [ —¢) Logel < [ lon — ol Logel < Wm - gon - ¢l(Logp)?

et comme [ |pr — | — 0 il suffit de montrer que

/ lox — ¢|(Log )? reste bornée quand k tend vers l'infini.

Or,
Loga — blz| < Logp(zr) <0, z€R
donc
(Loggp(:c))2 < (Loga)2 —2bLoga- () + b2|x]2, r€R
d’out

/Isok — ¢|(Logp)* <

(Loga)? [ lion = ¢l + 26| Logal [ [al(p +00) +1° [ 2%(o + 1),
et ce majorant est borné puisque la convergence en moyenne quadratique de

(o]
Zant—j + € vers ¢ implique

k+1
2 2
/x sok—>/x<pet /\x|¢k—>/\xls@~

. Si gy et p sont gaussiennes les convergences uniformes et en moyenne de gy,

vers ¢ sont des conséquences de la premiere partie. Mais on peut faire une
démonstration élémentaire directe:
On écrit:

2 1 2

1 €T €T 1
vz P avz) vz oo ap) = 7 G )

ou

et
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Comme (1) tend vers 7 il suffit d’établir la convergence uniforme de ay, vers
0.
Or n, > n donc |ag| = ax et comme ax(0) = 0, «j, change de signe pour

Log @ 1/2
top =+ (ﬁ)
5(77_2 N E)
le maximum de ay vaut ay(xy) c’est-a-dire
2
exp|— —exp|—=—=
22 1(1 1 2n21(1 _ 1
i 2(?72 nﬁ) " 2(n2 ni)

et ceci tend vers zéro.
D’autre part, pour montrer que [ | — | — 0 il suffit de prouver que [ |ay| —

0, or
2 2
/|ak] = /exp(—%j;—%) (1 — exp %(% - %))daz

et le théoreme de la convergence dominée s’applique avec la fonction majorante
2

exp(—1 T )-
Enfin

1 1
LO = — :/ LO . D

Nous pouvons maintenant indiquer le comportement de £ Log f(Z;x) = my.

Théoréme 4.

1. Sous les hypothéses du théoréme 3.2 et si g Logg est intégrable Lebesgue il
vient

/gLogg>O = my — +00

/gLogg<() = myp — —00

1 _
Logg=0 = Lo <limm; < limm </ Log .

2. Sous les hypothéses du théoréme 3.3: [ g Logg =0 = my — [ ¢ Logy.

Démonstration: De (5) on déduit

my = (k+1)/gL0gg+/gpkLogg0k,

Comme [ ¢, Log ¢y reste asymptotiquement borné il est clair que, pour [ g Logg #
0, my tend vers l'infini avec le signe de [ g Logg.
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Si [ gLogg = 0 les résultats sont des conséquences immédiates du théoreme 3
(2et3). O

Théoréme 5.

1. Si ¢ est continue strictement positive et tend vers 0 a 'infini et si g Logg est
Lebesgue intégrable, on a

1 5.
(8) k——l—l Lngk(Zt,k) 22 /gLogg

et par conséquent

(9) /gLogg > 0= fi(Zik) NI
(10) /gLogg < 0= fi(Zix) P20

2. Si de plus g( Logg)? est Lebesgue intégrable, on a

Loggi(Zy) — (k+1) [ g Logg -
(T 9(Togg) — (g Logg)?) 2k + iz~ ML)

et si [ gLogg =0 on a aussi
P(lim fy(Ziy) = +o0) =1
P(lim fr(Z) =0) = 1.

(11)

Démonstration:

1. D’apres (5) on a

1 1k

1 o0
= Log fu(Zs) = —— 3 Logg(Xe_;) + —— L X,
1 Log fi(Zuk) k+1j§_:0 0gg(Xi-) + 17 ogsok(jz_joa] )

or, d’apres la loi forte des grands nombres
1 & b
=3 Logg(X, ;) 2= / L
k;+1j§% 0gg(Xi—;) —> [ gLogg
et d’apres le théoreme 3.1
gpk(z a; X¢—j + et> — @(Z a; Xi—j + et) —0
k+1 k+1
mais comme ¢ est continue
oYX +e) 2 pa) >0
k41

on en déduit (8) puis (9) et (10).
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2. Soit Uy le premier membre de (11), il s’écrit

k 0
> Logg(Xij) — (k+1) /QLOgg Log ¢k<zant—j + €t>

U, = 2 n k+1
t.k — _
Vg1/2(/€ + 1)1/2 Vs 1/2(/€ + 1)1/2

ou Vy = [ g(Logg)® — (J gLogg)*.

Comme Log @k(Zant,j + et> RN Log ¢(€;) le théoreme central limite en-
k+1

traine (11).
Maintenant si [ g Logg = 0 on peut considérer ’égalité:

k 0o
Logg(X;) Logwr(d a;Xij+e
Log fr(Zex) _ 20: N (k+1 S )

(673 693 677
= Ay + By

ol ay = \/Vg\/Q(k + 1) Log Log (k + 1)

il est clair que By, 2% 0 et la loi du logarithme itéré ([6] p. 367) entraine:

P(limA;, =1)=P(limA, = -1) =1

cela permet de conclure. O

4 Le casou ¢ estidentiguement nul

Pour ¢, = 0 la situation est assez différente. Le théoreme suivant donne quelques
résultats partiels:

Théoréme 6. On suppose que ¢, = 0 mais qu’une infinité de a; sont non nuls:
alors:

1. Si g et g Logpy (k> 1) sont Lebesgue intégrables

/gLoggZO:>mk—>+oo.

2. Si, de plus, a; = ap’, « € R, 0 < p < 1, j > 1, alors la densité de Y;, soit 1,
est telle que 1 Log1) soit Lebesgue intégrable et

/gLogg> Logp = my — +o0
/gLoggz Logp = my H/wLogw

/gLogg< Logp = my — —oo0.
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3. Sous les hypothéses précédentes et si [ 1( Logt)? < +o00

1 1
k—_HLngk(Zt,kz) 2, /gLogg+ Log;

et par conséquent
/gLogg > Logp = [fi(Zuy) 22 +o0
[Logg < Logp = filZuw) =50,
Enfin si de plus [ g( Logg)? < oo
/g Logg = Logp = P(lim f(Zy ) = +00)
= P(lim fi(Z ) =0) = 1.

Démonstration:

1. On a encore
my = (k+1)/9L0gg+/s0kLogsok

or, d’apres une propriété de l'entropie (cf. [4])

o0
N _ 2
oung =o E a;
k+1

donc [ ¢ Log yr — 400 et par conséquent my — +00.

(%2 og Y (6]
k g Pk = gk/—QG

2. Sia; = ap’ laloi de

1 & ) 0 )
o] YoapXe ;=3 ap X
Pk k+1
ne dépend pas de k et a pour densité ). Par conséquent
1 U
(12) or(u) = Fiﬁ(F), u€R.

Comme ¢y, est intégrable il en est donc de méme pour ¢ Log ) et
/sokLogsok = /@Logso +(k+1) Log%
on en déduit
my = (k+ 1)[/gLogg+ Logé] +/¢Log¢

d’ou les résultats annoncés.

D. Bosq
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3. Nous étudions maintenant la suite

1 00
Ak = ]{7——{—1 LOg Pk (Igl ant—j) k Z 0.

D’apres (12) nous avons

gl oS iy,
A, = Logp + ) Logw(’;ﬁ Xt,])

la loi de Wiy, = Y "o/ *1X,_; et celle de Log ¢(W, ) ne dépendent ni de ¢ ni

k+1
de k, or
1 E( L0g¢(Wt7k))2
(Ve > 0),P(‘k—+1 Log1/J(Wt7k)‘ > e) < Ut 12
donc
A, 25 Log L
P
il suffit maintenant de remarquer que
1 SRR, N
— L Zip) = —— L Xi_;
1 o8 f[i(Zk) k+1j§) 0g g(Xi—j) + Ay

et d’appliquer la loi forte des grands nombres pour obtenir les résultats de
convergence presque sure annoncés. Enfin le dernier résultat provient de la loi
du logarithme itéré appliqué aux variables Log ¢(X;). O
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