Systemes Dynamiques sur des Espaces de Riemann

V. Obadeanu et C. Vernic

Comme on le sait, par les méthodes classiques habituelles, & certains systémes
dynamiques on leur associe toujours des fonctions de Lagrange, si ces systémes sont
décrits par des équations différentielles ordinaires du deuxieéme ordre, cas dans lequel
les fonctions des Lagrange sont dépendantes d’accélérations, linéaires en accélérations
[1]. Si les systémes des équations différentielles décrivant 1’évolu-tion d’un systéme
dynamique sont du premier ordre, tels comme on les rencontre souvent en chimie,
biologie, économie, alors les méthodes classiques s’appliquent avec du succes seulement
au cas ou le nombre des parametres d’état est paire. Les fonctions de Lagrange associés
sont linéaires en vitesses [3].

Le but que nous poursuivons dans ce qui suit, est de montrer comment peuvent
étre déterminées des fonctions de Lagrange pour des systéemes du premier ordre, quel
que soit le nombre des parametres d’état. On va montrer que de telles fonctions
existent et qu’elles (celles qu’on a déterminé) sont, généralement, quadratiques en
vitesses. Une démonstration de cette proprieté a été donnée par nous sur des domains
des éspaces euclidiens en [2]. Nous montrerons dans ce qui suit que la propriété reste
vraie globalement sur des éspaces de Riemann.

1. Soit donnée une variété différentiable M,, et, sur elle, un champ de vecteurs
X € X(M) (le cas autonome), ou, plus généralement, une fonction X : RxM — TM,
exprimé dans une carte locale par les composantes fi (X = fi9/0z%). Les lignes de
courant du champ X sont données dans la carte mentionée par les solutions des
équations différentielles

(1) it = fit,x).
Associons, au systéme (1), son systéme dérivé
; _ Of u Of
9 i _ .
@) R + ot ’

systéme qui contient évidemment, parmis ses solutions, les solutions du systeme (1).

Une combinaison linéaire des systemes (1) et (2) conduit & un systeme d’ordre
deux, qui a, parmi ses solutions, aussi les solutions de (1). Nous dirons que les systémes
(1) et (2) se transforment par un facteur intégrant (multiplicateur variationnel), suiv-
ant la formule
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<Aij C) i = gt — o7
i ] =0.
0 di @ — fi

Cette combinaison nous conduit aux équations

off\ .. af’ :
(3) Aij.TJ + <C” — Azh%) ) — <AUE + Cijf] =0,
qui sont de la forme principale
(4) Aij# 4+ B; =0,
ou
_ "\ . af! i
(5) B; = (Cz_Azh%>m — Aijﬁ‘i_cijf .

Le systeme (3) a les propriétés suivantes:

1°. Toutes les solutions de (1) sont aussi des solutions pour (3).

2°. Toute intégrale premiere de (3) est une fonction constante sur ses trajectoires.
Si l’intégrale premiére de (3) ne dépend pas de @, alors elle est une véritable intégrale
premiére pour (1) aussi.

Pour déterminer des lois de conservation aussi que d’autre propriétés pour (3), on
va chercher des facteurs intégrants tels que les résultats obtenus soient interprétables
pour le systeme (1).

La condition nécessaire et suffisante pour que le systeéme (3) provienne du principe
variationnel est que ses équations soient autoadjointes, c’est-a-dire qu’elles vérifient
les relations

_ QA  0Ajn
Aij = A]'i, W = 8$l , det Aij 75 0
oB; 0B; (0 . O
(6) o5 o —2(5” a_>A
oB; 0B; 1[(0 .. 0 0B; 0B;
- — == | =4+ = - — i
Oxi Ozt 2\ 0t oz ozi Ot

Soit donnée une variété différentiable M et sur R x T'M une fonction différentiable
L, avec des valeurs réelles, satisfaisant la condition
det(9%2L/0#'0i7) = 0; elle définit un systéme d’équations différencielles d’ordre deux,
appelées les équations d’Euler—Lagrange

d (OL\ 0L
@ dt (a;w’) T ow )

Développées, ces équations s’écrivent
%L o 0’L 0%L oL
e e e - =
0zt0EI opdegnl 0ztot Ozt
Il est su [1] que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un systeme d’équations

différentielles d’ordre deux, écrit sous la forme principale (4), soit lagrangien est que
les conditions d’autoadjonction (6) soient accomplies.

(8)
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Probleme ouvert. Comparer les idées de ce travail aux resultats originaux de
Udrigte [4] concernant la dynamique induite par un champ de vecteurs.

2. Supposont maintenant que la variété M est douée avec une métrique rieman-
nienne g. On va demander que les fonctions A4;; dépendent seulement de x (qu’elles
solent indépendentes de la vitesse et du temps). Soient celles-ci

9) Aij = gij().

Ces hypotheses sont en concordance avec les premieres relations de (6). Par con-
sequant, les fonctions B; de (5) deviennent

_ afh\ . ) afi
(10) B; = (Cij _gihw> @l — <Cijf] +gijﬁ> :

Calculons les dérivées de B; par rapport a 27 et les introduisons dans le deuxieme
groupe de relations (6). On a

OB; _ 9Cin ,.p o oft
) o~ om & ¥ Gy

OBj _ OCjn . _ n o

P R AR L
Donc

OCin,  OCin\ ,.h - o L Ogi
(12) (ag;«j * oai ) (& = f) + Ciy + Cii = ging 7 = 9ingr = 250

Le coté droit de cette relation est linéaire en ", donc le coté gauche doit avoir
cette propriété aussi. Une telle égalité est vérifiée si les fonctions C; sont linéaires en
&". On va les supposer donc de la forme

(13) Cij = vijrd® + &j,
Avec celles-ci, les équations (3) deviennent

) o Lo e itk (e o O O
(14) gi;@ +2(%hk+%kh)ﬂ? &7+ | &in — Yikn f 9ikm 5 | T &inf" — gin % =0

mais les coefficients B; s’écrivent

afh

1 hs af*7 .
B = 5 (vink + Yikn)E" " + |:€ih — Yikn f* — gszI_h} " — Enf" — gih 5y
tel que les formules (12) s’écrivent

(15)

ot 5fh_2%ih_

-h h
(Yign +Ying +Yiin +ini) 8" +&ij +E&ii — (Ving +vini) f _gih@ —Jjh p% Dzh

En identifiant dans ces formules les coefficients de " et les termes libres on arrive
au systeme
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8
(I Vijh + Yinj + Vjih T Vini = agz,i )
aft aft
(II) 61] + 6]1 - ('Ylh] + 7th)f + 9ih 5 8 J +gjh 8$l

En calculant les différences des dérivées de (11) on obtient

0B; 0B
(16) oI ozt

= (Yijn + Yinj — Vjin — Vjni)&" + &ij — Eji—

oft oft
—(Yinj — Vi) f* — gin af] + gjn af

Pour écrire le dernier groupe de conditions d’autoadjonction, nous calculerons les
dérivées

oB; 10 n  Ovjkn e OfF
ozt 297 ('thk: +’Y]kh)$ ik 4 [3mi T i A ’Yykhw—
Ouft O O O O Dol 0"
oxi 0z V¥ 9zigLh "oz~ 9z ot Y"ozior
oB; 1 0 O&in  Oikn i af*
@ 20 J('Yzhk +'szh)55 &* + [8333' T T Oxi f _’Yikh@_
_dgw oft  OPfF i_h_agihfh_afihfh_ _oft  ogmoft - o*fh
dxi 0zt 7 9zigzh D D "oz dai ot V" zioe
ainsi que leurs différences:
o0B; 0B; 1] 0 0 h .
(17) pre i (%Z =3 [@(%hk + Yikn) — @(%’hk + 'ijh):| it +
Oin  O&in  (Ovikn  OVikn \ ok 3]”c 3]”c
- { Bzl Ozl z7 ozt ) Tk ger Tk G
dgjk _ Ogur\ OF* f* P N\ (O&n O\
* <8mi B 8a:j> dxh 9 dziozh  T*grigzh [ * * dxi Bz U
3f fh dgjn _ Ogin\ Of" A
T g S g (axi da7 ) ot TV azior T ozior

En introduisant les expressions de (16) et (17) dans le dernier groupe de (6) et en
identifiant les coefficients des termes du deuxiéme degré et du premier degré en " et
respectivement, les termes libres, on obtient les équations

0 0
(III) @(%’hk + Yikn) — e (Yink + vjkn) =

0 0
gk (tidh + Ying = Vjin = Yini) + 5 (Vigk + Yiks = Vjik = Viki)

l\DI»—l



Systéme dynamiques sur des éspaces de Riemann 7

Oin  O&n [ OVikn  OVjkn \ o af* 8fk

(V) 97~ 0w\ 0w on )] kg Tt
(o _ow\ort L Bf o
ozr  0xd ) oar T Y pzioer ~ I* prioeh T

DN | =

0 . ork ork
o |:£z] i + (Viki — Yieg) ¥ + gjin / f]

ori Gk oxJ

0&in  O&in\ n 8fh 8f 89jh_% a_fh . 62fh_
V) (69:’ )f T Sin gt T S g oxi  owi ) 0t 9oz

o’f 10

aft afh
—Gihg iar = 37 [&j — &i 4+ (jni — Ying ) + gjp—— ] .

oz — Gih i
Considérons le systeme réuni formé par les équations (I - V) et supposons qu’il

existe une solution de celui-ci. Une telle solution existe en base de I'’hypothese

d’autoadjonction. Avec elle nous sommes conduits & l’existence d’une fonction de

Lagrange L(t,x, ), avec laquelle les équations d’Euler-Lagrange (8) s’identifient avec
(14). On a, donc

L
oiioE 94

d’ou il en résulte qu’il est nécessaire que

(18)

1 o )
En calculant maintenant les fonctions B;, données par (8) on obtient

B; = 1 <8gih i 89hk> ik o <3Oéi _ 3%) Y Ja; 0P

o2k T Dk i 921 Oz ot on

et en les introduisant en (4) on obtient les équations

(20) gij& + 5 (ag”“ 1 9gin _ 89’”“) ik 4 (80” = 8aj> iy 2 OB

oxh  Qxk Ozt oxd  Oxt ot dxt
En identifiant les coefficients de (14) et (20) on obtient

Ogir. | 0gin aghk
; ikh = — = 2[hk
Yink +Yikn = 5+ S 55 2[hk,1].
Une solution de ce systeme peut étre choisie de la forme
1 (Ogin _ Ogir  Ognk 1 (9gin  Ogik .
Vink = 5 < 3\ 9k " aah ) = [hk,i] + anki,

ozk ~ Ozh ozt

ou

are = L (O9ni _ Ogki
Mo\ azk T Bzh )
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De plus, Yinr = 0gin/0x* — %8ghk/8mi est une fonction indépendente de ¢. En tenant
compte des équations (II), on peut mettre

h

0
gz] = 'thzf +gjn 5 T i (t 37) (aij + i = 0)

a i
tel que
oft oft
h
ij — &ji = (Vjni — ving) [ + (gjh@ ~Ging 5 | + 20
et donc les équations (V) s’écrivent

(21) <& 6@,1) P 6fh Emafh (agjh %)Lfﬁ

ozt oxJ

ozt i ot
_ off day;
- (’Y]hz 'Yzhj) ot + ot -

Une condition suffisante que celles-ci soient satisfaites est que

O&in  On hy 3fh 3fh
dgin Ogin\ OF" oft  Oayj
ori  Oxi ) ot (Yini _%"”')W + ot

Mais comme

o 0gjn  Ogin
Vini = Ting =5\ gt T dad

Oaij 1 <3gih 3gjh> aft

il résulte

ot oxI oxt ot -’
Par suite 1 /8 5
ot gin  OFjh h_ . ¢h
i =5 <8mj ox’ > J" = ainf
et donc 8fh 5
_ 1 O9jh .n
61] = 3Gjh Ozt 2 8:6’ f
Les fonctions
Yink = [Pk, i) + o

&in Vifn — anki f*

vérifient toutes les équations (I - V).
Les équations (14) s’écrivent maintenant

Ofn 8fi:|j;h_|: of* | 10gnk .

oxi  Oxh ko + 2 Ori

. 0
9ij & + fl

== =0

1 b
5(%’% +Yikn) " & + {

En identifiant les coeflicients de cette équation avec ceux de (20) on obtient
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1 1
ai=—ginf" =—fi, B=gomf"f* =Sl

il résulte ainsi la fonction de Lagrange

L= igija:’mj —gi; e+ Egij(xl — O — 7).

Dans la structure de la fonction L on distingue les parties:

1 o
T = 3 gij&'@’  (appelee l’energie cinetique du systeme)
1 .o
VvV = —59ii f'f7  (appelee energie potentielle du systeme)
D = gyf'i’.

3. Le formalisme hamiltonien. Soient les fonctions

pi = % = gij(# — f7)
avec leur inverses . g )
i =gp; + f'
et
1

H =pia' — L=pig"p; + f') — 59i(@" — f) (@ - f7) = 59" pip; + i f*.

2 2

Les relations suivantes ont lieu

79

da:i_@_H_ij_+fi OH oL
dt_(?pi_g pj ’ Ozt Ozt T

dp __OH _ 104 o' i _oH

it~ 0w 2 o0p PRTPNa Tar T ot

4. Groupes de symetries. Soient le lagrangien
1 . .

(22) L= §ghk(w)(wh — fM@E* = %)
et le champ Y = X%0/0x" + 70/0t, défini sur R x M, le générateur infinitésimal du
pseudogroupe
(23) T ="+ eX'(t,x)

t=t+er(t,m).

Le pseudogroupe (23) est un pseudogroupe de symétries pour une fonction de

Lagrange L = L(¢,x, ) si ’expression

24 iy iy i
(24) Tt a Cat) e T m

0L ; OL dxt  .dr\ OL LdT
ot ozt

est la différentielle totale exacte d’une fonction & = &(¢,x):
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ae _ov 00
dt ~— 9t Ozt

Supposons donné le lagrangien (22) et déterminons le pseudogroupe (23) par les com-
posantes (7, X%) de Y. On a

OL _ laghk ch_ phy(sk  pky -h _ rh 6fk
OL OL 0 f’”

- — . wh — h — = — h
55 gin(&" = %), 5 gnk(@" — f e
Supposons

dxt _oxt -, ox'  dr _or kar

a ot T ok dr o dah
Avec celles-ci 'expression (24) devient

of* 0 : of*
(@" — ™) {—ghk%7+ [; ;;Zk (& = %) — gna af ] X'

o aXi+~k%_-iﬁ i.p OT +1 (i* — f1) ng or
9in | g T Gk T g T | Foone(® ot Bap

Une telle expression, devrant étre linéaire en #", ne peut pas contenir des termes

en "%t (du troixieme degré). Il resulte qu’il est nécessaire que

o aar 1o
Jih 8£Ek 291/1 8£Ek — 291/1 8xk -

c’est-a-dire d7/0z" = 0, donc
(25) T =1(t).

L’expression (24) devient donc

o [(Lme e OX 1N (O 10
(" — f ){(2 D X tging g — 39nkT ) B+ gk — 555 Frx

oft oxt 1 ..
—9hk amiX +gzhw—§ghkf T

pour que celle-ci n’ait auqu’un térme en &"i* il est nécessaire que

oxXP 10gw ., 1 .
(26) 9 5k 550w AP = S Ink

telle que (24) devient

. off 19 ot axt 1,
(@" — ™) —ghkiT—g ;hzkfk)( —9n kaf X +gihw_§ghkfk7

Il résulte qu’il est nécessaire avoir:
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o®  _ 1 0ghp 4, Of7N iy o 0X° L . OfF
FrO <2atf T | X+ iy = 59T = ghe T
00 _ o [(100m Oy 0N 1 op
aw = K i | T I g | X i 5 ST g

Avec T'utilisation des fonctions &;;, celles-ci deviennent

0% 0, afn

27) o =t + S~ S fut = A
o, i ox, 1 Ofn
ot = f |:£th 6t + fh ot 7_:| .

Les conditions de compatibilité de ce systeme sont

o (0X, X oX? Xt 0 O i
(28) a(a—‘a—> (&h g’kaxh>_<axk_axh A=

%_% s 0 (0fn _Of)__,
ozk  Ozh ot \ 0k  Ozh -

82Xh o2 xk kox oX? 0 o&;
0 0% . 0% (a—(fk&k)— €h>XZ

Zz - k _
o T amar! (& f" ) M Tl LT ot

1, . 33fh Pfn 0 _
—ofnt - {2 ot 2axh(fkf’”)} [W e (28t(fkf )ﬂ r=0

Il résulte que pour la détermination d’un pseudogroupe de symetries X (7, X'?), les
composantes de celui-ci doivent étre une solution des équations (26) et (28).
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