
Connexions ayant la propriet�e tensorielle assoi�e �aune transformation projetif quaternioniqueViorel Mih�ailesu, Constantin Udri�ste
AbstratUn exemple lassique de tenseur assoi�e �a une onnexion aÆne �ijk surl'espae projetif r�eel est le tenseur �ijk du Thomas. Un tenseur analoque surl'espae projetif omplex est la tenseur M ijk du Vr�aneanu [8℄.Dans le pr�esent artile on fait une �etude des transformations projetivesquaternionique qui permettent d'assoier �a une onnexion aÆne un hamp ten-soriel Q�� . Le probleme a �et�e propos�e par Vr�aneanu [8℄.Dans la partie �nale on montre qu'on peut onsid�erer sur les vari�et�es lo-alement projetives omplexes un hamp tensoriel ayant omme omposantesles oeÆients M ijk, ainsi que Hangan [1-3℄ montre que sur les vari�et�es loale-ment projetives r�eels on peut onsiderer un hamp tensoriel ayant omme om-posantes les oeÆients �ijk tensoriel ayant omme omposantes les oeÆients�ijk.Mathematis Subjet Classi�ation: 53B05, 53C05KeyWords: transformation projetive quaternionique, equation Bortolotti-Vr�aneanu-Hangan, tenseur Thomas-Vr�aneanu-Hangan.1 Deriv�ees partielles de la transformation projetifquaternioniqueSoit H le orps des quaternions et D : alql + a 6= 0, une ensemble ouvert de Hn. Latransformation(1) T : D ! Hn; qh0 = (ahlql + ah)(alql + a)�1; h; l =1;2; :::; no�u ahl ; ah; al; a sont des quaternions onstantes, on appel�ee transformation projetifquaternionique.Dans e paragraphe nous rem�emorons quelques r�esultats �etablies par Marhiafava[4℄. En di��erentiant l'�egalit�e qh0(alql + a) = ahl ql + ahBalkan Journal of Geometry and Its Appliations, Vol.3, No.1, 1998, pp. 53-59Balkan Soiety of Geometers, Geometry Balkan Press



54 V.Mih�ailesu and C.Udri�stenous obtenons que la di��erentille de la fontion qh0 peut être mise sous la forme(2) dqh0 = Ahl dqlQ;o�u(3) Ahl = �qh0al +Ahl(4) Q = (alql + a)�1:En di��erentiant l'�egalit�e (3) et tenant ompte de(2), nous en trouverons(5) dAhl = �AhsdqsQal:En di��erentiant l'�egalit�e (alql + a)Q = 1nous obtenons(6) dQ = �QaldqlQ:Dans e qui suit, les indies latins h; l; s; ::: prennent les valeurs de 1 �a n et lesindies gres �; �; ::: de 1 �a 4n.Aussi, il sera utile de notere4h�3 = 1; e4h�2 = i; e4h�1 = j; e4h = k; h = 1; 2; :::; n;o�u f1; i; j; kg est la base anonique du R4.Si nous �erivons les variables quaternioniques apparaissant dans (1) sous la forme(7) qk = x4h�3 + x4h�2i+ x4h�1j + x4hkalors les egalit�ees (2), (5), (6) nous montrent que les deriv�ees des fontions qh0 ; Ahs ; Qpar rapport aux variables r�eels x� sont(8) �qh0�x� = Ahl e�Q(9) �Ahs�x� = �Ahl e�Qas(10) �Q�x� = �Qale�Q;o�u � = 4l � 3; 4l� 2; 4l� 1; 4l.De l'�egalit�e (8) nous obtenous(11) Ahl = �qh0�x4l�3Q�1et aussi(12) �qh0�x� = �qh0�x4l�3Q�1e�Q;o�u � = 4l � 2; 4l� 1; 4l.



Connexions ayant la propriet�e tensorielle 552 Equations Bortolotti-Vr�aneanu-Hangansatisfaites par les transformations projetives quater-nioniquesSi nous �erivons les fontions quaternioniques qh0 de�nies par (1) sous les forme(13) qh0 = x4h0�3 + x4h0�2i+ x4h0�1j + x4h0ket si nous introduissons leur deriv�ees partielles par rapport aux variebles r�eelsx4l�3; x4l�2; x4l�1; x4l dans l'�egalit�e (8), alors nous onstaterons que pour � =4h� 3; 4h� 2; 4h� 1; 4h est vraie l'�egalit�e�Ahl e� �Q = �x�0�x4l�3 + �x�0�x4l�2 i+ �x�0�x4l�1 j + �x�0�x4l k:En prenant les onjugu�ees dans ette �egalit�e et tenant ompte de la formule (11)nous obtenons(14) �e� �qh0�x4l�3 = Q�1 �x�0�x4l�3 � �x�0�x4l�2 i� �x�0�x4l�1 j � �x�0�x4l k!Q:En identi�ant R4n � Hn par les formules (7), la transformation T peut s'�eriresous la forme(10) x�0 = x�0(x1; x2; :::; x4n); �0 = 4h0 � 3; 4h0 � 2; 4h0 � 1; 4h0:Lemma 1. Si � = ������x�0�x� ����� est le Jaobian de la transformation T , alors nousavons(15) � = KkQk4(n+1);o�u K este une onstante r�eels.D�emonstration. En e�et, si tous les quaternions a1; a2; :::; an sont nuls, alorsl'�egalit�e (15) est �evidemment vraie. Si es quaternions ne sont pas tout nuls, parexemple a1 6= 0, alors nous avonsT = T1 Æ T2 Æ T3;o�u les transformations T1; T2; T3 sont de�nies par les formulesT1 : qh0 = [ah � ah1(a1)�1a℄q1 + [ahl � ah1(a1)�1al℄ql + ah1(a1)�1T2 : q10 = (q1)�1; qh0 = qh(q1)�1T3 : q10 = alql + a; qh0 = qh:Don(16) � = �1�2�3



56 V.Mih�ailesu and C.Udri�steo�u �1;�2;�3 sont les Jaobiens des transformations T1; T2; T3 alul�ees dans lespoints: (T2 Æ T3)(q1;q2; :::;qn); T3(q1;q2; :::;qn); (q1;q2; :::;qn)Les d�eterminants �1 et �3 sont onstants et le Jaobien de la transformation T2est kq1k�4(n+1). Pare queT3(q1;q2; :::;qn) = (Q�1;q2; :::;qn)il resulte que �2 = kQk4(n+1):En posant K = �1�3 dans les formule (16), nous obtenons (15). Si � ne s'annulepas, nous pouvons former les fontions quaternionique(17) Al = 1� � ���x4l�3 + ���x4l�2 i+ ���x4l�1 j + ���x4l k� :En d�erivant par rapport �a x4l�3; x4l�2; x4l�1; x4l l'�egalit�ekQk2 = Q � �Qet tenant ompte de (10) et (15), la formule (17) s'�erit(170) Al = �4(n+ 1)Qal:En d�erivant l'�egalit�e (8) par rapport �a x� et utilisant les formules (9), (10), (12), (17')nous demonstrons leLemma 2. Les omposantes qh0 de la transformation T satisfont les equations auxderiv�ees partielles suivantes:(18) �2qh0�x��x� = 14(4 + 1)  �qh0�x4l�3Q�1e� �Ase�Q+ �qh0�x4s�3Q�1e� �Ale�Q! ;o�u � = 4l� 3; 4l� 2; 4l� 1; 4l et � = 4s� 3; 4s� 2; 4s� 1; 4s:3 Le tenseur Thomas-Vr�aneanu-Hanganassoi�e �a une transformation projetifsquaternioniqueSoit V4n une vari�et�e di�erentiable de dimension 4n. Nous pouvons introduire danshaque voisinage des oordonn�ees (x�) les oordonn�ees quaternioniques (qh) de�niespar (7).Si nous pouvons reouvrir la vari�et�e V4n par un systeme de voisinages de oor-donn�ees de sort que dans l'intersetion des deux voisinages de oordonn�ees quaternion-iques (qh) et (qh0) les oordonn�ees d'un même point soient li�ees par des formules de



Connexions ayant la propriet�e tensorielle 57la forme (1) et les formules (10) qui relient les oordon�ees r�eels (x�) (x�0 ) satisfassentla ondition � = ������x�0�x� ����� 6= 0alors nous dirons que V4n est un vari�et�e loalement projetif quaternionique.L'espae projetif quaternionique Pn(H) est une vari�et�e de e type, il pouvant êtrereouvert par (n + 1) voisinages de oordonn�ees, o�u les formules de passage ont laforme q10 = (q1)�1; qh0 = qh(q1)�1:Soit ��� ; �0�0�0 les oeÆients d'une onnexion aÆne sym�etrique dans les voisi-nages de oordonn�ees (qh); (qh0) et �� = ���;� ; ��0 = ��0�0�0 les oeÆients de laonnexion ontrat�ee. Si dans les points ommuns de es voisinages onsiderons lesformules (10), alors entre es oeÆients nous avons les relations suivantes(19) �2x0�x��x� = �0�0�0 �x�0�x� �x�0�x� � ���� �x0�x�(20) 1� ���x� = ��0 �x�0�x� � ��:Attahons aux oeÆients ��� ;�� les quaternions:(21) �h�� = �4h�3�� + �4h�2�� i+ �4h�1�� j + �4h��k�h = �4h�3 + �4h�2i+ �4h�1j + �4hkEn posant  = 4h� 3; 4h� 2; 4h� 1; 4h dans la formule (19) nous obtenons�2qh0�x��x� = �h0�0�0 �x�0�x� �x�0�x� ����� �qh0�x�Si dans ette �egalit�e onsiderons � = 4l�3; 4l�2; 4l�1; 4l et � = 4s�3; 4s�2; 4s�1; 4set tenons ompte des formules (17), (18), (20), alors nous pouvons �erire�h0�0�0 �x�0�x� �x�0�x� � 14(n+ 1)  �qh0�x4l�3Q�1e�Q�t0 �qt0�x4s�3Q�1e�Q+(22) + �qh0�x4s�3Q�1e�Q�t0 �qt0�x4l�3Q�1e�Q+! == �qh0�x4t�3Q�1��t�� � 14(n+ 1)Ætle��se� � 14(n+ 1)Ætse��le��Q:Nous assoions aux quaternions �h�� ;�h les quaternions(23) �h�� = �h�� � 14(n+ 1)Æhl e��se� � 14(n+ 1)Æhs e��le�



58 V.Mih�ailesu and C.Udri�steet aux quaternions �h0�0�0 ;�h0 des quaternions analogues.Soit �h�� = Q4h�3�� +Q4h�2�� i+Q4h�1�� j +Q4h��k:En tenant ompte de la formule (14), l'�egalit�e (2.2) prend la forme�h0�0�0 �x�0�x� �x�0�x� = Q��� �qh0�x�qui est �equivalent �a Q0�0�0 �x�0�x� �x�0�x� = Q��� �q0�x� :Nous avons don leTh�eor�eme 1. Si ��� est une onnexion aÆne sym�etrique, alors les omposantes Q��des quaternions �h�� (23) onstituent un tenseur du trois�eme ordre, ovariant en �; �et ontravariant en , sur V4n.En tenant ompte des �egalit�ees (21) et (23), nous observons que ��� peuts'exprimer par Q�� et �� . Par ons�equent, le probl�eme propos�e par Vr�aneanu [8℄d'�etablir si une onnexion aÆne sym�etrique sur l'espae projetif quaternionique sed�eompose en sa onnexion ontrat�ee et un tenseur est r�esolu. Une autre solution dee probl�eme est donn�ee par Hangan [2℄.4 Le tenseur Thomas-Vr�aneanu assoi�e �a une trans-formation projetif omplexeSi nous faisons pour les transformations projetives omplexes une �etude similaire �aelle des transformations projetives quaternioniques, alors nous onstateron qu'onlieu des relations (14) nous trouvons les onditions de Cauhy-Riemann et les rela-tions (18) deviennent les �equations aux d�eriv�ees partielles d'ordre deux �etablies parVr�aneanu [8℄ pour les transformations du groupe projetiv omplexe.Nous avons don leTh�eor�eme 2. Si �ijk est une onnexion aÆne symetrique sur une vari�et�e V2n loale-ment projetiv omplexe, alors les oeÆients M ijk du Vr�aneanu [8℄ onstituent untenseur du trois�eme ordre, ovariant en j; k et ontravariant en i, sur V2n.Aknowledgements. A version of this paper was presented at the First Confer-ene of Balkan Soiety of Geometers, Politehnia University of Buharest, September23-27, 1996.Referenes[1℄ T.Hangan, Equations aux deriv�ees partielles satisfaites par les transformations dugroupe projetif au onforme, An. Univ. Buure�sti, S�t. Nat. 7, 19(1958), 33-37.[2℄ T.Hangan, Tenseurs assoi�es aux onnexions sur ertains espaes homog�enes, Bull.Math. de la So. Sient. Math. Phys., 8(56), 1-2(1964), 39-49.
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