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Résumé. On associe a tout systéme d’équations différentielles ordinaires,
une structure géométrique, composée d’un tenseur distingué et d’une connexion
nonlinéaire spéciale. On definit un objet de dissipation.
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1 Systemes d’équations différentielles définis im-
plicitement

1.1. Préliminaires. Soient M une variété différentiable, de la classe C'*°, de di-
mension m, définie par un atlas A = (U, ), et les espaces fibrés: TM, T*M, J'M,
M = (E;,p., J'M), 6!M = (E¥, ps, J'M), (i = 1,2; p = 1,m), ot les dérniers ont
comme base respectivement les espaces de jets J'M (J°M = Rx M, J'M = RxTM),
et comme espaces totaux E; = JIM xp TM, Ef = J'M x 5y Q1M , avec Q4 M P'espace
des g-formes et doués des atlas vectoriels correspondants.
Si € est un espace fibré, on note S(€) le module des sections de £.
1.2. Systémes d’'équations différentielles de deuxiéme ordre. Soit F' une sec-

tion de 81 (F € S(43)):
(1.1) F:(t,x,%,i) € J°M — F(t,x,%,i) € T*M
avec laquelle on met en évidence ’ensemble:

KerF = {(t,x,%,%) € J°*M | F(t,z,%,%) = 0}

On dira que KerF définit une équation différentielle de deuziéme ordre, que nous
étudieront dans la suite.
En coordonnées locales, la fonction F' se représente par

(1.2) F = Fi(t,z", i" #Mda®, VteIC R, (t,z" " ") e J?U
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mais la condition F' = 0 s’exprime par les relations
(13) Fi(tamhaih’iﬂh) :07

qui porte le nom de systéme des équations différentielles, de deuzxiéme ordre, im-
plicites, ordinaire si elles satisfont la relation

OF;
det <8fi’j> #0,

.
et singulier au cas que det <a_,z.> =0.
0LI

L’ensemble KerF (sous-variété différentiable de J2M), nous conduit & l’espace
total Fy = KerF x J°M, de l'espace fibré F = (Fy, m, JYM), sous-espace fibré de
TZM.

1.3. Solutions des équations différentielles (1.3). Soit c:t € I C R — z =
c(t) € U C M, un chemin différentiable. Ce-ci on le releve & J2M, par
de(t) d2c(t)

c:tel —» |:t,C(t),7, a2

} e J?M.

On considerera l'image réciproque de F' par ¢, comme étant la fonction

de(t) dzc(t)]

E*F:F-a:F{t,c(t), s

Définition. On appelle solution, locale, du systéme d’équations différentielles (1.3),
une fonction ¢: ¢t € I — x = ¢(t) € U, qui jouit de la propriété

de(t) dzc(t)]
dt ’ dt?

F; |t,c(t), =0,vVtel, i=1m.

Dans le cas des équations différentielles ordinaires, le systeme d’équations différentielles
implicites est équivalent (a les mémes solutions) avec un systéme écrit sous la forme
cinématique &' = f'(t,x, ).

2 Variation des chemins différentiables

2.1. Formes en général. Soient X et Y deux sections du fibré 7 = (R x M) X

Y = nl(t,ﬂf)— et

TM,p,,R x M), exprimées localement par X = £i(t,x) Rl
x

Oxt’
appelées champs paramétrisés de vecteurs sur M.

On notera M ’ensemble des formes bilinéaires (biformes) de la forme:
M = { M:(X,Y) € S(rn) xS(n) > M(X,Y) € F(JPM, R)|

drgi
dtr

M(X,Y) = [a?j(t,x,...,m(”)) +...—l—afj(t,a:,...,x(”))fj} ni}

Ainsi étant, on définit les applications, appelées formes:
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M:X € S(r) = MX € S(6)

MX_ Odpfj P ¢j d i.
MX:Y € S(n) - MX(Y)=M(X,Y)
M(X,Y) = 0 PE L o]y
YY) = ot a;; & '

Dans I’ensemble M on peut définir une “relation”, en disant que deux biformes
M et M sont “en relation” s’il existe une autre (biforme) @ : (X,Y) —» Q(X,Y) €
F(J2M) telle que

(2.1) Aﬂﬂﬁ—ﬂﬂXﬁi%mXYﬁvaesm)

2.2. Variation des chemins différentiables. Formes a variations. Soit X une
section du fibré 79 = ((R x M) xp TM,p-, R x M), exprimée localement par X =

. a 0
& (t, a:)% A la section X on associe, sur R X M (via le champ de Reeb e +X), le

pseudogroupe & un parameétre de transformations infinitésimales

t=t
#=xt +eli(t,x), e€ JCR,
(ot J est un intérvalle ouvert de R, contenant ’origine), qui se releve & J2M, par
t=t
=g +eli(t, )
(2.2) i

Par les transformations infinitésimalles (2.2), & toute solution x = ¢(t), du systeme
(1.3), corresponde une famille de chemins

Cile,t) = c'(t) +e&i(t,c(t)),

indexée par €.
En calculant I'image réciproque de la fonction F, par C, le relevé de C & J2M, on
obtient

@F:FPﬂ@ﬂﬁa&ﬂa%@ﬁ]:

ot ot?
de  d¢ &Pz d%¢
:F|:t,$+5£,E+EE,W+EW .

La dérivée de cette fonction par rapport avec €, calculée pour € = 0, est
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C* o - €T 2¢j )
Mig:(aCF) :{8F13+6F1d£+8Fd§}dm:
e=0

Oe ozl oxi dt ' 0ii dt?

d’¢’ g’ | g | g
= [ (t, @, @ CC)W +a (t T, &, ) —— 7 +aij(t,:c,m,x)£j] dx’,

ol on a utilisé les notations
(2.3) (tmxa}) 95 @ (tmxa}) 95 © (tmxa}) 5

La fonction M7 porte le nom de forme a variations associée a 'équation F' (¢, z, @, %) =
0 et a la section X.

Localement, il résulte le systéme de formes a variations:

o I8 dgl
X

(24) MF,i - ” dt2 +a l] dt + aljfj

Les formes a variations (2.4) sont associées au systeme (1.3) et a la section X. Soit
M Pensemble des biformes. Le systéme (1.3) définit donc une application

a’¢l d§

MF:XGS(To)—>M{§:<” FEaR ZJEJra”gJ)dx eM.

2.3. Systemes adjoints. A une autre section Y : R x M — (Rx M) xp TM, avec

o}
la représentation locale Y = n'(t, z) = 3 , correspondent les formes du type
X!

—~ d 7).7 " dn .
V= (ot ol G ) '

et donc des autre systemes de la forme

~y _ oy dy
MiY:a(i)j dt2 +a 2]%*_0‘”77

Le calcul de la valeur de la forme & variations M lfﬂ( sur le champ Y, nous conduit

d £ dg] j 7
M?(Y) = <aw dt? ta zJE + a?j§]> n

et, de fagon analogue, de la forme MY sur X , a

— _ d2nj dnj
MY(X) = <a?j 72 +aijﬂ +a”n > &t

Définition. Deux formes & variations M et MY s’appellent adjointes 'une & Iautre
sl existe une fonction Qp(X,Y") (bilinéaire), telle que le longue des trajectoires de
Péquation F' = 0, ait lieu la relation (2.1).

A lieu le théoreme suivant:
Théoréme [2]. Etant donée une forme & variations lef’ il y a, localement, une

unique forme @ variations, notée MY , adjointe a la premiére.
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De la démonstration du théoréme il résulte les composantes de J,\\f}f

— d2 J da,o d J d2aQ. da,1 )
(2.5) M},”i:ao n +<2J_al,>i+< ji Jz+a§i 0,

7 qg2 dt Tl dt dt? dt

systeme construit avec la section Y = n? et implicitement avec la fonction F,

Oxt’
d’oti il résulte les liaisons (involutives)
=0 _ .0
a;; = aj;
da®.
~1 1 _ 9%
(2.6) a;; +aj; =2 at
20 1
w2 o d“aj; _ daj;

ainsi que

(2.7) Qr(X,Y) = (a?jni)gj - |4

dt E(a?jni) - azljni g

Observations. 1) Qr(X,Y) ne dépend pas de ag};
2) Qr(Y, X) = —Qr(X,Y);
3) La relation d’adjonction entre deux formes, définie par (2.1) peut étre prolongée,

sans aucune modification, aux couples de sections X € S(7;.), Y € S(75) (en particulier
pour X,Y € S(r)).

3 La géométrie du systeme (1.3)

3.1. Le comportement des coefficients des formes a variations par un
changement de carte locale. Considérons maintenant un changement de carte lo-
cale sur M: &' = z%(z"), alors sur J2M on & de facon correspondante, le changement
de carte locale, donné par les formules

(

t =1t (le paramétre t est invariant)
' = z'(2") (le changement de coordonnées sur M)
G
(3.1) T = 3 ha’:h (le changement des composantes des vecteurs tangents)
z
i OF o' o' o'
s .h -h -h . h
T = T+ T = 52T + 57T
dxh Ozl Ozl dih

et leurs inverses, pendant que le vecteur X (£¢) change ses composantes suivant la loi

_ox
~ Oxh

3 &".

Par rapport a un changement, de la forme ci-dessus précisé, les coefficients des
formes a variations se change suivant la loi



86 V. Obadeanu

_o _ Oz" oa*
Ui = Pz 9z Mk
Ozl [Oxk ik
-1 __ 1 0
(3-2) “i = Bz [az«j i+ 255 “’“f]
dah [ 0" Di* oith 02t
=2 __ 2 1 0 F
Y T pgi [axj Ok + Bz Mokt g a"’“] ozigzi "

Pour une meilleure mise en évidence des propriétés géométriques, nous adopterons
le changement de notation suivant [1]

(3.3) =l it =2t ¥ =21l

A D’aide de ces notations on aura

OF; 10F; _ lao oF; O0F; ol OF; _ OF, 2
0F 294 2 77 9 ggd W0 dxd gl W

Les formules de changement de cartes (3.1) implique

i _ ~i(o.h
Ty = z(7g)
—i
- ozl 4
1 amg 1
7l 7l
22 = oz} {L+26m1 h
h 2o
Oz Ozt
or), oz, 0ri 0%

ol on a utilisé les notations [1]: — = —% | - = ——
oz} Oz, Oz} Oxy_,
Ainsi étant, on retranscrit les formules (3.2) dans la forme
ozl oz

=0 __
ij = A=i T p g
8m() 8:?%

_ O=g [8:1:’1“ o . Ozk

(3.4) v om 85;% 85;1'
ozl | 0k ok Ok &%zl
_2 0 2 0 2 1 2 2 0
o= —— | =, +—a3,;, + —a + ———F,.
Y oz [353% n oz] hk oz, ok 0T, 0T

Conclusions. 1) Les coefficients a?; sont les composantes d’un tenseur deux fois

2,
covariant distingué sur M. ’

2) Les coefficients azlj sont les composantes d’un tenseur distingué dans le premier
indice et semidistingué dans le deuxieme. Le couple (a?j, allj) est un tenseur distingué
sur T'M.

3) Les coefficients a%j sont des coefficients d’un objet géométrique tel que le triple
(a?j, azlj, a?j) est un tenseur sur KerF distingué dans le premier indice et ordinaire
dans le deuxieme.
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3.2. Le comportement des coefficients des formes adjointes, par un change-
ment de carte. Soit le systeme adjoint (2.5), avec les coefficients donnés par (2.6),
et un changement de carte locale (3.1), on a:
Théoréeme. Les coefficients des formes adjointes constituent un objet géométrique du
méme type avec celui constitué par le coefficients des formes d variations.

En effet, ils se changement suivant les formules:

5t g a_xllc&O + 8_mllca1
ij = P 5 ®hk — Ohk

(35) 77 0z | ozl o
~2 Oz |0zk _, ok | +6x’§ 2|4 02zl
Qi = 520 | a7 Yk T S5 Yk T 55 Ynk a1k
Yooy | oF) o] o7, 0%} O

3.3. Dissipativité de la structure géométrique associée. Soit ’'objet géométrique
fourni par les formes & variations, par ses coefficients (a?j, azlj, a?j), ainsi que celui
fourni par les coefficients (aY;, &;;, @;;) des formes adjointes, ayant les lois de change-
ment respectivement donnés par les formules (3.4) et (3.5).

En faisant la différence de ces deux objets, on appelle cet nouvel objet, l’objet de

dissipation. Ces composantes sont donc

1

szj = E(agj a(z)g)
1

(3.6) T = 5(0%13' - O‘zlj)
1 .

Tl?j = 5(%23' - a?j)

En tenant compte des relations (2.6), on déduit

Tiy =~y
]_ dOéO
1 1 Je
1d |1da?
2 _ 2 Jt 1
T T T T [5 at %']

Propriétés. 1) Les fonctions Tioj

antisymétrique, la partie antisymétrique de a

constituent les composantes d’un tenseur distingué,

0

ij» avec le signe changé.

2) La partie antisymétrique de 7; est

1 _
i) = —

et la partie symétrique est
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da?. .
1 _ 1 (i5)
Taj) =~ T g
3.4. Systémes d’équations différentielles de deuxiéme ordre, ordinaires.

OF;
el

Considérons maintenant le cas dans lequel det ( ) # 0. En considérant la matrice

(ad;) = (a—; , on peut construir la matrice inverse (ag), dont les coefficients se
&
change, par un changement de carte, suivant la formule
. Tt O
G — 0z' 0T A
0 gxh ozk 0
Définissons les coefficients M’ et M %, respectivement par les formules 2 M/} =
1 2 1
ailal jet2M = a(’)haij. Ces nouveaux coefficients, définissent dans une carte locale,
2
se changent & un changement de carte et en utilisant les notations (3.3), par les
formules

Oxb i Oz}
iy

oz} oz}

0wt 7i _ o071 ) 00T

oxy 1’ ¢ oz 1 ¢ o)

ozh __, 0z} » 0zt » 0z 183’:3 O*xf L,

6*1MJ_6Z—71+M1 5 +Mz —j 2—61‘(17”7/ 7].010
Ty 2 Oz 1 Oz 2 0T 0 070

Remarques. 1) Les fonctions M ; constituent les composantes (paramétrisées par t)
1

d’une connection non-linéaire distinguée sur la varieté M.
2) Les fonctions (M;, M;) sont les coefficients duals ([1]) d’une connection
1 2
non-linéaire sur KerF'.

3) Les composantes 6;-, ;-, M;) constituent un tenseur mixte sur KerF,
1 2

distingué, dans I’indice de contravariance, et semidistingué dans I’indice de covariance.
4) Des mémes propriétés jouit aussi le deuxieme objet, “conjugué”.

3.5. Le tenseur de dissipation. En faisant la différence de deux objets de connex-

ion, on obtient

o » OxP . ozl oxt
i it 0t — P21 P70
%13 ]\2/13 ]\24] (85;3%1] ?’6;&{) +§lax3>

qui est un tenseur mixt semidistingué.
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