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Usualmente encontramos resultados que caracterizan la continuidad usando
sucesiones (hablando de funciones secuencialmente continuas y funciones que
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preservan sucesiones convergentes) como por ejemplo lo hace Lima en [2] o
Snipes en [3]. Con la clasificacién que hace F Snipes en [3] de las sucesiones se
caracteriza la continuidad de una funcién (sobre dominios cerrados) conside-
rando tres tipos de sucesiones: sucesiones convergentes, sucesiones de Cauchy
y sucesiones equivalentes.

Presentaremos un resultado dado por Snipes en [3] que caracteriza la con-
tinuidad uniforme en base a tres tipos de sucesiones: sucesiones convergentes,
sucesiones de Cauchy y sucesiones paralelas.

Por dltimo damos dos pruebas réapidas y elegantes del Teorema de Heine-
Cantor (las nociones de continuidad y continuidad uniforme sobre un conjunto
compacto de la recta son equivalentes) utilizando el comportamiento de las
sucesiones de Cauchy y de las sucesiones equivalentes bajo funciones continuas
en dominios cerrados y acotados; con estos enfoques la demostracion difiere de
la prueba clésica donde se utiliza el teorema de Lebesgue sobre cubrimientos
abiertos (ver Apostol [1]).

2  Sucesiones y Continuidad

A continuacién daremos una clasificacién sobre sucesiones que Snipes presenta
en [3].

En todo el desarrollo asumiremos que IR; el conjunto de los niimeros reales,
estd dotado de la métrica usual, y que los conjuntos mencionados son subcon-
juntos de IR, asi, como los elementos senalados son niimeros reales.
Definicién 1. Una sucesién (x,,) se llama de Cauchy si

Ve>03ng=n(e) cIN: nym>ng = |z, —2n|<e
Dos sucesiones (z,,) y (y») se llaman paralelas y se escribe (z,,) || (yn) si
Ve>03dng=n(e) eIN: n>ng = |z, —yn| <e

Dos sucesiones (z,) v (yn) se llaman equivalentes y se escribe (z,,) ~ (yn)
si
Ve>03dng=n(e) eIN: nym>ng = |z —ym| <e

Es un hecho conocido que las funciones continuas no transforman suce-
siones de Cauchy en sucesiones de Cauchy, basta considerar la funcién
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f:(0,1] = IR dada por f(x) = % Cuando imponemos la condicién de que el
dominio A de la funcién sea un conjunto cerrado en IR, entonces si f : A — IR
es continua en A, f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy,
como lo veremos en el siguiente lema.

Lema: 1. Sean A un conjunto cerrado en IR y f: A — IR una funcion. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

1. f es continua en A.

2. f preserva sucesiones de Cauchy.
8. f preserva sucesiones equivalentes.
4. f preserva sucesiones convergentes.
5

. [ es secuencialmente continua en A.

Prueba: 2 = 3 y 4 = 5 se deducen inmediatamente de la definiciéon 1 y de
las hipétesis. 5 = 1, es un caracterizacién clasica de la continuidad de f. El
hecho de que A es cerrado y IR completo aseguran que 1 = 2.

Por otro, lado sea (z,,) C A convergente en A, entonces (x,,) es de Cauchy,
y asi, (x,) &~ (z,,). Luego, por 3, (f(x,)) = (f(x,)), vy por lo tanto, (f(x,))
es de Cauchy, en consecuencia por ser IR completo (f(z,)) es convergente y
asi, 3 = 4.

Noétese que la condicién de que A sea un conjunto cerrado en IR sélo fue
utilizada para probar que 1 = 2.

3 Caracterizaciones de la continuidad unifor-
me por sucesiones

Definicion 2. Sean A C Ry f: A — IR una funcién. f se llama uniforme-
mente continua (UC) en A, si para cada € > 0 existe §=0d(¢) > 0 tal que si
para todo z,y € A con |z — y| < d, entonces |f(z) — f(y)] <e.

La demostracion del siguiente teorema es la misma dada por Snipes[3] (pdg
411) para espacios métricos.

Teorema: 1 (Caracterizacién de la Continuidad Uniforme por su-
cesiones). Sea f : A — IR una funcién. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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1. fesUCenA.

2. f preserva sucesiones paralelas (es decir, si (zy),(yn) son sucesiones
paralelas en A, entonces (f(xyn)), (f(yn)) son sucesiones paralelas en
R).

La funcién f : IR — IR dada por f(z) = 22 tiene la propiedad de transformar
sucesiones  de Cauchy en sucesiones de Cauchy, pero no es UC en IR.
Ahora, cuando A es un conjunto acotado obtenemos que si una f: A — IR es
una funcién que transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy,
entonces f es UC en A, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema: 2. Sean A un conjunto acotado y f : A — IR una funcion, las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. fes UCen A.
2. f preserva sucesiones paralelas.
3. f preserva sucesiones equivalentes.

4. [ preserva sucesiones de Cauchy.

Prueba: Por el teorema 1, 1 < 2, la equivalencia 3 < 4 se sigue de la defini-
cién 1. Luego, basta probar que 1 < 4.

Sea (z,,) una sucesién de Cauchy en A. Dado € > 0 arbitrario, como f es UC
en A existe § > 0 tal que para todo x,y € A,

lz—yl<d = |f(z)-fly)l <e (1)

Por otro lado, como (z,) es de Cauchy en A, para el § hallado existe ng € IN
tal que

m,m>mng = |Tp— Tm| <0 (2)
Luego, de (1) y (2) se sigue que
mn>ng = [f(zn) = flom)] <e

siempre que m,n >ng. Asi, (f(z,)) es de Cauchy. Por lo tanto, 1 = 4.
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Para probar que 4 = 1, supongamos que f no es UC, entonces existen € > 0
y sucesiones (z,), (yn) C A tales que |z, — y,| < =y

Ahora, como (z,) C Ay A estd acotado, por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
existe una subsucesion (x,, ) de (z,) y a € R tal que

(2n,) — a. (4)

. 1 .
En consecuencia, como |z, — yn, | < - v por (4) se sigue

(Yny,) — @ ()

Luego, por (4) vy (5) la sucesion (Zn,, Ynys Tngs Ynas---) — a; vy asi, es de

Cauchy, entonces por la hipétesis  (f(zny )y f(Uny), [(@ny), f(Yny) ... ) es de
Cauchy en contradiccién con (3). Por lo tanto, f es UC en A. ||

4 El Teorema de Heine-Cantor

Teorema: 3 (Teorema de Heine-Cantor). Sea A un conjunto compacto. Si
f:+A— TR es continua, entonces f es UC en A.

Prueba: 1. Como A es un conjunto compacto entonces A es cerrado y acotado
en IR. En consecuencia, por ser A un conjunto cerrado y f es continua, se sigue
del lema 1 que f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy.
Ademsds, A es acotado y por teorema 1 se concluye que f es UC en A. | |

Prueba: 2. Si f no fuera UC en A, entonces por el teorema 1 existirian
sucesiones (2,,) v (yn) en A tales que (z,,) || (yn) pero

(f(xy)) no es paralela con (f(yn)). (6)

Ahora, como (z,) C Ay A es compacto, existen (z,, ) subsucesién de (x,) y
a € A tales que

(Tny) — a. (7)

Por otro lado, (z,,) || (y,) implica que

(lx’ﬂk - ynkl) — 0. (8)
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En consecuencia, por (7) y (8) se sigue que

(ynk) — a. (9)

Asi, por (7), (9) y la continuidad de f en A, se sigue que

(f(@n,)) = fla) y (f(yn)) = fla). (10)
Por lo tanto, de (10) obtenemos que |f(zn,) — f(yn,)| — 0, pero esto con-
tradice (6) y asi, f es UC en A. ||

NOTA. Por todo lo expuesto anteriormente podemos concluir que cuando
el dominio de una funcién es un conjunto compacto de la recta, entonces las
nociones transformar sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy, conti-
nuidad uniforme y continuidad son equivalentes.
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