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Resumen

En este trabajo se considera la estimación semiparamétrica de los
parámetros en procesos autorregresivos controlados por un régimen de
Markov. Se estudia un estimador de mı́nimos cuadrados condicional
modificado, demostrando la consistencia en probabilidad. Se calcula la
velocidad de convergencia del estimador.
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mı́nimos cuadrados condicional.

Abstract

This work considers the semiparametric estimation of the param-
eters in autoregressive processes controlled by a Markov regime. A
modified conditional least squares estimator is studied, proving its con-
sistency in probability and calculating its convergence rate.
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1 Introducción

En este trabajo se establece, para procesos autorregresivos con régimen de
Markov, la consistencia y la velocidad de convergencia en probabilidad de un
estimador de mı́nimos cuadrados modificado de los parámetros del proceso.
Una ventaja práctica de realizar la inferencia estad́ıstica por un criterio de
mı́nimos cuadrados frente a estimación por máxima verosimilitud es que no
se requiere especificar una distribución para el proceso de ruido, contemplan-
do la estimación no paramétrica de la densidad del ruido usando núcleos de
convolución con los reśıduos de la estimación a cada paso.

Un proceso autorregresivo con régimen de Markov (AR-RM) es un proceso
a tiempo discreto definido por:

Yn = f(Yn−1, θXn) + εn (1)

donde {Xn, n ∈ N} es una cadena de Markov no observada, homogénea con
valores en el conjunto finito {1, . . . , m}, matriz de transición A = [aij ] siendo
aij = P(Xn = j|Xn−1 = i). La familia de funciones F = {f(·, θ) : θ ∈ Θ}
está parametrizada por el parámetro θ ∈ Θ y Θ un subconjunto compacto
de Rd. Las variables aleatorias {εn} se suponen centradas, independientes e
idénticamente distribuidas con función de densidad Φ. Suponemos que {εn},
{Xn} y Y0 son independientes. El proceso {Xn} no es observado y por lo tanto
la inferencia se centra en el proceso observado {Yn}.

El uso de un régimen de Markov oculto ofrece la posibilidad de modelar
series temporales que cambian su comportamiento en el tiempo de manera
marcada. Hamilton [6] utiliza un proceso AR-RM en el contexto económetrico,
para el análisis anual de la serie del producto interno bruto de los Estados
Unidos, con dos reǵımenes: contracción y expansión. Procesos autorregresivos
lineales con régimen de Markov son usados en varias áreas de la ingenieŕıa
eléctrica, incluidas detección de fallas y control estocástico adaptativo, ver
Douc et al. [4] y sus referencias.

Entre los trabajos más recientes en los que se desarrolla la estimación
de los parámetros por el método de máxima verosimilitud para los procesos
autorregresivos con régimen de Markov tenemos: Francq y Roussignol [5],
Jensen y Petersen [7] y Douc et al. Sobre el problema del cálculo numérico
del estimador de máxima verosimilitud consultar Rı́os y Rodŕıguez [10] y sus
referencias.

En Mevel [8] se considera, para un modelo de cadenas de Markov ocultas,

Divulgaciones Matemáticas Vol. 16 No. 1(2008), pp. 155–171



Estimación semiparamétrica en procesos AR-RM 157

el siguiente contraste

S̃N (ψ) =
1
N

N∑
n=1

(Yn − Eψ(Yn|Y n−1
0 ))2. (2)

El estimador por mı́nimos cuadrados condicional (MCC) se define como

ψ̃ = argmin
ψ∈Ψ

S̃N (ψ). (3)

Mevel demuestra la consistencia débil y la normalidad asintótica del estimador
MCC. Para la estimación por MCC es necesario conocer la esperanza condi-
cional Eψ(Yn|Y n−1

0 ), en nuestro caso la esperanza condicional del contraste
depende de {Yn}, ψ, {Xn} y de la función de densidad Φ y como ésta es des-
conocida, E(Yn|Y n−1

0 ) también lo es, por lo que el estimador ψ̃ no puede ser
obtenido por minimización de S̃N (ψ). Nosotros reemplazaremos en la ecua-
ción (2) la esperanza condicional por un estimador no paramétrico basado en
la muestra y0, . . . , yN y estimaremos ψ∗ minimizando este nuevo contraste.

El criterio de Mı́nimos Cuadrados Condicional Modificado (MCCM) se
define entonces por

SN (ψ) =
1
N

N∑
n=1

(Yn − Ê(Yn|Y n−1
0 ))2 (4)

donde Ê(Yn|Y n−1
0 ) es un estimador no paramétrico de E(Yn|Y n−1

0 ) basado en
y0, . . . , yN . El estimador ψ̂ de ψ∗ es

ψ̂ = argmin
ψ∈Ψ

SN (ψ). (5)

Este estimador es considerado en [12, 11] para el modelo no lineal de errores
estructurales en las variables. Las técnicas alĺı utilizadas son adaptadas en
nuestro trabajo para demostrar la consistencia débil y obtener las velocidades
de convergencia en probabilidad de los estimadores.

El art́ıculo está organizado de la manera siguiente. El modelo y las hipótesis
generales son presentados en la sección 2. En la sección 3 se presentan los
resultados principales.

2 Hipótesis generales

2.1 Hipótesis sobre el modelo

Las condiciones (E1-E3) que definimos a continuación garantizan la existencia
de una medida invariante para la cadena de Markov vectorial {(Yn, Xn)}.
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E1 La matriz de transición A es positiva, esto es, aij ≥ δ, para todo i, j ∈
{1, . . . , m} y para algún δ > 0. Esta condición implica que la cadena es
irreducible y aperiódica por lo tanto existe una única medida invariante
µ = (µ1, . . . , µm) para la cadena oculta {Xn}.

E2 (Sublinealidad) Para i = 1, ...,m, existen constantes positivas λi y bi

tales que
|f(y, θi)| ≤ λi|y|+ bi.

E3 (Condición tipo radio espectral) Suponemos que
∑m

i=1 log λiµi < 0.

E3 Existe p > 0 tal que E(|ε1|p) < ∞.

Las condiciones anteriores garantizan que la cadena de Markov extendida es
geométricamente ergódica en el espacio de estados R× {1, . . . , m} (ver Yao y
Attali [13]).

El parámetro ψ = (µ,A, θ) pertenece al espacio de parámetros definido
por Ψ = [0, 1]m × [0, 1]m

2 ×Θm.
Para el estudio de teoremas ĺımites, supondremos que los elementos de la

familia de funciones F satisfacen las siguientes condiciones de Lipschitz (LP)
y de acotación (AC)

LP Para i = 1, ...,m,

|f(y, θi)− f(y, θ′i)| ≤ K1|θi − θ′i|.

AC Para i = 1, ...,m, existen constantes C1, C2 tales que

|f(y, θi)| ≤ C1 y ‖∇ψf(yn, θi)‖ ≤ C2,

donde ∇ψ es el operador gradiente.

2.2 Hipótesis sobre la densidad y los estimadores

Suponemos que la función de densidad Φ es acotada y que existe ρ > 0 tal
que,

D1 Φ tiene ρ derivadas continuas en un conjunto compacto C.
D2 Existe α > 0 tal que ı́nfε∈C Φ(ε) > α.

Para la estimación no paramétrica utilizaremos núcleos de convolución
K : R→ R acotados y con soporte compacto. Además supondremos que
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K1
∫

K(t)dt = 1

K2 0 <
∣∣∫ tρK(t)dt

∣∣ < ∞ y
∫

tsK(t)dt = 0, ∀s = 1, . . . , ρ− 1.

K3 Existen constantes β > 0, Ctte < ∞, tales que

∀ε, ε′ ∈ C, |K(ε)−K(ε′)| < Ctte|ε− ε′|β .

La literatura sobre núcleos de convolución es extensa, dos ejemplos muy uti-
lizados son el gaussiano Kg(t) = 1/

√
2π exp(−t2/2) y el de Epanechnikov

Ke(t) = (3/(4
√

5σ2))[1− t2/5σ2]I{t2≤5σ2}.
Sobre el parámetro de suavizado h = h(N) impondremos la condición

PS ĺımN→∞ h(N) = 0 y ĺımN→∞Nh(N)/ log N = ∞.

Suponemos que,

C1 La función ψ → Eψ∗(Eψ(Y1|Y0)−Eψ∗(Y1|Y0))2 admite un único mı́nimo
en ψ = ψ∗,

C2 Se aceptan como ciertas las siguientes condiciones de momento

E|Y1 − E(Y1|Y0)|4+2δ < ∞
E‖∇ψE(Y1|Y0)‖4+2δ < ∞.

3 Mı́nimos cuadrados condicional modificado
(MCCM)

En esta sección se demuestra la consistencia del estimador MCCM. Se co-
mienza construyendo el estimador de la esperanza condicional Ê(Yn|Y n−1

0 ),
se establece la consistencia en probabilidad y la normalidad asintótica del esti-
mador preliminar ψ̃. Por último se demuestra la consistencia en probabilidad
del estimador semiparamétrico ψ̂ y se establece su velocidad de convergencia.

3.1 Construcción del estimador Ê(Yn|Y n−1
0 )

En esta sección se construye un estimador de la esperanza condicional

E(Yn|Y n−1
0 )
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. Esta esperanza condicional se calcula mediante la fórmula

E(Yn|Y n−1
0 ) =

m∑

i=1

f(yn−1, θi)αn(i), (6)

y αn(i) = p(Xn = i|Y n−1
0 ) es evaluada recursivamente por la fórmula forward

de Baum (ver [8]),

αn(j) =
N∑

i=1

αn−1(i)aijΦ(yn − f(yn−1, θi)). (7)

Para la función de densidad Φ, elegimos el estimador de núcleo:

Φ̂(ε) =
1

Nh

N∑
n=1

K

(
ε− εn

h

)

donde K satisface [K1-K3]. Como se observa en la ecuación (6) la esperanza
condicional E(Yn|Y n−1

0 ) sólo depende de Φ a través de las probabilidades
{αk(i)}. Estimaremos E(Yn|Y n−1

0 ) por

Ê(Yn|Y n−1
0 ) =

m∑

i=1

f(yn−1, θi)α̂n(i)

y

α̂n(j) =
N∑

i=1

α̂n−1(i)aijΦ̂(yn − f(yn−1, θi)).

En la sección siguiente demostramos algunas propiedades asintóticas de este
estimador.

3.2 Propiedades asintóticas de α̂n

El siguiente teorema nos permite establecer el comportamiento asintótico del
estimador del filtro αn.

Proposición 1. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipótesis de
estabilidad [E1-E3], las condiciones sobre el núcleo K [K1-K3] y la condición
[PS], se verifica que

‖α̂n(j)− αn(j)‖∞ = Op (vn) ,

con vn = (log n/n)v, v = ρ/(2ρ + 1). La norma infitita ‖ · ‖∞ se entiende
como el supremo de una función, calculado sobre un compacto.
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Demostración: Como la sucesión {εn} es i.i.d es conocido que:

‖Φ̂− Φ‖∞ = Op(vn),

por ejemplo ver Ango-Nze y Rı́os [1].
En lo que sigue demostramos que la norma ‖α̂n(j)−αn(j)‖∞ esta acotada

por C‖Φ̂− Φ‖∞, para esto procedemos por inducción en n. Para n = 2,

|α̂2(j)− α2(j)| = |
m∑

i=1

aij(Φ̂(εi,1)− Φ(εi,1))µi|

≤ m‖Φ̂− Φ‖∞.

Suponiendo cierto el resultado para n− 1 tenemos,

|α̂n(j)− αn(j)| = |
m∑

i=1

aij

(
Φ̂(εi,n)α̂n−1(i)− Φ(εi,n)αn−1(i)

)
|

= |
m∑

i=1

aij

(
(α̂n−1(i)− αn−1(i))Φ̂(εi,n)

+ (Φ̂(εi,n)− Φ(εi,n))αn−1(i)
)
|

≤ m(M2‖α̂n−1 − αn−1‖+ ‖Φ̂− Φ‖∞).

En la próxima sección demostramos la consistencia y la velocidad de con-
vergencia del estimador ψ̃.

3.3 Propiedades asintóticas del estimador preliminar ψ̃

El estimador preliminar ψ̃ es consistente y asintóticamente normal como se
demuestra en la siguiente proposición.

Proposición 2. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipótesis de
estabilidad [E1-E3], las condiciones [C1-C2], tenemos que ψ̃ definido en (3)
satisface,

i El estimado ψ̃ converge en probabilidad a ψ∗.

ii Se tiene que
√

n(ψ̃ − ψ∗) → N (0, Σ) donde Σ es una matriz definida
positiva.
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En el siguiente lema se verifican que las hipótesis necesarias para la con-
vergencia débil de un estimador de mı́nimo contraste (ver [3], §3, pág. 93) se
satisfacen en este caso.

Lema 1. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipótesis de esta-
bilidad [E1-E3], las condiciones [C1-C2], tenemos que:

i. Para todo ψ ∈ Ψ, existe una función S̃(ψ, ψ∗) tal que S̃N (ψ) → S̃(ψ, ψ∗).

ii. La función S̃(ψ, ψ∗) admite un único mı́nimo en ψ = ψ∗.

iii. Existen sucesiones {ρk} y {ηk} tales que

ĺım
N→∞

P
(
sup

{
|S̃N (ψ)− S̃N (ψ′)|, |ψ − ψ′| ≤ ρk

}
≥ ηk

)
= 0.

Demostración de (i).
Aplicando el teorema ergódico a la cadena de Markov estacionaria

{(Yn, Xn, αn)},

1
N

N∑
n=1

(Yn − Eψ(Yn|Y n−1
0 ))2 → S̃(ψ, ψ∗) := Eψ∗(Y1 − Eψ(Y1|Y0))2.

Demostración de (ii).
Tenemos que

E(Y1 − Eψ(Y1|Y0))2 = E(Y1 − Eψ∗(Y1|Y0))2 + E(Eψ∗(Y1|Y0)− Eψ(Y1|Y0))2

y por hiṕotesis (C1) la función E(Eψ∗(Y1|Y0)− Eψ(Y1|Y0))2 admite un único
mı́nimo en ψ = ψ∗ y aśı S̃(ψ,ψ∗).
Demostración de (iii).

S̃N (ψ)− S̃N (ψ′)

=
1
N

[
N∑

n=1

(Yn − Eψ(Yn|Y n−1
0 ))2 − (Yn − Eψ′(Yn|Y n−1

0 ))2
]

=
1
N

N∑
n=1

[Eψ′(Yn|Y n−1
0 )− Eψ(Yn|Y n−1

0 )]

·[2Yn − (Eψ′(Yn|Y n−1
0 ) + Eψ(Yn|Y n−1

0 ))]
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Como la esperanza de 2Yn − (Eψ′(Yn|Y n−1
0 ) + Eψ′(Yn|Y n−1

0 )) es acotada
nos basta demostrar que el término Eψ′(Yn|Y n−1

0 )−Eψ(Yn|Y n−1
0 ) esta acotado

por Ctte‖ψ − ψ′‖ y aśı el punto (iii) es cierto. En efecto,

|Eψ′(Yn|Y n−1
0 )− Eψ(Yn|Y n−1

0 )|

= |
m∑

i=1

(f(yn−1, θi)αn(i)− f(yn−1, θ
′
i)α

′
n(i))|

= |
m∑

i=1

(f(yn−1, θi)− f(yn−1, θ
′
i))αn(i) + f(yn−1, θ

′
i)(αn(i)− α′n(i))|

≤ |
m∑

i=1

K1(θi − θ′i) + Ctte(αn(i)− α′n(i))|

= m (K1‖θ − θ′‖+ Ctte‖αn − α′n‖)
para controlar el término ‖αn − α′n‖ procedemos por inducción en n. Para
n = 2,

|α2(j)− α′2(j)| = |
m∑

i=1

aijΦ(y1 − f(y0, θi))µi − a′ijΦ(y1 − f(y0, θ
′
i))µ

′
i|

≤ |
m∑

i=1

(Φ(y1 − f(y0, θi))− Φ(y1 − f(y0, θi)))µi

+Φ(y1 − f(y0, θ
′
i))(µi − µ′i)|

≤
m∑

i=1

K2|f(y0, θ
′
i)− f(y0, θi)|+ M2|µi − µ′i|

≤
m∑

i=1

K2K1|θ′i − θi|+ M2|µi − µ′i|

≤ m(K2K1‖θ − θ′‖+ M2‖µ− µ′‖).
Si suponemos cierto para n− 1 entonces para n tenemos,

|αn(j)− α′n(j)| = |
m∑

i=1

aijΦ(yn − f(yn−1, θi))αn−1(i)

−a′ijΦ(yn − f(yn−1, θ
′
i))α

′
n−1(i)|

≤
m∑

i=1

K2K1|θ′i − θi|+ M2|αn−1(i)− α′n(i)|

≤ m(K2K1‖θ − θ′‖+ M2‖αn − α′n‖).
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El siguiente lema será necesario para establecer la parte (ii) de la propo-
sición 2.

Lema 2. Bajo las hipótesis de estabilidad [E1-E3] suponiendo las las con-
diciones [C1-C2] el proceso AR-RM definido en (1) satisface las siguientes
propiedades,

i
√

N∇ψS̃N (ψ∗) → N (0,Σ1).

ii ∇2
ψS̃N (ψ∗) →

[
2E

(
∂Eψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk′

∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk

)]

iii RN = op(1) con

RN =
∫ 1

0

{∇2
ψS̃N (sψ̃ + (1− s)ψ)−∇2

ψS̃N (ψ∗)}ds.

Demostración:
Para demostrar (i) observemos que

∇ψS̃N (ψ) = − 2
N

N∑
n=1

(Yn − Eψ(Yn|Y N−1
0 ))∇ψEψ(Yn|Y n−1

0 ).

Si definimos las variables Zn = (Yn−Eψ(Yn|Y N−1
0 ))∇ψEψ(Yn|Y n−1

0 ) podemos
probar que

• E(Zn) = 0.

• E(Zn|σ(Y N
0 )) = 0.

de donde la sucesión {Zn} es una diferencia de martingalas que satisface,

• ĺımn→∞ 1
n

∑n
k=1 ZkZt

k = ĺımn→∞ 1
n

∑n
k=1 cov(Zk) = Σ1.

• ĺımn→∞ 1
n

∑n
k=1 E‖ Zk√

n
‖2+δ = 0.

estas afirmaciones las obtenemos observando que por Cauchy-Schwarz,

E‖Zk‖2+δ ≤
√
E|Yk − Eψ(Yk|Y k−1

0 )|4+2δ

√
E‖∇ψEψ(Yk|Y k−1

0 )‖4+2δ

y las cantidades de la derecha están acotadas por la hipótesis (C2). Entonces
satisfechas las condiciones para el TCL para diferencia de martingalas (ver [2]
§ 6, teorema 6.16, pág. 116) se tiene que

1√
n

n∑

k=1

Zk → N (0, Σ1).
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Para demostrar (ii) tenemos que

∂S̃N (ψ)
∂ψk′∂ψk

= − 2
N

N∑
n=1

(Yn − Eψ(Yn|Y N−1
0 ))

∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk′∂ψk

+
2
N

N∑
n=1

∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk′

∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk
(8)

y aplicando el teorema ergódico obtenemos

• − 2
N

∑N
n=1(Yn − Eψ(Yn|Y N−1

0 ))∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψ′k∂ψk
→ 0

• 2
N

∑N
n=1

∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk′
∂Eψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk

→ 2E
(

∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk′
∂Eψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk

)
.

Para la demostración de (iii), en virtud de la ecuación (8)

∂S̃N (ψ(s))
∂ψk′∂ψk

− ∂S̃N (ψ∗)
∂ψk′∂ψk

= F1 + F2 + F3,

donde ψ(s) = sψ̃ + (1− s)ψ,

F1(s)= 2
N

∑N
n=1

∂Eψ(s)(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk′
∂Eψ(s)(Yn|Y n−1

0 )

∂ψk′
− ∂Eψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk′

∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk′

F2(s)= 2
N

∑N
n=1 Yn

(
∂2Eψ(s)(Yn|Y n−1

0 )

∂ψk′∂ψk
− ∂2Eψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk′∂ψk

)
,

F3(s)= 2
N

∑N
n=1 Eψ(s)(Yn|Y n−1

0 )∂Eψ(s)(Yn|Y n−1
0 )

ψk′
− Eψ(Yn|Y n−1

0 )∂Eψ(Yn|Y n−1
0 )

ψk′
.

Escribimos

∂Eψ(s)(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk′
− ∂Eψ(s)(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk

=
∂2Eψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk′∂ψk

s(ψ̃ − ψ∗),

donde ψ es un punto en el segmento que une a ψ(s) con ψ∗, lo que nos permite
expresar F1(s) como

s
∂2Eψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk′∂ψk

(ψ̃ − ψ∗)

(
∂Eψ(s)(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk′

+
∂Eψ∗(Yn|Y n−1

0 )
∂ψk

)
.

La consistencia de ψ̃, la compacidad de Θ y la condición de regularidad
[AC] permiten demostrar que

∫ 1

0
F1(s)ds = op(1). Análogamente para F2 y

F3.
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Demostración proposición 2
La parte (i) de la proposición es una consecuencia directa del lema 2.
Para la demostración de la parte (ii), construimos el desarrollo de Taylor

de ∇S̃N alrededor de ψ∗,

∇ψS̃N (ψ̃) = ∇ψS̃N (ψ∗) + (ψ̃ − ψ∗)∇2
ψS̃N (sψ̃ + (1− s)ψ)

de la definición de ψ̃ se tiene que ∇ψS̃n(ψ̃) = 0, por lo tanto la ecuación
anterior es equivalente a la expresión,

√
N(ψ̃ − ψ∗) = −

√
N∇ψS̃N (ψ∗)[∇2

ψS̃N (ψ∗) + RN ]−1,

como una consecuencia del Lema 2 obtenemos el resultado.

3.4 Consistencia y velocidad de convergencia del
estimador ψ̂

En el teorema siguiente demostramos la convergencia en probabilidad del
estimador global ψ̂ a ψ∗.

Teorema 1. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipótesis de
estabilidad [E1-E3], las condiciones sobre el núcleo K [K1-K4], las condicio-
nes [C1-C2] y la condición [PS], se verifica que el estimador ψ̂ → ψ∗ en
probabilidad.

Demostración: Para demostrar la consistencia de ψ̂ comenzaremos demos-
trando que SN (ψ)− S̃N (ψ) = op(1).

SN (ψ)− S̃N (ψ)

=
1
N

[
N∑

n=1

(Yn − Êψ(Yn|Y n−1
0 ))2 − (Yn − Eψ(Yn|Y n−1

0 ))2
]

=
1
N

N∑
n=1

[Eψ(Yn|Y n−1
0 )− Êψ(Yn|Y n−1

0 )]

·[2Yn − (Êψ(Yn|Y n−1
0 ) + Eψ(Yn|Y n−1

0 ))].

Como vimos en la proposición 2 |Eψ(Yn|Y n−1
0 ) − Êψ(Yn|Y n−1

0 )| = op(1)
y como la esperanza del término 2Yn − (Êψ(Yn|Y n−1

0 ) + Eψ(Yn|Y n−1
0 )) es

acotada entonces se obtiene que |SN (ψ) − S̃N (ψ)| = op(1), como S̃n(ψ) es

Divulgaciones Matemáticas Vol. 16 No. 1(2008), pp. 155–171



Estimación semiparamétrica en procesos AR-RM 167

un contraste de acuerdo con la proposición 1 entonces Sn(ψ) también es un
contraste y argumentando como para ψ̃, deducimos que ψ̂ es consistente.

Teorema 2. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipótesis de
estabilidad [E1-E3], las condiciones sobre el núcleo K [K1-K4], las condiciones
[C1-C2] y la condición [PS], tenemos que

ψ̂ − ψ∗ = Op (vN )

con vN = (log N/N)v y v = 1/(2ρ + 2)(2ρ + 1).

Para la demostración de este teorema establecemos el siguiente lema.

Lema 3. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipótesis de esta-
bilidad [E1-E3], las condiciones sobre el núcleo K [K1-K4], las condiciones
[C1-C2] y la condición [PS], se satisfacen las propiedades siguientes:

i. La velocidad de convergencia de

‖∇ψS̃N (ψ∗)−∇ψSN (ψ∗)‖ = Op (vN )

con vN (log N/N)v y v = 1/(2ρ + 2)(2ρ + 1).

ii. ∇2
ψSN (ψ∗) →

[
2E

(
∂Êψ(Yn|Y n−1

0 )
∂ψ′k

∂Êψ(Yn|Y n−1
0 )

∂ψk

)]
.

iii. Rn = op(1) con

RN =
∫ 1

0

∇2
ψSN (sψ̂ + (1− s)ψ)−∇2

ψSN (ψ∗)ds.

Demostración (i).

Escribimos

∇ψS̃N (ψ∗)−∇ψSN (ψ∗) = T1 + T2 + T3

donde

T1 = 2/N
∑N

n=1(Yn − E(Yn|Y n−1
0 ))(∇ψÊ(Yn|Y n−1

0 )−∇ψE(Yn|Y n−1
0 ))

T2 = 2/N
∑N

n=1(Ê(Yn|Y n−1
0 )− E(Yn|Y n−1

0 ))(∇ψÊ(Yn|Y n−1
0 )

−∇ψE(Yn|Y n−1
0 ))

T3 = 2/N
∑N

n=1(Ê(Yn|Y n−1
0 )− E(Yn|Y n−1

0 ))∇ψE(Yn|Y n−1
0 ).
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De las expresiones que definen los términos T1, T2 y T3 observamos que
la velocidad de convergencia está gobernada por el comportamiento de las
expresiones,

• Ê(Yn|Y n−1
0 )− E(Yn|Y n−1

0 ).

• ∇ψÊ(Yn|Y n−1
0 )−∇ψE(Yn|Y n−1

0 ).

En la sección § 3.2 demostramos que

‖α̂n − αn‖∞ = Op ((log N/N)v1) ,

v1 = ρ/(2ρ + 1) y como

Ê(Yn|Y n−1
0 )− E(Yn|Y n−1

0 ) =
m∑

i=1

f(Yn, θi)(α̂n(i)− αn(i))

y estamos suponiendo que las funciones de regresión son acotadas entonces

‖Φ̂− Φ‖∞ = Op

((
log N

N

)v1
)

.

Por otra parte,

∇ψÊ(Yn|Y n−1
0 )−∇ψE(Yn|Y n−1

0 ) =
m∑

i=1

∇ψf(yn, θi)(α̂ψ
n(i)− αψ

n(i))

+
m∑

i=1

f(yn, θi)(∇ψα̂ψ
n(i)−∇ψαψ

n(i))

y como ‖∇ψf(yn, θi)‖ ≤ C2 entonces

‖
m∑

i=1

∇ψf(yn, θi)(α̂ψ
n(i)− αψ

n(i))‖ ≤ mC2‖α̂n − αn‖.

Tenemos que ∇ψαψ
n(j) está compuesto de las siguientes derivadas parcia-

les:

∂αψ
n(j)

∂θl
=

∂αψ
n−1(j)

∂θl
aljφ(yn − f(yn−1, θl)) + αψ

n−1(l)aljΦ′(yn − f(yn−1, θl))
∂f(yn−1,θl)

∂θl
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y

∂αψ
n(j)

∂als

=





∂αψ
n−1(j)

∂als
alsΦ(yn − f(yn−1, θl)) + αψ

n(l)Φ(yn − f(yn−1, θl)) j = s

0 j 6= s

Las foŕmulas son análogas para α̂ψ
n sustituyendo Φ por Φ̂ y Φ por Φ̂′.

Al sustituir en ∇ψÊ(Yn|Y n−1
0 ) − ∇ψE(Yn|Y n−1

0 ) aparecen expresiones con
términos del tipo Φ̂− Φ y Φ̂′ − Φ′. Es conocido (ver por ejemplo [9], §3) que

‖Φ̂′ − Φ′‖∞ = Op

((
log N

N

)v2
)

,

con v2 = (ρ− 1)/(2ρ + 1). Por lo tanto obtenemos que:

T3 = Op

((
log N

N

)v1
)

y

T1 = Op

((
log N

N

)v3
)

con v3 = 1/(2ρ + 2)(2ρ + 1) y para T2 tenemos

T2 = Op

((
log N

N

)v3
)

.

Demostración de (ii).
Para demostrar (ii) procedemos como en la parte (ii) del lema 2.

Demostración del teorema 3: Expandiendo ∇ψSn alrededor de ψ∗ y se
obtiene que

(ψ̂ − ψ∗) = −∇ψSN (ψ∗)[∇2
ψSN (ψ∗) + RN ]−1,

donde RN = ∇2
ψSN (sψ̂ + (1 − s)ψ∗) − ∇2

ψSN (ψ∗). La ecuación anterior se
puede reescribir como

ψ̂ − ψ∗
= −∇ψS̃N (ψ∗)[∇2

ψSN (ψ∗) + RN ]−1

+(∇ψS̃N (ψ∗)−∇ψSN (ψ∗))[∇2
ψSN (ψ∗) + RN ]−1

= Op(N−1/2) + (∇ψS̃N (ψ∗)−∇ψSN (ψ∗))[∇2
ψSN (ψ∗) + RN ]−1
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para concluir utilizamos el lema 3 se obtiene que,

ψ̂ − ψ = Op

((
log N

N

)v)
.

eligiendo v = v3.
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