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Resumen

En este articulo el autor muestra algunas condiciones para un
anillo asociativo con identidad noetheriano a izquierda R, bajo
las cuales los invariantes de Matlis-Papp del producto directo de
una familia de R-mdédulos a izquierda son, precisamente, los de
sus respectivos factores (Teorema 2). En particular, esto ocurre
si R es un anillo artiniano conmutativo.
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Abstract

In this paper the author exhibits some conditions for a left
noetherian associative ring with identity R, under which the
Matlis-Papp’s invariants of the direct product of an arbitrary
family of letf R-modules are, preciselly, those of their respective
factors (Theorem 2). In particular this happens if R is an artinian
commutative ring.
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1 Introduccion

Recientemente, en [11], el autor inicia el estudio de un modelo general de L-
asignaciones reticulares (fuertes y débiles) sobre la categoria de R-médulos a
izquierda, denotada por R-Mod, siendo L un reticulo completo y R un anillo
asociativo con identidad 1 # 0. Este modelo general sigue las directrices de
[4] v estd inspirado en modelos concretos estudiados en [2], [12], [13] ¥ [14],
entre otros.

Toda L-asignacion reticular fuerte sobre R-Mod es también una L-asigna-
cion reticular débil sobre R-Mod. Maés atn, un resultado bien conocido de
Eben Matlis (véase [6]) dice que si R es un anillo noetheriano a izquierda y
&(R) denota una familia de representantes bajo isomorfismos de los R-mdédulos
a izquierda inyectivos indescomponibles, entonces todo R-mdédulo a izquierda
inyectivo E' admite una tinica descomposicién del tipo

DEN P
=

donde los E; € £(R), cada I'; es un conjunto no-vacio y || denota el operador
coproducto directo en la categoria R-Mod. La unicidad de esta descomposi-
cion se sigue del celebre Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya (véase
[15]). En particular, si M es un R-médulo a izquierda y E = E(M) de-
nota la cdpsula inyectiva de M, entonces la familia {E;} estd univocamente
determinada por M y la asignacién

\Ijirw: M — {E,L}

es un ejemplo de una 2¢()-asignacién reticular débil sobre la categoria R-
Mod, la cual no necesita ser fuerte. Aqui, para cada conjunto X, 2% denota
el dlgebra booleana formada por todos los subconjuntos de X.

El propdésito fundamental de este articulo es presentar algunas condiciones
sobre el anillo R bajo las cuales la asignacién W;,, es una 2¢()_asignacién
reticular fuerte sobre la categoria R-Mod. Veremos que esta ultima afirma-
cién estd estrechamente relacionada con la bien conocida 257¢¢(f)_asignacién
reticular débil

Uoss: M — Ass(M)

estudiada en la teoria de descomposicién primaria cldsica (véase la Proposicién
3 siguiente) y, ademds, veremos que esta condicién es vdlida cuando R es un
anillo artiniano conmutativo (Corolario 1).
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En la seccién 1 se ofrecen la terminologia y notaciones béasicas, incluyendo
las nociones de L-asignaciones reticulares fuerte y débil sobre la categoria R-
Mod. En la seccién 2 se introducen los invariantes de Matlis-Papp de un R-
modulo a izquierda, para el caso en que R es un anillo noetheriano a izquierda
y se prueba el mayor resultado de este articulo (Teorema 2). Concluimos este
trabajo con una caracterizacién de los anillos semiartinianos conmutativos en
términos de la asignacién W, ;.

2 Preliminares y Notaciones Basicas

En todo lo que sigue R denotard un anillo asociativo con identidad 1 # 0 y
Spec(R) denotard la familia de ideales (bildteros) primos de R. Por un mddulo
entenderemos un R-médulo a izquierda unitario y denotaremos por R-Mod
la categoria de médulos. &(R) denotard una familia de representantes bajo
isomorfismos de los médulos inyectivos indescomponibles. Para cada mdédulo
M, E(M) denotard la cédpsula inyectiva de M y usaremos los simbolos g M y
N <gr M para indicar que M es un médulo y que N es un submodulo de M,
respectivamente. L siempre denotard un reticulo completo, cuya operacion
de supremo indicaremos por \/. Ademds, denotaremos por [[ y ] a los
operadores producto directo y coproducto directo en la categoria R-Mod,
respectivamente. En particular, si M es un moddulo, I' es un conjunto y
M; = M (i € T'), usaremos las siguientes notaciones:

MO =T M y M":=]] M; .
el el

Un médulo no-nulo M se dice primo siy sélo si se tiene que (0 : M) = (0: N),
para cada N tal que (0) # N <g M. Es ficil ver que si M es un médulo primo,
entonces (0 : M) € Spec(R). Ahora, para cada médulo M, pongamos

Ass(M):={(0: N) / N<r M y N es primo }

AM):={a€ R/ aRx=(0), paraalgin 0 # z € M }.

Este tltimo conjunto A(M) se llama el conjunto anulador para M (véase [12]).
Sea A C R. Diremos que A es una parte absorbente de R siy sélosi A=106
si A satisface la siguiente condicién:

(o) Sia € A, entonces RaUaR C A.
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Denotaremos por P,(R) a la familia de partes absorbentes de R. Es claro que
Ass(M) € 257ec(B) v A(M) € P,(R), para cada médulo M.

Ademds, P,(R), junto con las operaciones usuales de interseccién y unién
de conjuntos (N y U), es un reticulo completo. R se dice un anillo estable a
izquierda (vednse [3] y [9]) si y sélo si para cada médulo inyectivo E, la clase
de médulos

{rM | Homg(M, E) = (0)}

es cerrada bajo capsulas inyectivas. Supondremos que el lector esta familiari-
zado con los trabajos [5] y [9]. Para una excelente referencia véase [1].

Una L-asignacion sobre R-Mod es una regla ¥ que asigna a cada médulo
M un tnico elemento ¥(M) de L. Una L-asignacién sobre R-Mod, ¥, se
dice una L-asignacion reticular fuerte sobre R-Mod siy so6lo si W satisface las
siguientes condiciones:

(I) (Invariancia) Si M y M’ son médulos isomorfos, entonces W(M) = WU(M').
(II) (Estabilidad) ¥(M) = W(E(M)), para cada médulo M.

(IIT) (Producto-Supremo) (], M;) = \/, ¥;(M;) en L, para cada familia de
moédulos {M;}.

Es claro que toda L-asignacién reticular fuerte sobre R-Mod satisface
también la condicidn:

(IV) (Coproducto-Supremo) (][, M;) = \/, ¥(M;) en L, para cada familia
de médulos {M;}.

Una L-asignacion reticular sobre R-Mod que satisface las condiciones
(I), (1) y (IV) anteriores se dice una L-asignacion reticular débil sobre R-
Mod. Denotaremos por A(R,L) y A*(R,L) a las clases formadas por las
L-asignaciones reticulares fuertes y débiles, respectivamente, sobre la cate-
goria R-Mod. Algunas de las propiedades de A(R,L) y A*(R, L), asi como
sus respectivas estructuras reticulares en términos de los reticulos L e I(R)
se muestran en [11], donde I(R) denota el reticulo completo formado por los
funtores nicleos idempotentes de Goldman (véase [5]). En general, A(R, L)
siempre es un conjunto, mientras que el autor sélo conoce que A*(R, L) es
un conjunto para ciertos anillos R (e.g., si R es un anillo seminoetheriano a
izquierda).

Es claro que las asignaciones definidas por:

Uoss(M) := Ass(M) y U,(M) := A(M), para cada médulo M,

estdn en A*(R,25Pe¢(R)) v A(R,P,(R)), respectivamente (veanse [11] y [16]).
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3 Losinvariantes de Matlis-Papp de un moédulo

El siguiente resultado es bien conocido y es crucial para la definicién de los
invariantes de Matlis-Papp de un médulo dado.

Teorema 1 (Matlis—Papp) Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) R es un anillo noetheriano a izquierda.

(2) Cada mddulo inyectivo E admite una dnica descomposicion de la forma

E= [ E™
el

donde cada E; € £(R) y cada T'; es un conjunto no-vacio.

La implicacién (1) = (2) fue probada por Eben Matlis en [6], mien-
tras que (2) = (1) fue probada por Zoltan Papp en [10]. La unicidad en la
condicién (2) del teorema anterior es una consecuencia del celebre Teorema
de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya. La descomposicién del médulo inyecti-
vo E en (2) la llamaremos la {(R)-descomposicion de E. En particular, si
R es un anillo noetheriano a izquierda, entonces para cada médulo M, la
&(R)-descomposicién de E = E(M) nos da un conjunto de invariantes {E;},
univocamente asociados a M, que llamaremos los invariantes de Matlis-Papp
de M. Es facil ver que la asignacién definida por:

Vinw: RM — {Ez} S 2£(R)

siempre que {E;} sea el conjunto de invariantes de Matlis-Papp de M, estd

en A*(R,2¢(). En general, ¥;,, no necesita estar en A(R, 2£(R)). En efecto,
es bien conocido que si R = Z es el anillo de los nimeros enteros y P denota
el conjunto de nimeros primos, entonces podemos elegir £(Z) = { @, Zp~ /
p € P}, donde Q y Z,~ denotan, respectivamente, el grupo de los nimeros
racionales y el p-grupo de Priifer. Ahora, para el grupo abeliano

G=1] 2%~

pEP

se tiene que

G = H Zpoo x QW)

peP
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donde, por cuestiones de cardinalidad, el conjunto I' tiene la potencia del
continuo. De donde, en tal caso,

Vino([] Zp=) = €(2)

peP

U \IJinv(Zp‘”) = €<Z) - {Q}

peP

Asi, pues, es natural plantearnos el siguiente
Problema: ;Cuindo ¥;,, € A(R, 25(R))?

En lo sucesivo supondremos que R es un anillo noetheriano a izquierda.

Lema 1 Si M es un mddulo finitamente generado tal que A(M) es un ideal
de R, entonces A(M) € Ass(M). En particular, Ass(E) = {A(E)}, para cada

E € ¢(R).

Demostracién:

Es claro que, en tal caso, A(M) es el mas grande de los ideales anuladores
para M y asi, por la Proposicién (3.1) en [14], tenemos que E € &(R). La
ultima parte es clara.

Proposicion 1 Para cada médulo M, definamos
Ug(M) := {A(E:)}

si {E;} es el conjunto de invariantes de Matlis-Papp de M. FEntonces, se
tiene que ¥4 € A*(R, 25P66(R)).

Demostracion:

Por el Lema 1, U5 estd bien definida. Los axiomas (I) y (IT) se satisfacen
claramente. Ahora, el axioma (III) se sigue del Teorema de Krull-Schmidt-
Remak-Azumaya junto con la noetherianidad a izquierda de R.

Notar que ¥;,, v Uz estan bien definidas, pues el anillo R es noetheriano
a izquierda.

Proposicién 2 Para cada mddulo M, se tiene que U,s5(M) = Ug(M) (i.e.,
\I/ass - \I’E)-
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Demostracion:

Sea E(M) = ], EZ.(F” la £(R)-descomposicién de un médulo M. Por el
Lema 1, es claro que Ug(M) C W, .(M). Ahora, si P € U, (M) = Ass(M),
existe un (0) # N <p M tal que N es primo y P = (0 : N). Luego, como
todo submoédulo no-nulo de un moédulo primo es también un médulo primo,
se sigue que P € Ug(M).

Sean ¥ € A*(R,L) y X C &(R). Diremos que la familia X estd U-
determinada si y s6lo si cada vez que U(E) = U(E'), con E y F' € X,
se tiene que F = E’. Es claro que si X = 0 6 X = {E}, con E € £(R),
entonces X estd WU-determinada, para cada ¥ € A*(R,L). Ahora, si R es
un anillo noetheriano (o semiartiniano) conmutativo, es bien conocido que la
familia £(R) estd U,-determinada.

Proposicién 3 Si la familia £(R) estd U, -determinada, las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(1) Uoys € A(R,25Pec(R),
(2) Uiny € A(R,2809),

Demostracién:
Sean {M;} una familia arbitraria de médulos, M = [, M; y consideremos

BE(M HE’*) y B(M;) = [] ES
(4,9)

las respectivas £(R)-descomposiciones de E(M) y E(M;), para cada indice i.
(1) = (2) : Basta probar que

{EA} = \I’mv(M) cuy; \I]mv( Z) = {Ew}

donde, claro est4, en el conjunto {E;;} se han omitido las posibles repeticiones.
Por (1) y el Lema 1, tenemos que

[A(Eyy)} = UiAss(M;) = Ass(M) = Uy Ass(Ey) = {A(Ex)}.

De donde, para cada indice A, existe un par (i, j) para el cual A(Ey) = A(E;;)
y asi, por la hipétesis sobre {(R), tenemos que Ey = E;;.
(2) = (1) : Por la Proposicién 2, basta probar que

\I’E(M) = Ui\I/E(Mi).
En efecto, por (2), {E\} = {E;;} vy asl,
V(M) = {A(Ex)} = {A(Eij)} = UiVa(M;).
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Teorema 2 Sea R un anillo noetheriano a izquierda que satisface las siguien-
tes condiciones:

(1) &(R) estd ¥, -determinada.
(2) R es un anillo estable a izquierda.

(3) CK-dim(R) =0 (i.e., cada ideal primo de R es mazimal entre los ideales
de R).

Entonces, se tiene que Vy,, € A(R,2800),

Demostracién:
Adoptemos la notacién de la demostraciéon anterior. Para cada indice A,
se tiene un isomorfismo de grupos abelianos

(O) 7é HOmR(E)\,HiE(Mi)) = HiHomR(EA,E(Mi)).

Asi, existe un indice i para el cual Hompg(Ey, E;) # (0), siendo E; = E(M;).
Ahora, como el funtor covariante Hompg(FE), -) es exacto a izquierda y tenemos
una sucesion exacta del tipo

J

tenemos también una sucesién exacta en la categoria Z-Mod del tipo:
0 — Homp(Ex, E;) — Homp(Ex, [[ Ei;?) = [[ Homg(Ex, Eyj)"s.
J J

De donde, existe un par (¢,j) para el cual Homg(E, E;;) # (0) y asi, Ex ¢
T, siendo 7 = 7g,; el funtor nicleo idempotente asociado a E;;. Luego, por
la estabilidad a izquierda de R, tenemos que E) es libre de 7-torsién. Por
tanto, existe una sucesién exacta del tipo

0— Ex — Ej,
para algin conjunto I'. Pero entonces, A(E)) C A(E;;) en Spec(R) y asi,

por la condicién (3) y el Lema 1 anterior, tenemos que A(E)) = A(E;j).
Finalmente, por (1), se sigue que Ey = E;; y asi, concluimos la demostracién.

Corolario 1 Si R es un anillo artiniano conmutativo, entonces

Uiny € AR, 26y W, € A(R, 257¢(1)
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Concluimos este articulo con una caracterizacion de los anillos semiarti-
nianos conmutativos, en términos de la asignacion V.. y cuya demostracién
se basa fundamentalmente en dos trabajos de C. Nastasescu y N. Popescu
(vednse [7] y [8]) de finales de los anos sesenta. Recordemos que un anillo
arbitrario R se dice semiartiniano a izquierda siy sélo si todo médulo no-nulo
contiene un submédulo simple.

Teorema 3 Si R es un anillo conmutativo arbitrario, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) R es un anillo semiartiniano.
(2) (a) Vaes € A(R,2%P°¢(R)) s fiel (i.c., Woes(M) # (0), para cada
mddulo no-nulo M ).

(b) Para cada mdédulo M tal que U, ss(M) es un conjunto finito y cada
N <r M, se tiene:

“Ijass<M) = \Ilass(N) ) \Ilass(M/N)

() (a) Wans o5 fiel
(b) Para cada P € Spec(R) y cada ideal H de R tal que P < H, se
tiene:

q}ass(R/P) = \IJass(H/P) U lI/aSS(R/H>

Demostracién:

(1) = (2) : Por (1) y el Teorema (3.1) en [8], todo ideal primo de R es un
ideal maximal y W, es fiel. Ahora, sean {M;} una familia de mdédulos no
todos nulos, M = [[,M; y P € V,.(M) = Ass(M). Entonces, existe un
elemento 0 # x = (x;) € M para el cual P = (0: ) = N;(0 : z;). Luego, por
la maximalidad de P, para cada indice i tal que 0 # z; € M; se tiene que
P =(0:z;)y asi, P € Uues(M;). Por tanto, ¥, € A(R,2%7¢(H)) es fiel.
Finalmente, la parte (b) en (2), se sigue de (1) y la Proposicién (3.1) en [7].
(2) = (3) : Basta observar que para cada P € Spec(R), se tiene que

U,.s(R/P) = Ass(R/P) = {P}.

(3) = (1) : Por (3) y el Teorema (3.1) en [8], basta probar que cada ideal
primo de R es maximal. Sean P € Spec(R) y H <r R maximal tal que
P < H. Entonces, como R/H es un médulo primo (por ser simple) y la parte
(b) en (3), tenemos que

{H} = \I/ass(R/H) - \Ilass(R/P) = {P}
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y asi,
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H=P

Finalmente, como una consecuencia inmediata del Teorema 3 anterior,
tenemos el siguiente

Corolario 2 ([7, Proposicion 3.2]) Sean R un anillo semiartiniano conmu-
tativo, M un mddulo y { M; /i € I } una familia de submddulos no-nulos de
M. Entonces,

Ass(M) C | Ass(M/M;).
i€l
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