
Divulgaciones Matem�aticas v. 4, No. 1/2 (1996), 33{47

Problemas de Suma Cero y
Baric�entricos

Zero Sum and Baricentric Problems

Agatina Cammaroto, Mirelli Dur�an, Samuel Gonz�alez
Departamento de Formaci�on General y Ciencias B�asicas.

Universidad Sim�on Bol��var. Sede del Litoral. Camur�� Grande.

Apartado Postal 314. La Guaira. Municipio Vargas. Venezuela.

Resumen

Los objetivos de este trabajo son:

1. Determinar:

(a) El N�umero Ramsey de Suma Nula para t estrellasK1;n

con lados coloreados con elementos de Zk.

(b) La caracterizaci�on de las coloraciones de los lados del

grafo completo Kn+k�1 en Zk de tal forma que no exis-

tan estrellas K1;n de suma nula (para k impar).

2. La de�nici�on del N�umero Ramsey Baric�entrico y el esta-

blecimiento de sus propiedades b�asicas. El valor de este

n�umero es calculado para estrellas K1;p con p primo.

Palabras y frases clave: N�umeros Ramsey, grafo completo,

estrella de suma nula, coloraci�on, suma baric�entrica.

Abstract

The objectives of this paper are:

1. To determine:

(a) The zero-sum Ramsey number for t stars K1;n with

sides colored by elements of Zk.

(b) The maximun number of colors to label the sides of a

complete graph Kn+k�1 with no null-sum stars K1;n.

2. To de�ne the Ramsey Baricentric Number and to establish

its basic properties. The value of this number is calculated

for stars K1;p with p prime.
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1 Introducci�on

En 1961 P. Erd�os, A. Ginzburg y A. Ziv [9] demostraron que toda sucesi�on de

elementos en un grupo abeliano G, de longitud 2n� 1, contiene una subsuce-

si�on de longitud n de suma cero. Actualmente existen varias demostraciones

de este teorema, entre ellas podemos mencionar adem�as de la versi�on original

las de H. Mann [14] , C. Bailey y R. Richter [2] y Y. Hamidoune [12]. Este

resultado motiv�o en el campo de la Teor��a Aditiva y Combinatoria el desa-

rrollo de diversas �areas de investigaci�on entre las cuales tenemos el estudio de

los problemas sobre los n�umeros Ramsey de suma cero. En 1992, Y. Caro [3]

y A. Bialostocki y P. Dierker [6] demostraron que el m��nimo orden que debe

tener un grafo completo (de lados coloreados con elementos de Zk) para que

exista una estrella de suma nula es n+ k� 1 si n � k � 0 (mod 2) y n+ k en

los casos restantes.

Una de las �nalidades de este trabajo es caracterizar la manera de colorear

los lados del grafo completo Kn+k�1 con elementos de Zk , de tal forma que

no contenga una copia K1;n de suma nula. Adem�as se determina el m��nimo

orden que debe tener un grafo completo (de lados coloreados con elementos

de Zk) para que existan t copias de la estrella de suma nula, se de�ne el

N�umero Ramsey Baric�entrico BR(G;Zk) de un grafo G y se establecen sus

propiedades b�asicas, con algunas estimaciones de BR(K1;p; Zp).

2 Terminolog��a y notaci�on

A continuaci�on daremos las de�niciones b�asicas utilizadas en el desarrollo de

este trabajo. Zk denotar�a el grupo de los enteros m�odulo k. Una k-coloraci�on

de los lados de un grafo G = (V (G); E(G)) es una funci�on f : E(G) ! Zk. SiX
e2E(G)

f(e) = 0

diremos que G es un grafo de suma nula con respecto a f . El grafo completo de

n v�ertices lo denotamosKn. El n�umero Ramsey cl�asico R(G; 0; 1; 2; : : : ; k�1)

se de�ne como el m��nimo entero M tal que para cualquier k-coloraci�on de los

lados deKM exista una copia monocrom�atica de G enKM . Un m-subconjunto

de un conjunto A es un conjunto B � A con jBj = m.
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3 Herramientas

Uno de los primeros resultados dentro de los problemas de suma cero es el

siguiente (ver [12]):

Lema 3.1 Sea G un grupo abeliano de orden n y x1,x2,: : : ,xn una sucesi�on de

elementos de G. Entonces existe una subsucesi�on no vac��a xj(1),xj(2),: : : ,xj(k)
con suma nula.

Demostraci�on: Consideremos el conjunto de sumas

x1, x1 + x2, : : : , x1 + x2 + � � �+ xn

Si estos n elementos son todos diferentes entonces el cero debe ser uno de

ellos. En caso contrario dos de ellos deben coincidir , al simpli�car se obtiene

una subsucesi�on no vac��a de suma nula.

El siguiente teorema (ver [9]) motiv�o el desarrollo de los problemas de

suma cero sobre un grupo G.

Teorema 3.2 (Erd�os{Ginzburg{Ziv, 1961)

Toda sucesi�on de 2n � 1 elementos (no necesariamente distintos) de un

grupo abeliano G de orden n contiene una subsucesi�on de cardinalidad n de

suma nula.

La longitud de la sucesi�on 2n� 1 dada en el teorema es la mejor posible ya

que si se tiene una sucesi�on de n � 1 ceros y n � 1 unos no existe ninguna

subsucesi�on de n elementos de suma cero.

Teorema 3.3 Sean G un grupo de orden n, k = ns un entero positivo, A

un grupo con jAj = n + k � 1 y una funci�on f : A ! G. Entonces, existen

A1,A2,: : : ,As subconjuntos de A, con jAij = n para 1 � i � s y Ai \ Aj = ;

si i 6= j, tales que
P

x2Ai
f(x) = 0.

Demostraci�on: Por inducci�on.

El Teorema 3.2 puede obtenerse a partir de este �ultimo tomando s = 1.

Recientemente Bialostocki y Dierker [3], Caro [6] y Flores y Ordaz [11] han

precisado el Teorema de Erd�os-Ginzburg-Ziv de la siguiente forma:

Teorema 3.4 ([3], [6]) Sup�ongase que n � k � 2 son enteros tales que k

divide a n. Sea f : A! Zk, con jAj = n+ k � 2, una sucesi�on; entonces una

de las dos siguientes condiciones se cumple:

i) Existe S � A con jSj = n tal que
P

x2S f(x) = 0.
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ii) Existen a; b 2 Zk tales que ha � bi = Zk (es decir Zk es generado por

b� a) y la sucesi�on f est�a formada por rk � 1 elementos iguales a a y

(s� r)k + k � 1 elementos iguales a b, donde n = ks y 1 � r � s.

Teorema 3.5 ([11]) Sean n � 3 y A un conjunto �nito con jAj � 2n � 3.

Sea f : A ! Zn tal que
P

x2B f(x) 6= 0 para todo B � A tal que jBj = n.

Entonces existen a; b 2 Z�n tales que una de las siguientes condiciones es

v�alida:

i) jAj � 2n� 2 , jf�1(a)j = n� 1 y jf�1(b)j = jAj � n+ 1.

ii) jAj = 2n� 3 , jf�1(a)j = n� 1 , jf�1(b)j = n� 3 y jf�1(2b� a)j = 1.

Un conocido resultado de Teor��a de Grafos es el siguiente:

Lema 3.6 El n�umero de v�ertices de grado impar es par.

Teorema 3.7 (Harary, [13])

i) Si n es impar, entonces Kn es la uni�on disjunta por lados de (n� 1)=2

ciclos hamiltonianos.

ii) Si n es par, entonces Kn es la uni�on disjunta por lados de (n � 1)=2

ciclos hamiltonianos y un matching perfecto.

4 N�umeros Ramsey de suma nula

Sean G un grafo y k un entero positivo que divide a jE(G)j. El n�umero Ram-

sey de suma nula denotado por R(G;Zk) se de�ne como el m��nimo entero M

tal que para toda Zk-coloraci�on de los lados de KM �este contiene una copia de

G de suma nula. La existencia del n�umero Ramsey de suma nula est�a garanti-

zada por la existencia del n�umero Ramsey cl�asico N = R(G; 0; 1; 2; : : : ; k�1).

En efecto, para toda k-coloraci�on f de KN �este contiene una copia mono-

crom�atica de G, digamos de color s. Al sumar los valores de f en lados de la

copia de G resulta jE(G)js � 0 (mod k). Luego R(G;Zk) existe y es menor

o igual a R(G; 0; 1; 2; : : : ; k � 1). Observe que jE(G)j debe ser m�ultiplo de k,

ya que de lo contrario para la k-coloraci�on de KM id�enticamente igual a uno

en cada arista no habr��a ninguna copia de G en KM con suma nula.

Lema 4.1 Sea G un grafo, f una k-coloraci�on de G y n un entero positivo

m�ultiplo de k. Si G tiene un v�ertice x de grado d(x) � k + n� 1, entonces G

contiene una copia de K1;n de suma nula.
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Teorema 4.2 Si k divide a n, entonces

R(K1;n; Zk) =

�
n+ k � 1 si n � k � 0 (mod 2)

n+ k en otro caso

Este n�umero fue calculado para k = n por Bialostocki y Dierker [3] en 1992 y

en el caso general (n m�ultiplo de k) por Caro [6] en el mismo a~no.

Los siguientes dos teoremas no s�olo permiten determinar el m��nimo orden

M = R(tK1;n; Zk) de un grafo completo que garantice la presencia de t-

estrellas disjuntas por lados, cada una de suma nula, sino que tambi�en da una

estimaci�on de la cantidad de copias de la estrella de suma nula.

Teorema 4.3 Sean M y k enteros positivos, n un m�ultiplo de k tal que M �

n + k y t el n�umero de estrellas disjuntas por lados de suma nula en una

k-coloraci�on de KM . Entonces,�
M(M � n� k + 1)

2n

�
� t �

�
M(M � 1)

2n

�

Demostraci�on: Si d(x) � n + k � 1 para alg�un x 2 V (KM ), entonces existe

en KM una copia de K1;n de suma nula. Luego, se suprimen de KM todos

los lados de esta copia y se repite el proceso hasta obtener un grafo KM con

v�ertices de grado menor o igual que n+ k � 2, logrando as�� la cota inferior.

La cota superior se obtiene observando que el n�umero de lados de KM es

M(M�1)=2. Por lo tanto, enKM se pueden obtener a lo sumoM(M�1)=(2n)

estrellas. Entonces,

M(M � n� k + 1)

2n
� t �

M(M � 1)

2n
(1)

Ahora bien, como consecuencia de (1) se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 4.4 El m��nimo orden M de un grafo completo que garantice la

presencia de t estrellas disjuntas por lados de suma nula es al menosr
2tn+

1

4
+

1

2

y a lo sumo r
2tn+

(n+ k � 1)2

4
+
n+ k � 1

2
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Como una aplicaci�on de los teoremas anteriores se tiene que:

1) El m��nimo orden M de un grafo completo que garantice la presencia de

cuatro estrellas K1;4 disjuntas por lados de suma nula en Z2 es por lo

menos 7 y a lo sumo 24, es decir 7 � R(4K1;4; Z2) � 24. En este ejemplo

podemos visualizar que en K6 no podemos encontrar 4K1;4 disjuntas

por lados con suma nula en Z2. Por lo tanto R(4K1;4; Z2) = 7.

2) En K8 coloreado con elementos de Z2 se pueden encontrar de 3 a 7

estrellas K1;4 de suma nula.

5 No existencia de las estrellas de suma nula

Sean k un n�umero impar y n un m�ultiplo de k. El objetivo de esta secci�on

es determinar el n�umero m�aximo de colores con los que se debe colorear los

lados de un grafo completo Kn+k�1 de tal forma que no contenga una estrella

K1;n de suma nula y dar la descripci�on de la coloraci�on del grafo completo.

Consideremos un grafo G con lados coloreados de manera que cada v�ertice

tiene lados incidentes coloreados con dos colores (un par de colores). Un

grafo C tal que cada v�ertice est�a identi�cado por el par de colores (elementos

de Zk) con los que est�an coloreados sus lados incidentes, se denomina grafo

de pares de colores. Un grafo de pares de colores C satisface las siguientes

propiedades:

i) Dos v�ertices en V (C) son adyacentes si y s�olo si existe un color com�un

entre los pares de colores; en tal caso, el lado incidente est�a etiquetado

con el color com�un.

ii) A cada v�ertice de V (C) se le asignan dos bucles (`loops'), uno de cada

color. Por ejemplo en el v�ertice ab hay dos bucles, uno etiquetado con

a y el otro con b.

Es claro que los v�ertices ab y cd no son adyacentes, por lo que decimos que

los v�ertices son disjuntos.

A continuaci�on se presentan ejemplos de grafos de pares de colores.

1) Con tres colores a, b, c.
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2) El grafo C de cuatro colores a, b, c, d se obtiene adicion�andole los bucles

al siguiente grafo (Octaedro):

�
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�
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s s
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bd

cd bc

ad ab
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d b

d a a b

a

c c

En la �gura se puede observar que los cliques del octaedro tienen a lo

sumo tres v�ertices. M�as a�un, existen dos clases de cliques con tres v�ertices:

i) Tipo 1 con s�olo tres colores, por ejemplo el de v�ertices ab, bc, ac y lados

incidentes de diferente color:
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ii) Tipo 2 , por ejemplo el de v�ertices ab, ac, ad y lados incidentes de un

mismo color (a):

�
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�
�
��TT
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T
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r
ab

ac ad

a a

a

El grafo C permite considerar la aplicaci�on h del grafo G (coloreado) en C

que preserva los colores de los lados, h : G! C, la cual asigna a cada v�ertice

de G el par de colores que aparece en los lados incidentes. Por lo tanto para

G dado en la siguiente �gura:

q q

q

q q q

B
B
B
B
B
B
BBPPPPPPPP

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

X1 X2 X3a d

a

b

a a

X5 a

X4 c X6
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se obtiene la siguiente imagen en C con bucles.

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�T
T
T
T
T
T
T
T
T
Ts s

s

d

a a

a

b c

a c

De donde, se puede decir que dos v�ertices X1 y X5 van a ab 2 V (C) y

al lado incidente (color b) en E(G) le corresponde un bucle (color b) en C

mediante esta aplicaci�on. Si el grafo G es completo, entonces su imagen en C

es completo. En efecto, para ab en Im(h), existe alg�un v�ertice x 2 V (G) que

tiene lados incidentes de colores a y b, y adem�as es adyacente al resto de los

v�ertices de V (G), por lo tanto ab es adyacente a todo y 2 Im(g) n fabg, pues

h preserva los colores de los lados. Si hay un bucle se debe a la existencia

en V (G) de dos v�ertices adyacentes con lados coloreados con el mismo par de

colores.

El siguiente teorema acota el n�umero de colores que debe tener una colo-

raci�on de los lados del grafo completo Kn+k�1 sin estrella de suma nula.

Teorema 5.1 Sea k un entero y n un m�ultiplo de k. Una coloraci�on de

Kn+k�1 con colores en Zk sin estrellas K1;n de suma nula, contiene a lo

sumo fracnk + 1 colores si fracnk � 2 y a lo m�as tres colores si n = k.

Demostraci�on: Por el Teorema 3.5, cada v�ertice del grafo completo Kn+k�1

coloreado tiene lados incidentes etiquetados con s�olo dos colores. Determi-

nando el n�umero de v�ertices de Kn+k�1, que se le asigna a un v�ertice de C

mediante la aplicaci�on natural h : Kn+k�1 ! C (que preserva los colores) se

sigue el teorema.

En los siguientes teoremas se describen las coloraciones de los grafos com-

pletos sin estrella de suma cero.
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Dado el n�umero de colores con que est�a coloreado el grafo completo

Kn+k�1 y los pares de colores (ab, ac, ad, : : : ) con que est�an etiquetados

los lados de los v�ertices, se determinan las condiciones sobre la cardinalidad

(x, y, z, : : : ) de los conjuntos de v�ertices (con lados incidentes etiquetados

con el mismo par de colores) y la cantidad de uplas x, y, z, : : : que existen

(es decir el n�umero de coloraciones que hay), mediante un argumento de pa-

ridad sobre los subgrafos generados por los conjuntos de v�ertices de cada par

de colores. Consideremos una coloraci�on de Kn+k�1, f : E(Kn+k�1) ! Zk
con jIm(f)j = s + 1, n = sk. Adem�as, cada v�ertice tiene lados etiquetados

con un par de colores ab, con 1 � b � s. La coloraci�on produce s subgrafos

disjuntos por v�ertices sobre los conjuntos de v�ertices (de un par de colores)

Vi, 1 � i � s, con

X
1�i�s

jVij = n+ k � 1

y cada subgrafo tiene v�ertices con lados color a y p, donde p es uno de los

s colores; m�as a�un, los lados incidentes entre v�ertices de Vt y Vr , con 1 � t,

r � s, tienen el color com�un a.

El siguiente teorema est�a relacionado con el n�umero de s-uplas de cardi-

nalidad jV ij, 1 � i � s, que se pueden formar para que la coloraci�on posea

las caracter��sticas anteriores.

Teorema 5.2 Sean k impar, n m�ultiplo de k y f : E(Kn+k�1) ! Zk una

coloraci�on sin estrella de suma cero, tal que jIm(f)j = s + 1 y Vi conjunto

de v�ertices con lados etiquetados con el par de colores ap con 1 � p � s.

Entonces existen �
n� sk + k + s� 2

s� 1

�

valores convenientes para las s-uplas de cardinalidad jVij � k con 1 � i � s.

Demostraci�on: se aplica el Teorema 3.5.

En el siguiente teorema los lados incidentes a los v�ertices del grafo com-

pleto Kn+k�1 est�an coloreados con los pares de colores ab, bc y ca.

Teorema 5.3 Sean k impar, n = sk y f : E(Kn+k�1) ! Zk una coloraci�on

sin estrella K1;n de suma nula, con jIm(f)j = 3. Sean x, y, z las cardina-

lidades de los conjuntos de v�ertices con lados etiquetados con los pares ab,

bc, ca respectivamente; entonces el n�umero de tripletas xyz que satisfacen

x � 3k � 1� (y mod k)� (z mod k) es n2=2 + O(s) cuando s!1.
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Demostraci�on: Por el Teorema 3.5 se calcula una estimaci�on de x, y, z y

el argumento de paridad sobre los subgrafos generados por los conjuntos de

v�ertices con lados ab,bc,ca determina el n�umero de tripletas convenientes. Es

importante destacar que cada tripleta xyz identi�ca una coloraci�on deKn+k�1

sin estrellas K1;n de suma nula.

Ejemplo 5.4 Sean k = 3, s = 2, n = sk = 6; as�� Kn+k�1 = K8. Sea t el

n�umero de colores de la coloraci�on f : E(K8)! Z3 sin estrella de suma cero.

Entonces por el Teorema 5.1, t � 3 con n=k = 2. Supongamos que t = 3; por

el Teorema 5.3 se puede considerar la tripleta xyz que satisface la expresi�on

x � 3k � 1 � (y mod k) � (z mod k), con x = 2, y = 3, z = 3. Adem�as por

el Teorema 3.5 un v�ertice con lados etiquetados con ab(bc)(ca) tiene 5 lados

color a y 2 lados color b (con 2 y 5), (con 2, 5). La siguiente �gura representa

una coloraci�on de K8 sin estrellas K1;6 de suma nula.

r r

r r

r r

r r

�
�
�
��Q

Q
Q
QQ

c c

a

a

a

a aa a

bc ac

ab

b a

6 N�umero Ramsey baric�entrico

La necesidad de la condici�on jE(H)j � 0 (mod n) para la existencia de

R(H;Zn) es clara; coloreando los lados de cualquier grafo completo con 1,

no es posible hallar copias del grafo dado H tales que la suma de los colores

asignados a sus lados sea nula. Recientemente, Y. Hamidoune demostr�o la

siguiente generalizaci�on del Teorema de Erd�os-Ginzburg-Ziv:

Teorema 6.1 Sea A un conjunto con cardinalidad n+k�1. Sean f : A! Zn
una sucesi�on en Zn y fwi : 1 � i � ng una familia de n�umeros naturales tal
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que para todo i, mcd(wi; n) = 1. Entonces existen k elementos distintos a1,

a2, : : : , ak en A tales que:

kX
i=1

wif(ai) = (

kX
i=1

wi)f(ak) :

Cuando k = n y wi = 1, con 1 � i � n, se obtiene el Teorema de Erd�os-

Ginzburg-Ziv [5].

El Teorema de Hamidoune sugiere la de�nici�on de un concepto similar

al de n�umero Ramsey de suma nula, trabajando con grafos H y enteros n

arbitrarios (sin exigir la condici�on jE(H)j � 0 (mod n)), tomando, adem�as,

alg�un conjunto particular de pesos y reemplazando la condici�on de suma nula

por la condici�on baric�entrica en el Teorema 6.1.

De�nici�on 6.2 Sea n � 2 un entero. Sean G un grupo abeliano de orden

jGj = n y H un grafo con jE(H)j = k. El n�umero Ramsey baric�entrico del

par (H;G), denotado por BR(H;G), es el m��nimo entero r tal que para cada

coloraci�on f de los lados de Kr con elementos de G, existe una copia de H,

digamos H0, y un lado e0 2 E(H0), tales que la siguiente igualdad se cumple:

X
e2E(H0)

f(e) = kf(e0)

Los siguientes resultados se obtienen de forma inmediata a partir de la

de�nici�on :

Teorema 6.3

a) BR(H;G) siempre existe. De hecho, si R(H;n) es el usual n�umero

Ramsey para n colores ([9], [5]), se cumple BR(H;G) � R(H;n).

b) Si G = Zn y n divide a E(H), entonces BR(H;G) = R(H;Zn).

Seguidamente calcularemos, o al menos acotaremos, algunos de estos n�umeros

baric�entricos.

Cuando G es el grupo c��clico de orden 2, el n�umero Ramsey baric�entrico

queda completamente determinado para cualquier grafo H , como lo muestra

el siguiente teorema:
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Teorema 6.4 Si H tiene un n�umero impar de lados, entonces BR(H;Z2) =

jV (H)j . Si H tiene un n�umero par de lados, entonces BR(H;Z2) = R(H;Z2).

Por lo tanto los resultados en [2] y [11] pueden aplicarse:

R(H;Z2) = jV (H)j a menos que:

� H sea completo ( y entonces R(H;Z2) = jV (H)j+ 2).

� H sea la uni�on disjunta de dos cliques.

� H no sea completo y todos los v�ertices tengan grado impar.

En los dos �ultimos casos R(H;Z2) = jV (H)j+ 1.

A continuaci�on veremos algunos resultados con G = Z3. Los primeros

resultados obtenidos en este caso se re�eren a la estrella K1;k.

Teorema 6.5 Si k no es m�ultiplo de 3, BR(K1;k; Z3) es k + 2 y k + 3 en

caso contrario. Por otra parte, BR(K1;1; Z3) = 2 y BR(K1;2; Z3) = 5.

Demostraci�on: Cuando k es m�ultiplo de 3, podemos usar los resultados sobre

estrellas de suma nula [9] y combinarlos con la propiedad (b) en el Teorema

6.3. Supongamos que k no es m�ultiplo de 3. El caso k = 1 es trivial. Se

mostrar�a que Kk+2, para cualquier coloraci�on con elementos de Z3, contiene

alguna estrella K1;k con la propiedad baric�entrica. Si en alg�un v�ertice los

lados incidentes en �el est�an coloreados con tres colores, con al menos dos de

estos lados con el mismo color, entonces existir�a una estrella K1;k centrada en

ese v�ertice cuyos lados estar�an coloreados con los tres colores y, por lo tanto,

tendr�a la propiedad baric�entrica.

Si todos los lados incidentes en alg�un v�ertice de Kk+2 est�an coloreados

con el mismo color, toda estrella centrada en este v�ertice tendr�a la propiedad

baric�entrica.

Finalmente, si los lados incidentes en un v�ertice est�an coloreados con

exactamente dos colores, digamos a y b, apareciendo cada uno r y s = k+1�r

veces respectivamente, uno de los baricentros

ra+ (s� 1)b

k
y

(r � 1)a+ sb

k

recaer�a al menos en a o b.

De hecho se ha mostrado que si k � 4, cada v�ertice en Kk+2 es el cen-

tro de alguna estrella K1;k con la propiedad baric�entrica. Consecuentemente

BR(K1;k; Z3) � k + 2. Se ver�a en lo que sigue que BR(K1;k; Z3) � k + 2.
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Cuando k � 1 (mod 3) y k � 2, puede construirse un subgrafo regular

de grado 2 en Kk+1 con sus lados coloreados con 1 y los restantes lados del

grafo completo coloreados con 0. Similarmente si k � 2 (mod 3) y k > 4,

puede construirse un subgrafo regular de grado 4 cuyos lados est�en coloreados

con 1 y los restantes lados con 0. Entonces el baricentro es 2, el cual no se

encuentra entre los colores asignados a los lados del grafo completo. Por lo

tanto BR(K1;k; Z3) > k + 1. Por otra parte si k = 2, coloreamos los lados de

K4 con tres colores, cada uno de ellos asignado a lados \opuestos". Con esta

coloraci�on es imposible encontrar copias de K1;2 baric�entricas, lo que muestra

que BR(K1;2; Z3) > 4. En K5 se comprueba f�acilmente que cada v�ertice es el

centro de una estrella K1;2 monocrom�atica, con lo cual puede concluirse que

BR(K1;2; Z3) = 5.

Teorema 6.6 BR(K1;2; G) es jGj+2 si jGj es impar y jGj+1 si jGj es par.

Demostraci�on: Para probar la igualdad BR(K1;2; G) = t, debe mostrarse que

cualquier coloraci�on de los lados del grafo completoKt da dos lados adyacentes

con el mismo color, y que alguna coloraci�on deKt�1 impide esta con�guraci�on.

Si el orden de G es impar, puede descomponerse KjGj+1 en jGj matchings

perfectos (ver [13], Teorema 9.1, p�ag. 85), y colorearse cada matching con un

color diferente. Por otro lado, en cada v�ertice de KjGj+2 algunos de los jGj+1

lados incidentes en el v�ertice comparten el mismo color. Si el orden de G es

par, puede descomponerse KjGj en jGj � 1 matchings perfectos y colorearse

cada matching con un color diferente, para de esta forma evitar la formaci�on

de estrellas K1;2 baric�entricas. Por otra parte, no es posible que cada color

quede asignado a un solo lado en cada uno de los v�ertices del grafo completo

KjGj+1 de orden impar. Por tanto, alg�un color aparece dos veces en alg�un

v�ertice.
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