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1 Introduccion

La férmula de sumacién de Euler—-Maclaurin es bien conocida [5, seccién 1.8].
Muchos autores la han generalizado obteniendo diversas variantes [7, 8, 9].
Recientemente en [1], usando la teoria de distribuciones, se obtiene una ver-
sion distribucional con resto para férmulas de sumacién del tipo de Euler—
Maclaurin en una variable. Especificamente la formula establece que si g es
una distribucién de orden ¢ con soporte contenido en [0, 1], supp(g) < [0, 1],
tal que que g sea integrable cerca de los extremos x = 0y & = 1 y tal que
(g9(x),1)=1, entonces

M—-1

M q—1
_ /N o(@)dz + 3 (~1) p; (69 (M) — 6D (N)) + R,
7=0
(1.1)

k=N

para cada ¢ € C9[N,M], donde los p; son constantes que no dependen de
¢, dadas por p; = G;41(0), donde G,, es la n-ésima primitiva periddica de
media cero de Go = Y o g(x — k) — 1. Elresto R, = Ry(¢) estd dado por

M
Ry = (1) | Gyfa)ot® (2)da- (1.2)

Obsérvese que la notacién (f(x),¢(z)) denota la evaluacién de la distri-
bucién f en la funcién prueba ¢.

La utilidad de tomar g como una distribucion general es que permite
obtener como caso particular muchas férmulas conocidas asi como férmulas
nuevas, por ejemplo, si g(z) = d(x— ), 0 < § < 1, se obtiene la aproximacién
usual para la suma ZkM:_Nl o(k+ 1)y, asi, para 22/[:_]\} ¢(x) si se hace 8 — 0.
Pero si tomamos

P
Zw”(;(a) (x — )

i=1

n
7=0

obtenemos el error en las cuadraturas numéricas, basadas en aproximacién
por splines.

El objetivo del presente articulo es generalizar la férmula distribucional
(1.1) al caso de dos variables.



Una formula distribucional de sumacion . . . 95

2 Preliminares

En este trabajo usamos la notacién usual de multiindices, a saber si k € N2,
k = (ky, ks) entonces k! = kylks!, [k| = ky + ko, DX = —2°

dxF1oyFa
Denotamos por D(RP) el espacio de funciones de prueba sobre RP, es
decir, ¢ € D(RP) si ¢ es infinitamente diferenciable y supp(¢) es compacto.
Su dual, D'(RP) es el espacio de distribuciones sobre R? [6, 10].
Si f1, fa € D'(R) son distribuciones en una variable, entonces su pro-
ducto tensorial f; ® fo se define por

(1@ fo)(@,y), ¢(z,y)) = (f1(2), (f2(y), o(2,9))), (2.1)
para ¢ € D(R?).

3 Sobre las formulas de cuadratura

Suponga que estamos interesados en aproximar la integral doble

/0 1 /0 1 o(z,y)da dy. (3.1)

Sean T1,...,Tp,Y1,-.- ,Yp ¥ Wi, W2, ... ,Wp, NUMeros tales que wi+- - -+w, =
1 y donde denotamos x; = (z;,y;) para j =1,2,...,p. Se puede definir una
regla de cuadratura de 2 dimensiones ) para la integral (3.1), mediante:

P P
= ijgb(xj,yj ij (x5), Z (3.2)
=1 i=1

La regla (3.2) podemos aplicarla a cualquier integral del tipo

/ﬂ b / o) dy, (3.3)

mediante el cambio de escala,
Q@) = (b—a)(d—A)Q(d((b—a)z+a,(d—c)y+0c))).  (34)

La m?—copia de la regla @ dada en (3.2), se obtiene al dividir el cuadra-
do [0,1] x [0,1] en m? cuadrados de lado 1/m y aplicar la correspondiente
cuadratura a cada uno de ellos,

_m mz /G2y
=0 :O
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donde Qfg//z((]kfl))//?n(qb) se obtienen mediante (3.4). Un célculo facil muestra
que

p .
QUi =3 o (T ) 6

Obsérvese que la férmula de cuadratura (3.2) puede ser escrita como

Q((b) = (g(x,y),¢(:c7y)>, (38)

donde g es la distribucion
P
z,y) :Zwi(s(x_xi;y_yi)- (3.9)
i=1

También se puede ver que

b= e (k)0 (5+2)).

(3.10)
con lo que (3.7) se puede escribir como
m—1m—1
k=0 j:O

donde la distribucién g(max — k, my — j) estda dada por (3.10).

4 Medias parciales

Si G(z) es una distribucién periddica en una variable entonces su media se
puede definir como el término constante en su expansiéon de Fourier o, de
manera mds sugestiva, como el limite lim,_,., G(z) (C). Nétese que como el
limite ordinario de G(x) cuando x — oo normalmente no existe, es necesario
calcular el limite en el sentido de Cesaro [2, 3].
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Sea ahora G(z,y) una distribucién periédica de dos variables, de periodos
p>0yqg>0,

Gx+p,y+q) =G(z,y). (4.1)

En este caso no solo es util definir la media de G(z,y), sino también las
medias parciales A(z) y C(y). Iniciemos con A(x): esta media parcial es la
distribucién de la variable z definida como el limite distribucional en el sentido
Cesaro

Afz) = lim G(z,y) (C), (4.2)
esto es
(A@), é(x)) = lim (G(z,y),¢(2)) (C) (4.3)

para ¢ € D(R). Nétese que el limite en la derecha de (4.3) existe para cada

¢ € D(R) pues ®(y) = (G(z,y), ¢(z)) es una distribucién periddica de la
variable y, de periodo gq.

Por otra parte, A(x) es a su vez periddica, de periodo p. Asi, A(z) tiene
una bien definida media,

c= lim A(x) (C). (4.4)

De manera similar, podemos definir la media parcial C(y) como el limite

distribucional

Cly) = lim G(z,y) (C). (4.5)

Esta media parcial C(y) es periédica, de periodo ¢. Es interesante que las

medias de A(x) y de C(y) coinciden: este valor comin es la media de G(z, y).

Lema 1. Sea G(z,y) una distribucidn periddica, con periodos p >0 y q >0,
de modo que G(z +p,y+q) = G(z,y). Sea

Glag)= S Y ayermitalrtivia, (4.6)

k=—00 j=—00

su expansion de Fourier. Entonces las medias parciales A(x) y C(y) de G(z,y)
vienen dadas por las formulas

A@) = ) ape®™ 7, (4.7a)

k=—o00
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Cy) = Z ag;e¥miIv/a, (4.70)

j=—00

Las medias de A(x) y C(y) coinciden y ambas son iguales al valor agg. O

Si G(x) es una distribucién periédica de una variable, una condicién ne-
cesaria y suficiente para que tenga una primitiva peridédica es que su media se
anule. En tal caso existen primitivas periédicas de todo orden. Algo similar
ocurre para funciones de dos variables.

Lema 2. Sea G(x,y) una distribucidn periddica, con periodos p >0y q >0,
de modo que G(x + p,y + q) = G(x,y). Si las medias parciales de G(x,y)
se anulan entonces existe una familia de distribuciones {Gr,;(z,y)}35—o de
modo que

G0,0<x7y) = G(.Z',y), (48)
Gk,j(w+p7y+Q) = Gk,j(m7y)7 (49)
oG,
axj = kal,ja k Z ]., (410(1)
0Gy.
8—;’3 =Grj1, 7> 1. (4.100)

Las condiciones (4.8-4.10) determinan a la familia {Gy (2, y)}72,_o de
manera Unica.

Reciprocamente, la existencia de tal familia de primitivas periddicas im-
plica que las medias parciales se anulan. O

5 Foérmula del tipo Euler—-Maclaurin en dos
variables

En esta seccion obtenemos una férmula para sumas del tipo

—

M-1Q—

Z <g(fr—k,y—j),¢(x,y)>, (51)
P

k=0 j=

=

<

donde ¢ es una distribucién de dos variables con soporte contenido en el cua-
drado [0,1] x [0,1] y donde N, M, P y @ son enteros. Como se explicé en la
Seccion 3, con g(z,y) = Y 7_ wid(x—=x;, y—y;) se obtiene la férmula de Euler—
Maclaurin para cuadraturas numéricas. El caso g(z,y) = d(z — 2o,y — %o)
produce la formula de Euler—-Maclaurin usual en el plano. Otras elecciones de g
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producen férmulas para cuadraturas basadas en la cuasi—interpolacién o en la
aproximacién por splines. Més adn, con g(z,y) = eQ”i("“?*'my)X[O)l] (%) x10,1(¥)
se obtienen férmulas aproximadas para los coeficientes de Fourier de una fun-
cién de dos variables. La notacién x g significa la funcién caracteristica de un
conjunto F.

Conviene iniciar recordando la férmula en una variable [1]. Sea f(z) una
distribucién con soporte contenido en [0,1]. Supondremos que f es integrable
en las vecindades de los extremos, © =0y = 1. Sea a = (f(z),1). Entonces
la distribucién F(z) definida por F(z) = > ;= f(z — k) es periddica, de
periodo 1 y media a y se tiene

F@xwan(@) = axpwan(@) + Y Fi 069 (@ — M) = 69 (z = V)
=0
o [y an(@)]. (.2

donde {F,(x)}2, es la familia de primitivas periédicas de media cero de
Fo(z) = F(x) — a, es decir, F) (z) = F,(z), Fp(z + 1) = F(x).

Noétese que F(x)x(n,m(z) = Z,iw:;vl f(z—k).

Evaluando en una funcién de prueba ¢ € C?[N,M], (5.2) da la férmula
de Euler-Maclaurin

> (S =)o) =a [ ola)ds
k=N N

-1 (5.3)

+ Y (Y Fa(0)(0Y (M) = 6V(N) + Ry,
§=0
donde el resto R, = R,(¢) viene dado por
M
Ry = (-1 [ Fy(0)0 (@) (5.4)
N

Pasamos ahora al caso de funciones de dos variables. Sea g(z,y) una distri-
bucién con soporte en [0, 1] x [0,1]. Supondremos que g es integrable en las
vecindades de la frontera del cuadrado.

Sea G(7,y) = Dot oo 2o 0o 9(x — kyy — j). Entonces G(z,y) es pe-
riédica, de periodo 1 en  y en y. Sean A(x) y C(y) las medias parciales de
G(z,y). Sea clamedia de G(z,y) y sean Ag(x) = A(z)—cy Co(y) = C(y)—c.
Obsérvese que ¢ = (g(z,y), 1).
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Sea {Gl, ;(z, y)}?jzo la familia de primitivas periédicas de Goo(z,y) =
G(z,y) — Ao(z) — Co(y) — ¢, de modo que DGy ; = Gy, j_s parar < k
ys<j.

Obtendremos la férmula del tipo Euler—-Maclaurin para

M-1Q-1
Gl y)xvan@)xipg®) = > Y gla—ky—j)
k=N j=P

usando las técnicas de la derivacion en el sentido distribucional. Férmulas
para las derivadas distribucionales de cualquier orden de una funciéon de
dos variables con discontinuidad de salto en una o varias curvas se pue-
den encontrar en [4]. En este caso, sin embargo, las discontinuidades de
G(z,y)xv,m(x)x[p,q)(y) se localizan en la frontera del rectdngulo [N, M] x
[P,Q] v como esa frontera consiste de segmentos de lineas rectas, bastard
aplicar la férmula védlida para funciones de una variable [5, 6], a saber, si una
funcién de una variable f(x) tiene una discontinuidad en z = xy de mag-
nitud a, pero tiene derivadas continuas para x # xg, entonces su derivada
distribucional 7/ viene dada por

f (@) =f'(z) + ad(x — x0), (5.5)

donde f’ es la derivada ordinaria.

Para simplificar la notacién llamaremos X = [N, M] x [P, @], de modo
que xx (z,y) = xv,m1(2)X[p,Q)(y). Los nimeros N, M, Py @ serdn siempre
enteros.

Usando (5.5) obtenemos

2 (@roley)xx(e) = ~Cro0)xiraiy) (3 — M) — 3~ N))
+Goo(z, y)xx(2,9). (5.6)
Pero

~Ga0(0,9)x1p.01(9) (302 — M) ~ 5z — N)) = - (G ol 9)xx(2:9))
(5.7)

Goo(z,y) = G(x,y) — Ao(x) — Co(y) —c. (5.8)
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Asi, si usamos las férmulas

Ao (z)xx (z,y) =A1(0)x(p.q)(y) (6(z — M) = 6(z — N))

5.9
+ 2 @, 9) o
y
Co(2)xx (z,y) =C1(0)x N, () (6(y — Q) — 0(y — P))
(5.10)

+ a% [ (@)xx ()]

que se obtienen de (5.2) tomando F' = Ay y F' = (), respectivamente, obte-
nemos de (5.6) la férmula

G(z,y)xx(z,y) = exx(z,y) + A1(0) (6(x — M) — 0(x — N)) xip,0) (%)
+ C1(0)x v, () (0(y — Q) — 6(y — P)) + Ra(z,y),

(5.11)
donde el resto R;(x,y) viene dado por
Ri(r,) =5 (@10 9) — Gag(0,9) — A1(2)) xx ()]
5 (5.12)
+ g, Crlxx (@)

Evaluando (5.11) en una funcién de prueba ¢ € C'([N, M] x [P, Q)]) obtene-

mos la aproximacion de primer orden

M—-1Q—-1 M
glx —k,y—7j),o(z,y)) =c o(x,y)dy dx
kz;vg Y —4),6(x,y)) / / ,y)dy
Q
+41(0) [ (@09~ oV, )dy
M
+1(0) [ (9(0.Q) = ol P))d + o
(5.13)
donde el error Ry = R1(¢) viene dado por
/ / {Glo (z,y) = G1,0(0,y) — A (z )]g(b( Y)
(5.14)

+ GG fdy
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La férmula de segundo orden se obtiene calculando la derivada distribucional
%[GQ,O(x,y)XX(x,y)]. Usando (5.5) se obtiene

F ool tey)] =
[ 00,5)x1p.01 () (B — M) = 8 = N)) + G ol ) (2 9)] =

— G2,0(0,9)x1p,q)(Y)(0'(x — M) — 0'(z — N))
= G1,000,9)x1p0 () (6(z ( M) —é(z — N))
+ Go,o(z,y)xx (2, y),

y despejando G de la identidad Goo(x,y) = G(z,y) — Ao(z) — Co(y) —c y
usando (5.2) con F = Ay y F = C), respectivamente, obtenemos

G(z,y)xx(z,y) = exx(z,y)

+ A1(0)(8(x — M) — 8(z — N))x(p.a)(¥)
+ A5(0)(8'(x — M) — &'z — N))xip.o) ()
+C1(0)(0(y — Q) — 6(y — P))xn,m) () (5.15)
+ Co(0)(F(y — Q) — &' (y — P))Xpwan) (@)
+G11(0,0)(8(x — M) — 8(z — N))(8(y — Q) — (y — P))
—|—R2(x,y),
donde
Ra(w,9) = g [(Gao(z,) — Gao(0,) + As(x) xx ()]
88; (G (0, 9)xx (. 9)] (5.16)

T aa—y2[02<y>><x<x, )l

La evaluacién en una funcién de prueba ¢ € C?([N, M| x [P, Q]) produce la
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aproximacién de segundo orden:

M-1Q-1

glx —k,y—7j),d(x =c o(x,y)dy dx
’;VZ: Y —1),6(z,y)) / / ,y)dy
Q
+40) [ T(00.9) — o(N.v))dy
P
Q /¢ Ao
— 40 [ (5200 - G2 ) ay
M (5.17)
+61(0) [ (6(2.Q) - 6(a. P)da
M
-0 [ (g—jm@ - 5w ) ds
+G1,1(0,0) (¢(M, Q) — ¢(M, P))
+ G1,1(0,0) (¢( P) — #(N,Q))
+ Ro,
donde Ry = Ry(¢) viene dado por
M Q 82¢
Ry = /N /P {(Gz,o(%y) — G2,0(0,y) + Az(iﬂ))@ 5.18)
- G1,1(072U)aa§ + Ca(y )g f}dydm

La férmula general se obtlene por induccién, tras usar (5.5) en el cdlculo de
la derivada dlStlellClOIlal [Gq o(z,y)xx(z,y)]. Elresultado es el siguiente:

Teorema 1. Sea g(x,y) una distribucidn de dos variables cuyo soporte estd
contenido en el cuadrado [0,1] x [0,1]. Supdngase que g sea integrable en un
vecindario de la frontera del cuadrado. Sea

= > Y gla—ky—j), (5.19)

k=—o00 j=—00

de modo que G es periddica, G(xz + k,y + j) = G(x,y), k,j € Z. Sean
A(z) y C(y) las medias parciales de G(x,y), sea ¢ su media y sean Ag(x) =
A(z) — ¢, Co(y) = C(y) — ¢c. Entonces si N, M, P, @Q son enteros y si
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X =[N, M] x [P,Q], se tiene

G(z,y)xx(z,y) = exx(z,y) + iaj(f;(j)(x - M) - 5(j)(=’ﬂ - N))X[P,Q] (v)
§=0
+ 3569 - Q) — 69y — PY)xiwan ()
§=0
q—2q—2—1
F30 3 960 M) = 69w = NPy - Q)
i=0 j=0
— Uy — P)) + Ry(x,y),
(5.20)
donde
Ry(e,9) = 5z [Gaole,) = Gaof0,9) + Ay(2)x (0]
q—2 91
- ; S iggi T (Git1,4-i-1(0,y)xx (7, 9)] (5.21)

+ %[qumw, ),

{An ()} es la familia de primitivas periddicas de orden n de Ag(x),
{Cr(¥)}5% es la familia de primitivas periddicas de orden n de Cy(y),
{Gk’j(x,y)}zf’jzo es la familia de primitivas periddicas de
Goo(z,y) = G(z,y) — Ao(z) — Coly) — ¢
y donde
o = Aj4+1(0), B =Cj31(0), vy = Git1,;41(0,0), (5.22)
son constantes. o

Y evaluando en una funcién de prueba ¢(z,y) se obtiene la férmula de
Euler-Maclaurin de orden gq.

Teorema 2. Bajo las hipdtesis del Teorema 1, si ¢ € CI([N,M] x [P,Q))
entonces
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M-1Q-1
S e f o

q—1 4 0 8j¢ o (b
+j_0(_1)3aj/P (@(M,y) 2 ](N y)) dy

q—1 . M aj¢ 8(;5 52
+;}(_1)Jﬁj/j\] (3_Z/J(x’Q) 57 —(z, P)) dx

SEay oLl oitigh

i+ ) _

+ e~ ( 1) J (alﬂayg( 5 ) G 7‘8 J(M P)

82+‘7¢ aZJr]Q/)

= 2y VO + o P)) + Ry,

donde el resto Ry = Ry(¢) viene dado por

_ /L/{qu ~ Guol0.9) + Ay() 22

04¢
— ZG’H’LQ i— 1(0 y)qull (524)
=0
C Sl dyd
+ q(y)a—yq }dy dz,
para g mayor o igual al orden de g(x,y). O

Es interesante observar que la férmula de Euler—Maclaurin con resto,
(5.20) o (5.23), se puede obtener también calculando otras derivadas distribu-
cionales, a saber, W;%[Gi’q,i(%y)xpg(x,y)]. El resultado que se obtiene
es naturalmente el mismo, excepto que el resto se expresa de una manera
equivalente. Por ejemplo, si se trabaja con %[GOJ(JU, y)xx (z,y)], el resto en

(5.11) se convierte en

Ra(e,p) = A (@) (@, )]
a (5.25)
+ a—y[(Go,l(% y) — Go1(2,0) + Co(y))xx(z,y)],

que no es dificil ver que es equivalente a (5.12).
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6 Otras féormulas para los coeficientes

La férmula distribucional de Euler—-Maclaurin dada en el Teorema 2 es valida
para todas las funciones de prueba ¢. Especializando la funcién ¢ , sin em-
bargo, es posible reconocer casos cuando la férmula adquiere un aspecto més
sencillo. Esto nos permitird obtener representaciones alternativas para los
coeficientes a;, B; y 7i,; de la férmula de Euler-Maclaurin (5.23).

Comencemos con el caso en el que ¢ es un polinomio. Sea p su grado
total. Entonces las derivadas de ¢ de orden mayor que p se anulan y, asi, si
se usa la férmula de sumacion de orden ¢ > p el resto se anulard y la férmula
aproximada se volverd exacta. Es decir

M-1Q-1 M Q
—ky—3j — dyd
;;Nj:p (oo = by =bla) =c [ [ o pydo
P , Qo 97
+Y v [ (G20 - 20 ) d
7=0 P
P , M/ 9ig 1 61
DI | (Grwa-2twn) (6.1)
P AT e tig
+° (=1)i*r, <W(M,Q) = 5rigy (M. P)
i=0 j=0 Y Y
ai+j¢ ai+j¢

Obsérvese que aun cuando las derivadas de orden p de un polinomio de
grado total p no tienen por qué anularse, la férmula contiene tan solo derivadas
hasta el orden p — 1. La razon es que las derivadas de orden p, aunque no
se anulen, son funciones constantes y la evaluacién (M, Q) — (M, P) —
(N, Q) + (N, P) en los vértices del rectangulo [N, M] x [P, Q] se anula si
1 es una funcién constante.

Una férmula aun maés sencilla se obtiene si el polinomio ¢ se escoge de
manera que todos excepto uno de los términos del lado derecho de (6.1) se
anulen. Para obtener una férmula aun mas sencilla tomaremos N = P = 0
y M = @Q = 1, de modo que el miembro izquierdo de (6.1) se reduce a
(9(x,y), d(x,y)). Tomando ¢(z,y) = 1 obtenemos

(9(z,y), o(x,y)) = c. (6.2)
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Maés generalmente, tomando ¢(z,y) = Bji1(x)Bo(y), donde los Bj(x) son
los polinomios de Bernoulli [5, capitulo 1], i.e., Bo(z) = 1, Bi(x) = = —
1/2, By(z) = 2> —x +1/6, Bs(z) = 2 — 32% + Lz, etc., obtenemos

(9(2,y), Bj+1(2)Bo(y)) = (1) (j + 1)lay;, (6.3)

pues las propiedades de los polinomios de Bernoulli, a saber,

Bl (x) =nB,_1(x), n>1, (6.4)
1
/ B, (z)dr =0, n>1, (6.5)
0
implican que si ¢(z,y) = Bjt+1(x)Bo(y) entonces todos los términos de la

identidad (6.1) con la salvedad del término

Y] J )
(Ve [ (G000 = 50,00y = (~1V s + 1)

se anulan.
En realidad, (6.3) nos da una representacion alternativa de los coeficientes
de la expansién de Euler-Maclaurin, es decir,

(=1’

Qj = (] + 1)‘<g(x,y),BJ+1(:17)Bo(y)> (66)
De manera similar, obtenemos
8 = X g(2,), Bo(@) By (v) (6.7
17(]+1)‘g1’7y50x i+1\Y)), .
en tanto que
(—1)i+
Yij = !<9($»y)73i+1($)3j+1(y)>~ (6.8)

G+ DG+ 1)

Otro caso particular interesante de la férmula de Euler—-Maclaurin se obtiene
cuando ¢ es una funcién periédica de periodo Z X Z, ¢p(z + k,y + j) = ¢(z,y),
k, j € Z. Este caso ilustra los limites de la aplicacién de la férmula y es tutil
para algunos contraejemplos. La cuestion es que si ¢ es periddica de periodo
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7. x 7, entonces todos los términos de la formula excepto el primero se anulan;
asi,

M-1Q-1

) v
> Y tow— kg dwa) =c [ [ owpdrdy+Ro). (©69)

k=N j=P

<

paﬁu cualquier q. Maés aun, si la integral doble se anula se obtiene que
N gl — k,y — ), é(x,y)) se reduce a Ry(¢) para todo g.

7 La formula clasica

En esta seccion veremos como nuestra formula distribucional permite obtener
la férmula de Euler—-Maclaurin para la suma

M-1Q-1

SN ok, ). (7.1)

k=N j=P

Esta férmula corresponde al caso g(z,y) = 6(x)d(y); sin embargo, el Teorema
2 no se aplica a esta distribucién pues 0(x)d(y) no es integrable en la frontera
del cuadrado [0,1]?. Nuestro enfoque serd entonces tomar g(z,y) = 6(z —
a)é(y — ), donde 0 < o < 1, 0 < 8 < 1y luego tomar el limite cuando
a—0Ty3—0".

Cuando g(z,y) = §(x — a)d(y — ) entonces su extensién periddica a R?
es dada por

Glr,y)= >, > de—a—k)sy—pB-j). (7.2)
k=—o00 j=—00
Las medias parciales vienen dadas por

A(z) = Z 0z —a—k), (7.3)

k=—o0

Cly)= > sly—B-14). (7.4)

j=—o00
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Las medias de A(z) y de C(y) son iguales a 1. Asi,

Ap() = D dw—a—k) -1, (7.5)
k=—oc0
en tanto que
An(x):—w, n>1, (7.6)

donde {z} = x — |z] es la parte fraccionaria del nimero x y los B,, son los
polinomios de Bernoulli.

Similarmente,
Coly)= > sly—B—35)—1, (7.7)
j=—o00
Culy) = —M, n>1. (7.8)
Por otra parte,
Goolw.y)= D D d@—a=kily—5-j)
ke N (7.9)
- Y da—a—k) = > Sy—-B-j+1,
k=—oc0 j=—00

de modo que

Bn({z — a})Bn({y — 5})

nlm!

Grm(z,y) = , n>1,m>1. (7.10)

Los coeficientes de la expansion de Euler—Maclaurin se pueden obtener de
(5.22) como

aj = Aj11(0) = W’ (7.11)
Bj = Cjta(0) = —W, (7.12)
Yi,j = Git1,j+1(0,0) = Bin(l - )81 -p) (7.13)

G+ +1)!
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También pudimos haber usado (6.6), (6.7) y (6.8). Por ejemplo, (6.6) da
CL (50 — )6y - B). By @Bola)) = =2 By )
a; = ———(§(r — « —0),B;11(x = ———B11(a),
] (.7 + 1)' Yy J+1 oly (_7 + 1)' J+1
que coinciden con (7.11) pues los polinomios de Bernoulli satisfacen la pro-
piedad
B,(1—xz)=(-1)"B,(x). (7.14)

Obtenemos asi la expansion

M-1Q-1

ok+a,j+06)= o(z,y)dy dx
3 Soteraiea= [7 [Tot
q—1 (—l)jHBj 11— a) Q B &
FL TG [, (F0m - g5 a
 (C1)IBa(1=p) (M (9 &
D / (a—yju,cz) e T p>> &

2T (1) B (1 — @)Bj11(1 - B) ( oitig
i=0 j=0 (@ + DG+ 1! OrtoyI
otig 9i+ig ot
_axiayj (M? ) - axlayj (N7 Q) + aﬂayﬂ (N, P))
+ Ry,
donde el resto R, = Rq(é) viene dado por

(M, Q)

R:

[/ /QB (1—a) - B,({z — a}) Qz:a—(bmﬁJrg)
/M/QB (z —a)) " ¢><x Wy,

(7.16)

a— 1/M/Q Biy1(1—a)Byio1({y — B})  99¢(z,y) i
(i+1)(g—i—1) dritigya—i-1Y

/ /QB (v = 5}) 6‘2(“f1y)dydx ,
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como se sigue de (5.24) al usar (7.9), (7.10) y la férmula

Gyoly) = -2 ( S dly—5-J) 1) (7.17)

j=—00

Ahora podemos hacer a — 0% y 3 — 0F. Nétese que esto produce términos
que contienen la expresién Bjy1(1); éstos se pueden simplificar observando
que B,(1) = B, = B,(0), n > 2, donde B,, son los nimeros de Bernoulli:
B2 = 1/6, B4 = 71/30, Bﬁ = 1/42, ,OZBg = B5 = B7 = .... El tnico
numero de Bernoulli de indice impar que no se anula es B; = —1/2 y para este
indice se tiene By(1) = —B; = 1/2. Asi, haciendo ¢ = 2p (7.15) se convierte
en la férmula

M-1Q-1

SN okg) = //cbxydydx——/ (6(M,y) — ¢(N,y))dy

k=N j=P
" By [9[0%¢ 0%
+,;W/p <W(ny) D2k (N, y)) dy

M
5 [ 00.Q) - ot P)is

N
Y. Bop (M (0% 0%
+’; (Qk)'/N <8y2k (-TJ,Q)_W(JJ,P)) dx
1! Boy [ 8% 9% o4 a2k¢
- §k:0 (2k)! (W(M’ Q) - GIL (M, P) — 972 = (N, Q) + m—=5 (I, P))
1 p—1 B2n aanS 82n¢ 62n¢ aQnd)
T2 2 (2n)! (ayzn (M, Q) = 5a (M, P) = 5 (N, Q) + 55 (N, p))
polp Ak 2n-+2k
Bsy B, [ 0%
+k§_:1 ; (2k)(2n)! <8x2kay2n (M, Q)
92n+2k g §2nt2k Pk

~ 0x2ky2n (M, P) — D2k gy2n (V. Q) + D2k gy2n (N, P)) + Rap,
(7.18)
donde Ry, = R, viene dado por (7.15) con o = 3 = 0.
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