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Resumen

Reformulando el concepto de medida dominante, y con dos hipétesis
adicionales, se extiende el teorema de Cole-Lewis-Wermer a subespacios
vectoriales B C C(X) que separan puntos de X y contienen a las
funciones constantes.
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Abstract

Reformulating the concept of dominant measure and adding two
hypothesis, the Cole-Lewis-Wermer theorem is extended to vector sub-
spaces B C C'(X) that separate points in X and contain the constant
functions.

Key words and phrases: Uniform vectorial space, state, dominant
measure, dominant measure of a subspace.

1 Introduccién

Si A es un algebra uniforme y My, ..., M,, son puntos distintos del espacio de
Gelfand de A, o sea, son funcionales lineales no nulos tales que M; (f -g) =
M; (f) M; (g) paratodo f,ge Ay j=1,..,n;e

I'={feA:M;(f)=0paraj=1,..,n}
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entonces, I es un ideal cerrado en A de codimensién finita n, y el espacio
cociente A /I es un algebra de Banach con la norma definida por:

LAl == inf{llgllc = 9 € [f1}
donde

fli={geAig—fel).

Para toda n-upla de ndmeros complejos (wq,...,w,) = w existe la clase
[fw] tal que para toda g € [f,] M;(g9) =w; paraj=1,..,n.

El problema de Cole-Lewis-Wermer (C-L-W) [3], consiste en dar condicio-
nes necesarias y suficientes para que

ILfwlll < 1.

En [3] ¥ [4] se destacan dos ideas fundamentales. Por una parte, esté el
concepto de conjunto hiperconvexo de C", introducido por estos autores, re-
lacionado con una generalizacién de la desigualdad de Von Neumann. La otra
idea es la de las medidas dominantes, relacionado con representaciones iso-
morfas del dlgebra cociente A /I por dlgebras de operadores en un espacio de
Hilbert.

En este articulo presentamos una versiéon del problema anteriormente
senalado, reemplazando el dlgebra uniforme A, por un espacio vectorial uni-
forme B, y el espacio de Gelfand de A, por el espacio de los estados de B (ver
definiciones mds abajo).

Senalemos que, para el problema de Cole-Lewis-Wermer no tiene sentido
plantearse un problema de clasificacion o unicidad de las soluciones, ya que
de existir solucidén, entonces ésta es la clase, [f,] y por lo tanto es tnica. Sin
embargo, como veremos mas adelante, el problema de Cole-Lewis-Wermer es
equivalente al problema de Pick en H°, para toda medida dominante y, y este
iltimo problema puede tener infinitas soluciones. Aqui tratamos un problema
sencillo de unicidad.

2 Notacion y resultados basicos

Sea X un espacio compacto Hausdorff, C' (X) el espacio de las funciones con-
tinuas a valores en C.

Definicién 2.1. Se llamarda espacio vectorial uniforme sobre X, a todo sub-
espacio vectorial cerrado B de C (X) tal que:
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El Problema de Pick y el Teorema de Cole-Lewis-Wermer 15

a) B separa puntos de X,
b) B contiene a las funciones constantes,
) [1flp = Il = sup {|f ()

En lo que sigue, B es un espacio vectorial uniforme sobre X, fijo, B* su
espacio dual.

cx e X}

Definicién 2.2. Un elemento F' € B* se dice que es un estado de B si, y s6lo
si, F(1)=1=|F|.

El espacio de los estados de B lo denotamos por Z/ (B) o sea,

!/

Z (B):={F € B*: F es un estado de B}.
Evidentemente, Z/ (B) C B*. A Z/ (B) se le da la topologia débil—* y es
cerrado en esta topologia.

Es fécil demostrar:

1. Fijados My, ..., M,, € Z' (B) linealmente independientes y dados wy, ..., w,, €
C existe f € B tal que M; (f) = w; para j =1,...,n.

2. Si I es un subespacio de B, entonces I tiene codimensién finita n si, y
sélo si, existen My, ..., M,, € B* linealmente independientes tales que

I={feB:M;(f)=0para j=1,..,n}.

3. SiI esun subespacio de B, entonces el espacio cociente B /I := {[f]: f € B}
donde [f] :={9€B:g—f€l} = f+1, es un espacio vectorial con
las operaciones entre clases dadas por [f] + [g] = [f + 9], c[f] = [¢f]
para todo f, g € B, ¢ € C. Ademas, toda norma ||-|| en B induce una
seminorma p (-) en el espacio cociente B /I dada por

p([f]) :==inf{llg] : g € [f]} = inf{llg— fl - g € I}
y esta seminorma es una norma si, y solo si, I es cerrado en B respecto de la
norma ||-|| . La norma en B /I se denota por ||[f]|| para [f] € B/I .

Definicién 2.3. Sea I un subespacio cerrado de B de codimensién finita n. Se
llamara n-upla definidora del subespacio I a toda n-upla M, ..., M, € B* tal
que I ={feB:M;(f)=0paraj=1,..,n}y|M]|=1paraj=1,..,n.
I se llamard subespacio asociado a la n-upla (My,...,M,) y B /I espacio
cociente asociado al subespacio I o a la n-upla.
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Por lo senalado anteriormente sabemos que, fijados Mj, ..., M,, € ZI (B) C
B* linealmente independientes, y dados ws, ...,w, € C existe f € B tal que
M; (f) = w; para j =1,...,n. De manera que si I y B /I son los asociados a
la n-upla (Mj, ..., M,,) entonces, existe la clase [f,,] € B /I tal que para toda
g € [fw] M;(g9) =w, para j =1,...,n. Esto nos indica que podemos plantear
el problema de Cole-Lewis-Wermer en el contexto de los espacios vectoriales
uniformes en los siguientes términos:

“Fijados M1, ..., M,, € Z/ (B) linealmente independientes, y wy, ..., w, € C
y dada [f,] € B/I tal que para toda g € [f,] M;(9) =w; para j =1,...,n.
Dar condiciones necesarias y suficientes para que

Ifwlll <17

3 Respuesta al problema de Cole-Lewis-Wermer

Fijemos un subespacio cerrado I C B de codimensién finita n y sea B /I el
espacio cociente asociado.

Toda medida de probabilidad, p, en X determina, para cada p, (1 < p < c0)
un espacio de Lebesgue L? (u) = LP (X, u) con la norma [|f|, , = [[fll, =

(fX |f (x)\pdu)l/p . Definimos Hﬁ como la clausura de B en L? (u), I, como
la clausura de I en Hﬁ y

E,=H2cl,=(I)" (F)

Denotaremos con Py, y Pg, a las proyecciones ortogonales de Hﬁ sobre
I, y E, respectivamente, y con P, y P_ a las proyecciones ortogonales de

L? () sobre Hﬁ y (Hﬁ)L De modo que para toda f € Hﬁ =P f+Pg,f
y para toda g € L* (u) g=Pyg+P-g=g4 +g_.

Proposicién 3.1. Si E,, estd definido como en (F), entonces dim E,, < n.
La dimensidn puede ser igual a cero.(La demostracion puede verse en [1]).

Teorema 3.1. Sea [f] € B/I. Si||[f]]| =1 entonces, ezxiste una medida de
probabilidad, X, tal que |(Pg, f) ()| =1 ct.p. — A

Demostracion. Como 1 = ||[f]|| = dist (f,I), existe un dnico funcional lineal
complejo I, en I + {cf} ¢ tal que:

o] =1 I (f)=1 ls(y) =0 paratodo y € I. (3.1)
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Por el teorema de Hahn-Banach [, se extiende a un funcional continuo [,
en C (X) preservando la norma, y por el teorema de representacién de Riesz,
existe una medida compleja v en X, tal que:

L) =v(o) = [ a0, gec ) (3.2)
Il = fioll = 1 (3:3)
o (9) = s (g) = /X g()dv(t), geB. (3.4)

Por (3.1) y (3.2) resulta que v (I) = 0 pues,
v = [y @Od O =L =6 =0, yel (3.5)
y v (f) =1 pues,
o) = [ FOd @ =T =1 =1, (3.6)

Sea A = |v|, la variacién total de v, entonces, A (1) = |v|(1) = |jv|| =1=
IIA]l, por lo tanto, A es una medida de probabilidad, ademés v es absolutamente
continua respecto de A y por el teorema de Radon-Nikodym, existe una funcién
medible ¢ tal que

dv=wd\ |p(z)|=1 ctp.—A=peLl™(N). (3.7
Usando la definicién de [|[f]|| obtenemos una sucesién {ym },,~, C I tal que
L=l SIf=ymllo <1+ % < 2. Por lo tanto, la sucesién {f — ym}m21

es uniformemente acotada, como {f — ¥ },,~; C B C L™ (\) = (L* ()\))* y
por el teorema de Bourbaki-Alaoglu, las bolas cerradas son compactas, enton-
ces, existe una subsucesion {f — ym, },~; ¥ una funcién g € L* (X) tal que
(f = Ym,,) — g débil—" si k — o0, 0 sea,

/ h(f —ym,)d\ — / hgd\ si k — oo para toda h € L' (\)  (3.8)
b's b's
como ka If — ym, || = 1 resulta,

9]0 = 1. (3.9)

Por ser L? (\) C L' (\) entonces(3.8) vale para toda h € L? (\) y por (3.9)
debe ser |g (z)| = 1 e.t.p. — A\. Combinando (3.6) ,(3.7) y (3.8) resulta,
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1= fX de = fX (f - yﬂlk)dy = fX (f - ymk)@d/\ - fXQQOd/\ sik — o0
o sea,
[awemaro=1 (3.10)

por lo tanto,

g@) =1y ¢@)=g(x) ctp—A (3.11)
Combinando (3.5) , (3.7) y (3.11) resulta,

0=v(y) = [yydv = [y ypd\ = [ ygd\ = (Y:9) 2(») Para todo y € I

o sea,
ge ()" = E,. (3.12)

Como g es limite débil en L* (\) de la sucesién {f — ym, },>, C B C H3,
entonces, g € H3 y f— g es limite débil de la sucesién {y.,, } C I, por lo tanto,
f—gel luego, f=(f—g)+gconf—géel,yge E\, en consecuencia,
Poof =gy |(Pe, ) (@) = 1 ctp. — A 0

Observemos que por ser B C C'(X), para toda f, g€ B, f-g¢€ C(X)
pero no necesariamente f-g € B, por consiguiente imponemos a [ la siguiente:
Hipdtesis 1 El subespacio cerrado I es tal que y- f € I paratoday € I, f €
B.

Lema 3.1. Sea p una medida de probabilidad en X, fija. Para cada f € B sea
Sk : By, — E,, definido por Ste := Pg, P, fe para todo e € E,, entonces,

a) Paracada f € B Sy € L(E,) vy HS}‘H <l -
b) Si f € I entonces, S} = 0.
c) Paratoda f, g€ B, ceC

ngJrg - CS;: + Sf;
Si f(x)=1 para todo x € X, entonces S% = 1g,

donde 1g, es el operador identidad en E,,.

Demostracion. b) Si f € I entonces, para todo e € E, fe € I, . Por lo
tanto, S}‘e = Pg,Pref = Pg,ef =0 para todo e € E,,. O
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Se deduce del lema anterior que, si f € B es fijo, entonces S}L y = S}‘ para
todo y € I. En consecuencia, obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.2. Sea p una medida de probabilidad en X . Para cada [f] €

B/I sea Sf}] : B, — E,, definido por Sf}]e = ije para e € E,,. Entonces,

a) Para cada [f] € B/I Sl € L(E,) y Hsf}]H <Al
b) La aplicacién [f] — S[‘}] es un homomorfismo continuo del espacio
cociente B /I en el espacio de operadores L (E,,).

Lema 3.2. a) Sip es una medida de probabilidad en X, entonces
f=1€E, si, y solo si, 1 (y) =0 para todo y € I.
b) Si p = A, la medida de probabilidad del teorema 3.1, entonces 1 € E,,.
Demostracion. a) E, = H. © I, = ()™, luego

leE, eVyel 0= (y,1)= [yyldu= [yydu=p(y).

b) Es suficiente demostrar que A (y) = 0 para todo y € I. En las condiciones

del teorema 3.1 se tiene: v (y) = 0 para todo y € I, dv = @d\, ¢ (z) = g (z),

lg@)] =1ctp.—Ayg= ka (f —yn,) (débil—*). Sea y € I, entonces
L —> 00

*

yp € L' ()\), y por la convergencia débil—* resulta,
Ay) = Jx ydA = [x yggd = [y ygedA = lim [y (f —yn,)pdA =
Jm [y (f = yn) dv = 1im v (y (f —yn,)) = Um Lo (y (f = yn,)) =0. O

Lema 3.3. Sea [f] € B/I, entonces ||[f]|| =1 si, y sdlo si,
i {HSG] H pes PrObabilidad} -
m

sup{HS[’}]H : i es probabilidad y p (I) = O} =1.
w

Demostracion. Si ||[f]]| = 1 entonces,

sup{HSf;]H : u es probabilidad y p (I) = O} <
sup{HSf}]H D pes probabilidad} <[]l = 1.

Si p = A la probabilidad del teorema 3.1 entonces, A (y) =0 y
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Nl

|StL], = 1o flls = (fic 1(Poy ) (@) dA) " =1

luego, ’

sup {

Reciprocamente, supongamos que sup { HS’[‘}] H T es probabilidad} =
sup{HS[*}]H : u es probabilidad y u (I) = O} =1y que ||[f]ll| #1. Si|[f]ll <

1 serfa Sf}] > ||[f]l] para alguna probabilidad g, en contradiccién con la

S[Af]H > 1 por lo tanto,

‘S[’}]H : p es probabilidad y u (I) = 0} > 1.

proposicién 3.2. Si ||[f]|| = 1+ b con b > 0. Poniendo f; = ﬁf resulta que
Illfi]ll = 1 y por la implicacién anteriormente demostrada sera

1= sup{HS’[‘}ll H D es probabilidad} =

%ersup {HS[‘}}H L es probabilidad} = <1,

1
T+b
contradiccién. Por lo tanto, debe ser ||[f]]] = 1. O

Definicién 3.1. Se dice que la medida de probabilidad p es dominante de la
n-upla definidora (Mj, ..., M,) del subespacio I, o dominante, si existe una
constante ¢ > 0 (independiente de los M;) tal que

IM; () < e (fic IS (@) dp)” paratoda f € B, j=1,....n.

Definicién 3.2. Diremos que la medida de probabilidad y es dominante del
subespacio I si

Bnl, =1
o sea si el subespacio I es cerrado en B respecto de la norma de L? (u).

La definicién (3.1) fue dada por Cole-Wermer en [4] y la definicién (3.2)
es dada en [1].

Proposicién 3.3. La medida y es dominante de la n-upla (M, ..., M,) de-
finidora del subespacio I si y solo si es dominante del subespacio I.

Demostracion. Sea p una medida dominante y f € BN I,, entonces existe

una sucesién {ym },,~; C I tal que lim || f — 4y, ||, = 0. Existe una constante
= m— o0

¢ > 0 tal que para todo j =1,...,n y m = 1,... se verifica

[M; () =M (f = ym)| < cllf = ymll; — 0sim — oo
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luego, |M; (f)] =0 para j =1,...,n y por lo tanto f € I.
Si la medida p es dominante del subespacio I, entonces

LA, = i {llglly = g € [T}

es una norma en el espacio de dimensién finita B /I y por lo tanto existe una
constante ¢ > 0 tal que [[[f]|| < c¢||[f]l|, para toda f € B. Como para toda
feB[fl=f+1yM;()=0paraj=1,..n se tiene:

[M; (N = 1M (DI < NI < elllfIl < ellFlly - a

Observacion 3.1

a) Existen medidas dominantes de la n-upla definidora (M, ..., M,,) del
subespacio I.

b) Siademds, M; (1) =1 para j = 1,...,n entonces, existen medidas domi-
nantes y, tales que p (y) = 0 para toda y € I.

Proposicién 3.4. Sea u una medida de probabilidad tal que p(I) = 0. En-
tonces, la medida |1 es dominante del subespacio I si, y sélo si, la aplicacion

St:B/I — L(E,)

[f] ’—>S[ljt]

es un isomorfismo lineal.

Demostracion. Supongamos que la medida p es dominante del subespacio 1.
SifeBy Sf}] = O entonces, paratodoe € £, Pg,Pyfe=0.Comou(l)=0
entonces 1 € E,, y S[*}]l = Pg, P, f1 = Pg,f =0 por lo tanto, f € I, o sea,
feBNI, =1, luego [f] =1y S" es un isomorfismo lineal.
Reciprocamente, si S* es un isomorfismoy BN I, ¢ I, existe f € BN 1,
y f ¢ I entonces, [f] # I por lo tanto Sf}] # 0, luego, existe e € E,, tal
que Pg,Pyfe # 0 o sea, Py fe ¢ I, como f € BNI, existe {ym},,~; C I
tal que lm | f —yml, = 0, por ser e € E, existe {gn},~, C B tal que
lim |le — gn|l, = 0. Se tiene entonces, ymg, € I para m,n = 1,2,.... Fijando

n=1,2,... se tiene
1001 fgn — ymnlly < 10 gn ]l 17 = mlly =0
luego, fgn € 1, para todon =1,2,... y como

Tt [ fe = foally < T [[f]l lle = gall, = 0
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resulta P, fe = fe € I, y esto es una contradiccién. O

Corolario 3.1. Si p es una medida dominante tal que u(I) = 0, entonces,
dim B, > 1.

Teorema 3.2. Sea [f] € B/I, entonces ||[f]|| =1 si, y sdlo si,

sup {HS&H L es dominante} =
sup{HS’[‘}]H : p es dominante y p (I) = 0} =1.

Demostracion. Supongamos que ||[f]|] = 1, entonces

sup{HSfo]H : pes dominante y p(I) =0p <

s {t;

Sean A la medida de probabilidad del teorema 3.1 y 0 < € < 1. Considere-
mos una n-upla definidora del subespacio I, (M, ..., M,) tal que M; (1) =1
para j = 1,...,n entonces, existe una medida dominante v, tal que v (I) = 0.
Sea e = ev+ (1 — €) A entonces, la medida p. es dominante y p. (I) = 0 por
lo tanto, 1 € E,,_. Se tiene:

——

: i es dominante } <IN = 1.

He
a) HSml

|, = 1Pe,. Pty = ([P, £, = dist (£, (B,.)" ) = dist (£,1,.) =
dist (f.1) = inf {| f = yl, :y € I}
(todas las distancias tomadas respecto de la norma del espacio L? (1e))-
b) || sty1||, = 1P, 11l = dist (£,1) = it {1 = yll, v € 1}

(todas las distancias tomadas respecto de la norma del espacio L? ())).
Como para todo y € I se verifica la desigualdad:

17 = Wiy > VIZE IS =l
resulta,
inf {1f =yl v €1 > (=) it {Ilf —llan) iy €1}
Por a) y b) se tiene

fe
Hsml

> -9 st
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como S[’)f]l = Pg, f y por el teorema 3.1 es || Pg, f||, = 1 resulta,

>
2

>1—c. O

1 — € por lo tanto, HS{jf]

Observemos que en el problema de Cole-Lewis-Wermer la n-upla fijada,
(My, ..., M,,), es la definidora del subespacio I y como para j = 1,...,n los
M; son estados linealmente independientes, entonces se cumple que:

“Dados wy, ..., w, € C existe la clase [f,] € B /I tal que para toda f €

[fu] M, (f) = w, paraj = 1,..,n".
Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3. Fijados My,...,M, € Z’ (B) linealmente independientes y
dados wi,...,w, € C y la clase [f,] € B/I tal que para toda g € [fu]
M, (9) =wj para j =1,...,n

Ifulll <1

si y sélo si,
Sup{HS[’}w]H : o es dominante y p (I) = 0} <1

Demostracion. Para toda medida u, se cumple que HS[‘}w]H < fu)ll < 1.

Reciprocamente, supongamos que sup { HS{?UJ] H : i es dominante y p (I) = 0} <

1y |l[fwlll =14 a con a > 0. Definiendo f; = ﬁfw entonces ||[f1]]| =1y
por el teorema 3.2 se tiene

lzsup{HS“ H DL es dominantey,u([)zO} =

1+a ﬁup{HS H D es dominanteyu([):()}.
Luego, sup{HSfjcw]H : v es dominante y p (I) = 0} =1+a>1yestoes
una contradiccién. O

Para cada medida dominante p, tal al que g (I) =0, los estados My, ..., M,
tienen extensiones continuas, M, .. M aH 2, y por el teorema de represen-
tacién de Riesz, existen my (1) ..., (p) € H2 tales que para toda h € H2

]/\\4;' (h) = (h,n; (p / h(t)n; () (t)du (t) para j=1,...,n. (3.13)
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Como u(I) = 0 entonces, n; (1) € N+ = w para j = 1,..,n y son
linealmente independientes, por lo tanto dim (E,) = n. De manera que las
matrices asociadas a los operadores S[‘}] tienen orden n. Para expresar la

condicién HS{}] H < 1 en términos de matrices positivas definidas, necesitamos

una base de vectores propios de estos operadores, y para ello imponemos las
siguientes hipétesis adicionales:

Hipotesis 2
a) Todas la medidas dominantes satisfacen:
Para todo f € By e € E, fee H..
b) Las extensiones J\Z7 s M; de los estados M, ..., M, a Hﬁ verifican:
Paratodo fe Byeec E, ]\Afj(fe):Mj (f)Z\,ZJ(e) para j=1,..,n.
Con estas hipdtesis adicionales se tiene:

Proposicién 3.5. Para toda medida dominante p, tal que p(I) =0 los vec-
tores my () 5 ..oy M () verifican:

a) (Sf}])* nj (1) = M; (f)n; (p) para j =1,...,n.

b) | (st)

< 1 si, y sélo si, la matriz

n

ij=1

((1=3LM; (1)) s (o) s ()
es positiva semidefinida.
Demostracion. a) Sea p una medida dominante fija, y sean f € B, e € E, y
n; =n; (1) para j =1,...,n entonces,
<(S[l}]) 77]'7€> = <77]75[l}]e> = <77j7PE;LP+fe> = <77j7f€> = <fev77j> =

M; (fe) = M; (f) M; (e) = M; (f) (e, n;) = My (f) (nj. e) = <Mj (f)77j76>-

Luego, para todo e € Eu <(Sf}]) Wj7e> = <W77j,e> por lo tanto,
(Sf?]) nj = M; (f)n; para j =1, ...,n.

b) Para todo e € E, e= Z Cinj (Sf}]) €= Z ¢ M; (f)n;

Jj=1 Jj=1
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[(stp) | <1 e (st) el < etk e

Ve E, ||’ - H(Sf}]>*e ’

>0«
<§:1Cz‘77i; i)l Cj77j> - <2n: eiMi (f)ni, Xn: cjM; (f)77j> >0<

la matriz ((1 — M; (f)M; (f)) (M4 m))nl Lo positiva semidefinida. [

i,j=

Con las hipétesis 2, completamos la respuesta al problema de Cole-Lewis-
Wermer para el espacio vectorial B, en el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Fijados Mj,..., M, € Y.'(B) linealmente independientes vy
dados w1, ...,w, € C y la clase [f,]) € B /I tal que

Para toda g € [fu] M; (9) = w; para j =1,...,n.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) [[fulll < 1.

<1

b) Para toda medida dominante p, tal que p(I) =0 HSf}w]

¢) Para toda medida dominante p, tal que p (I) = 0 la matriz

n

(0 =DM, () o )y ()
es positiva semidefinida.

El teorema 3.4 da la respuesta al problema de Cole-Lewis-Wermer para es-
pacios vectoriales uniformes, B, que satisfacen las hipétesis 1 y 2. Cambiando
B por un algebra uniforme A, y fijando My, ..., M,, en el espacio de Gelfand
de A, entonces el subespacio cerrado I es un ideal y los funcionales My, ..., M,
son multiplicativos, o sea, se satisfacen las hipdtesis requeridas para establecer
el teorema 3.4 y por lo tanto, todos los resultados son validos para el dlgebra
uniforme A.

Definiendo para cada medida dominante p, (fija)
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[o eI 2 00
H == H2N L™ (p)

se tiene que, si ' € H® y e € E, entonces, Fe € Hﬁ En consecuencia,
obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.6. Sea p una medida dominante, fija. Para cada ' € H°
sea Sy : E, — E,, definido por Sye := Pg, Fe para e € E,. Entonces,

a) Paracada F e H Sp € L(E,) y IS5l < 1F|l. -
b) Si € HX y {fn},> C B tal que lim |[|f, — F|, = 0 entonces, para
- n—oo
todoec E,NB lim ‘ij e— SﬁéeH =0.
" 2

n—oo

Por ser H;° C Hﬁ la igualdad (3.13) es cierta para toda F' € H;° y nos
planteamos el siguiente problema:

“Fijados M1, ..., M,, € Z/ (B) linealmente independientes y dados wy, ..., w,, €
C, dar condiciones necesarias y suficientes para que, para toda medida domi-
nante p tal que p (I) = 0, exista F' € H° que verifique

Pty
M; (F) =wj para j =1,...,n.

”

Proposicién 3.7. Fijados My, ..., M, € 3" (B) linealmente independientes y
dados w1, ...,w, € C, para toda medida dominante p tal que p(I) =0, existe
F e H tal que

|Fllo <1 y ]\Afj (F)=wj; para j=1,..,n
si y solo si existe [f,,] € B /I tal que para toda g € [f,] M, (9) = w; para
j=1..,ny
Ifewlll < 1.

4 Problema de Unicidad

Si |[fw]ll <1, el teorema 3.1 establece la existencia de una medida compleja,
v, que determina una medida de probabilidad, )\, y ésta origina una funcién, g,
que es limite débil—* de la sucesion { fu, — yn, }p>1 con fu—g € Iny |9l < 1,
o sea, g € H°. Asi que, definiendo ]\Z (9) = M; (fw) para j = 1,...,n resulta,
M; (g) = wj para j = 1,...,ny la funcién g serd solucién del problema en H°.
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Entonces, nos planteamos el problema de la unicidad de la medida compleja,
v, que origina a la medida de probabilidad, A\, y a la funcién, g, del teorema
3.1.

La medida compleja, v, proviene de una extensién Hahn-Banach del fun-
cional, I, definido en el subespacio L, = I + {cf}..c € C(X). En conse-
cuencia, podemos aplicar el criterio general de unicidad para las extensiones
de funcionales senalada en [2].

Consideramos que C'(X) satisface el segundo axioma de numerabilidad.
Asi pues, C' (X) es separable, por lo tanto, existe {f,},~; C C(X) tal que
C(X)= Lo+ Lin{f1, fa,...} donde Lin{f1, fo,...} es la cdpsula lineal gene-

rada por fi, fa,....
De la sucesion {f,}, -, tomamos fi,..., f,—1 tales que

B = Lo+ Ling { f1, .., fu-1}
(Acé consideramos la cdpsula lineal real). Como para todo h € L,

h=y+ (a+ib) f con yel, (a+ib) € C entonces,
lo(h):a+lb

y el funcional lineal real, [1, asociado a [, estd definido por
Iy (h) =Relo (h) =a para h€ L, y a€R
la seminorma, p, es

p(h) = |hll,, para he€ Lo
p(f)=inf{a+|h— f|l, :h € Lo,a € R} para f € C'(X).

El criterio establece que hay unicidad de la extensién si, y sélo si,

p(fn)=-p(—fn) paran=1,2, ..

Pero, como siempre es cierta la desigualdad p(f,) > —p(—f.), entonces

la condicion se reduce a que sea cierta la desigualdad contraria y esta tltima
la podemos escribir:

D(fn)+D(—fn) <0 para n=1,2,...
Resumiendo, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 4.1. Hay unicidad de la medida, v, de la demostracion del
teorema 3.1 si, y solo si, para todo n > 1

inf {a + b+ | fo — halloo + Ifn — h2llo : h1,h2 € Lo, a,b € R} <0.
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