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Approche Numérique de la Solution
Entropique de I’équation d’évolution de
Biirgers par la Méthode des lignes!

A. Guesima, N. Daili

Abstract

Dans ce travail, on s’intéresse a des techniques d’analyse numérique
appliquées aux équations aux dérivées partielles. Spécialement aux
techniques de la méthode des lignes appliquées a I’équation d’évolution
de Biirgers. On utilise une formulation aux volumes finis pour donner
des approximations numériques par la méthode des lignes de volumes
finis pour des discrétisations spatiale et temporelle pour obtenir un
systeme différentiel ordinaire de la forme ‘é—? = F(t, u). Nous prou-
vons la convergence de la solution approximative vers la solution
faible d’entropie du probleme. Nous donnons une évalution d’erreur

entre les deux.
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1 Introduction

L’équation d’évolution de Biirgers présente un phénomene particulier (dans
les lois de conservation) qui est la présence de chocs. S.N. Kruzhkov ([14]) a
montré 'existence et I'unicité d’une solution entropique en 1970 en utilisant
une méthode de viscosité pour prouver 'existence et doublement de variable
pour prouver l'unicité ([2], [5], [6], [7],[14], [17], [21]).

Depuis une dizaine d’années, plusieurs travaux présentent des schémas
numériques intéressants pour les lois de conservation a flux discontinus.
Par exemple, les schémas de “Godunov scheme , Lax-Wendroff et Lax-
Fridrichs” présentés dans ([13]) convergent tous vers la solution entropique

du probleme.

L’objectif de ce travail est de présenter un schéma volume fini adapté au
probleme et d’établir la convergence du schéma vers la solution entropique.
On utilise une formulation aux volumes finis pour donner des approxi-
mations numériques par la méthode des lignes de volumes finis pour des
discrétisations spatiale et temporelle pour obtenir un systeme différentiel

ordinaire de la forme

CC%‘ = F(t, u),

u(0) = uy.

Nous prouvons la convergence de la solution approximative vers la so-
lution faible d’entropie du probleme. Nous donnons une évalution d’erreur

entre la solution approximative et la solution faible d’entropie.
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2 Approximation Numérique par la Méthode

des Lignes de Volumes Finis

On considere le probleme non linéaire suivant :

(02— f(g, t), (z, 1) € [0, 1] x [0, T]
([ u(0, t) = go(t), telo, 1],
(2.1)
u(lv t) = gl(t)a te [Oa T]7
[ ulz, 0) = Up(z), z €0, 1],

ou la solution faible u(x,t) est définie sur [0, 1] x [0, T7.

On considere une subdivision de [0, 1], soit (z;);en €t on note
Tit1/2 = w
2

On définie ensuite les volumes de controle K; = [ZL’i_l /25 Tig /2} et soit
hi = xit1/2 — ®i_1/2 sa longueur.

La réunion des volumes K est l'intervalle [0, 1],

On rappelle que les méthodes de volumes finis ([1], [3], [4], [6], [10], [11],
[12], [15], [18], [19] et [20]) consistent & chercher une approximation de la
moyenne de la solution sur chaque volume de controle K;.

Pour chaque élément K; du maillage, on introduit une valeur moyenne
u;(t) de la solution, qu’on suppose existe ([1], [2], [4], [6] [16]) :

w;(t) = h% sz’ u(z, t)dx, i €N,

6u2(t_1fK 8umt)d i e N.

On integre 'équation (2.1) sur K; afin d’obtenir

hi 815 ) +§(u2(5€z’+1/27 t) — u?(zi- 1/2:1) / f(z, t)d
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On note

u?(z; ) U(Tit1, u(xi,
F(zii12, 1) = ( +21/2 Y _ %( (Tit1 t;+ ( t))2 _ é(u($i+17 t) + uz;, 1))2

F(xi—1/27 t) _ u2(:ri_1/2,t) _ %(u(:pi,t)+u(mi,1,t)>2 _

2 D) (U’(xw t) + u(xi—la t))Q

el

fi(t) = hifK f(x, t)dz.
L’équation s’écrit donc

hi =

On approche le flux de la solution exacte aux sommets x;, /2 et z;_1/2 afin

+ (F(zig1/2, t) — Fxi1)2, t)) = hifi(t).

d’obtenir I’équation suivante :
-~ 7 + —

Comme z; est le centre de K; (voir [3] et [6]), on a

(u(@ita, t) + ulw;, 1))? (u(zi, t) + u(zi1, 1)? = fi(t)
lug(t) — u(zy, t)| < ch?

Posons .
Wlupyy, uy) = g(um(t) + u;(1))?,

le flux numérique. Nous aurons

ha aqgt(t) + Uiy, v;) — Wugyy, w) = hifi(t), t>0.
Donc
Uat(t) — 8—hl<uz(t) + Ui_l(t))2 — 8_hi<ui+1(t) + Ui(t))Q + fz(t)

La discrétisation en temps de la méthode ne demande que d’appliquer les
divers schémas de base pour résoudre une équation différentielle ordinaire
générale de la forme

L= P(t, u),

u(0) = wo,
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avec

Fi(t, u) = g (wilt) + w1 (t))* — g (wina (8) +wi()* + fi(t)
et
F(t, uw) = (Fi(t, u), F5(t, u), ..., Ex(t, u))

On dispose un pas de temps At > 0 et on pose t, = nAt, n > 0 entier.
On choisit, par exemple, le schéma de Crank-Nicolson on obtient

1 n n 1 n n
Kt(u Ty = §(F(tn, u") + F(tnyr, u"t)).

3 Etude de la Convergence

Nous fixons une condition initiale u® € L>([0,1]),que nous discrétisons sur

un maillage 7,, de pas h,, > 0:

1
()Y = h_/ u(z, 0)dz, i €N
m JK;

Nous utilisons un pas de temps At,,, et cherchons une fonction u,, sup-
posée constante dans chaque pavé de la forme
lihm, (i + D)hy| X |nAt,, (n+ 1)At,,[. Alors

U (2, t) = (U7, (x, t) € |ihpm, (i 4+ 1)hy[ X InAty, (n+ 1)At,[.
On calcule (u,,)? d’apres

1 n+1 n 1 n. n n n o
A_tm(<um)2 — (um)i) + E(\Ij((um)iﬂa (Um)i') =V ((um)is (um)iZy)) = fi

Lorsque At,, — 0 et h,, — 0 pour m — o0, le comportement de la famille

de fonctions (u,,)men peut converger vers une solution faible de probleme

([1)-

Definition 3.1. (Consistence avec la condition d’entropie)([1], [3], [10],

[14], [15] et [19]) Un schéma de volume finis explicite est consistant avec
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I'inégalité d’entropie si, pour toute entropie mathématique n (n >0, n con-
vexe), il existe une fonction de flur numérique d’entropie ® consistante avec

le flux d’entropie & (on rappelle que 5/ = 77/(“2—2),) :

P(u, u) = ¢(u).
de sorte que si u est donné par le schéma numérique :

Kt(ul o u') + h_(qj(uiirla ui) — W(ui, uiy)) = f

i
alors, on a également une inégalité discrete d’entropie

) = () + - ((ay, wl) = B, ) < ()

)

ot

b1 [t e dud
=g e D

Cette définition permet de compléter 'unicité de la solution entropique

dans le théoréeme de Lax-Wendroff.

Theorem 3.1. (Convergence)([16]) On se place dans le cadre ci-dessus
d’une famille 7, de maillages uniformes de pas h,, > 0 et d’une famille
At,, de pas de temps. On construit une suite (u,,). On fait les hypothéses
suivantes :

2

(Hy) : la fonction de flux numérique ¥(., .) est consistante avec le fluz (%)

de la loi de conservation

(Hs) : la suite (Upy,)men est uniformément bornée dans L*°([0, 1])
3d>0, [ oy <4 Ntmll o,y < 4, m e N;

(Hs) : la fonction de flur numérique ¥ est lipchitzienne sur [—d, d]2 i.e.,

3L > 0, [V (ur, ug) — V(v1, v2)| < L{ur — v1] + [ug — v2]),

(ula Uz, vq, /UQ) € [_d7 d]4a
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(Hy) : il existe u € L*([0, 1] x [0, T) telle que

im uy,(z, t) = u(z, ) p.p. (z, t).

(m—00)
Alors u(., .) est une solution faible du probleme.

Proof. 1) Le flux numérique ¥(., .) est consistant avec le flux (“72) de la loi

de conservation, car

2) On a
()Y = —/ u(z, 0)dzx, ieN.
K;
On en déduit par récurrence
o< HUOHLOO([O,H) < B = a < lunll oo,y < B, vm € N.

(la suite (wy,)men est uniformément bornée)

3) Comme W(u, v) appartient & la classe C?([—d, d]®) par rapport a u
et v alors le flux numérique ¥ est lipchitzien sur [—d, d]”.

En effet ; on écrit la convexité de la fonction n : le point n(ul) est
ntl

%

au-dessus de la direction tangente issue de u
n(uit) = n(uf ™) + o (uf — ui ™,

avec

ot = 877_(“)
E oulr
voir ([7]). On en déduit
At
n(u?) > n(uf*™t) + FQ?H(‘I’(U%, u) — W(ug, wl ) — At gt fP
ce qui implique
n+1 rn n+1 n At n+1 n. n. n. n.
At ol f > n(ui ) - 77(“2‘ )+ — (\Ij(ui+1a ui) — V(g uiy)).

n; Y
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Comme

or W (uy, ui) = R(ufpy, wt) et gL =n(fl),

donc, nous obtenons

Atn(f) = n(up™) = n(u) + —

ce qui nous donne

) = () + o (@, ) — (i) < ()

(2

Remark 3.1. Le théoréeme précédent nous dit que si la famille de solutions
numériques (U, )men converge, alors cette convergence sera vers une solution
faible du probleme.

Remark 3.2. E.Tadmor ([20], 1987) a démontré, avec l'inégalité d’entropie,

que tout schéma de volume finis implicite est consistant.

Proposition 3.2. (Convergence de la méthode des volumes finis) Sous les
hypotheses du théoreme précédent, si le schéma numérique est consistant
avec la condition d’entropie, pour toute entropie 1, et le flux numérique ®
est lipchitzien sur lintervalle [—d, d|, alors la limite u est l'unique solution

faible entropique bornée du probléme.

4 Algorithme

Etape 1 : calculer
filt) = o [ flz, t)dz, i=1....N.

(wi)o = 7+ [ u(z, 0)dz, i=1...N.
Etape 2 : poser t,.1 =t, + At ; calculer pour i =1,..., N

ui ™ — %}Z((U?H +ul ) = () 48R fi(tna))

=} + g ((uf +ui)® = (ufyy +up)® + 8hifi(tn)) ;
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Etape 3 : calculer
Fi(tn, u") = thl(U? +upg)? - g%i(“?ﬂ +up)? + filtn)
Fytorr, ™) = g (uf ™ + w1 — g (uif + ™) + filtan)
F(ty, u™) = (Fy(tp, u™), Fo(tn, u™), ..., Fy(tn, u™)).

Etape 4 : poser t,,.1 = t, + At, calculer

AW —ut) = (F(tn, u") + Fltoe, u"h)).

uy SF(tyyr, v = ul + §LF(t,, wt), i=1, .., N.

5 Résultats graphiques (Evaluation d’erreur)
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Figure 1: Error for At = 0.1 and o = 0.001



108

A. Guesima, N. Daili

For nt=50

x10°
127
\
us
\
|
|
\
08 |
|
|
|
. ‘\
u%’ 0.6 |
04f |
\
\
0_2, \
O L

1 1 1 1

1
0 50 100

‘ 0
150 200 250 300 350 400 450 500
nx

Figure 2: Error for At = 0.2 and o = 0.001
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ou nx désigne le nombre de discrétisations spatiales et nt désigne le nombre
de discrétisation du temps.

6 Conclusions

L’erreur obtenue par la méthode des lignes pour I’équation de Biirgers avec
un terme additif due aux forces extérieures (fonction de source) sous la

forme
f(z, t) = arx(z — 1) sin(—anrz) + z(xr — 1)(2r — 1) cos*(arx)

reste invariant lorsque on augmente le nombre nt de discrétisation du temps,
mais elle diminue avec des nombres de discrétisation en espace nx assez

grand.
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