Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux 6 (1994), 135–159

Distribution de la constan te d’Hermite et du plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux

par Henri Laville et Brigitte Vall ée

Résum é – En utilisan t la géométrie du demi-plan de Poincar é et des familles de disques classiques – disques de Ford, disques de Farey – nous décrivons les domaines de niveau asso ciés à la constan te d’Hermite et au plus court vecteur d’un réseau. Nous en déduisons une évaluation très précise des fonctions de répartition corresp ondan tes, en particulier au voisinage de l’origine.

In tro duction

Un réseau est l’ensemble des combinaisons linéaires entières de vecteurs linéairement indépendants. Plus précisément, si b = (b_1,...,b_n ) désigne un système de n vecteurs linéairement indépendants de R^p, le réseau R engendré par b est défini par

R = { n� i=1 λ_ib_i | λ_i ∈ Z}.

Le système b est appelé une base du réseau, et il y a, pour un réseau fixé, une multitude de bases possibles; la définition d’un réseau n’est donc pas intrins èque. Cependant, il existe, dans un réseau, des objets intrins èques, indépendants de la base particuli ère qui a servi à définir le réseau. Parmi eux, deux objets ont une importance particuli ère. Ce sont, d’une part, le premier minimum du réseau, et d’autre part le déterminan t du réseau.

Le déterminan t du réseau est le volume n-dimensionnel du parallélotope construit sur une base du réseau; il est indépendant de la base et noté d(R). Cette quantité est aisément calculable en fonction de la matrice de Gram M(b) associée à une base b quelconque de R. Par définition, si (.|.) désigne le produit scalaire euclidien de R^p, et |.| la norme associée, on a

M(b) = (b_i| b_j )_{1≤ i,j ≤ n} et d(R)^2 = det M(b).

Man uscrit reçu le 16 août 1993.

136 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

Le premier minimum λ(R) du réseau R est par définition la longueur d’un plus court vecteur non nul du réseau :

λ(R) = min {|v| | v ∈ R − {0}}.

Il semble que le premier minimum du réseau soit très difficilemen t calculable : il est en général admis, bien que cela ne soit pas prouvé, que la détermination de λ(R) est un problème NP-dur [VEB].

La constan te d’Hermite γ(R) du réseau R relie ces deux quantités; par définition,

γ(R) = λ(R)^2 d(R)^{2/n}

, (1)

et le théorème de Minkowski montre l’existence d’une borne supérieure γ_n pour toutes les constan tes d’Hermite relativ es à des réseaux R de dimension n. On a ainsi λ^2(R) ≤ γ_n d(R)^{2/n} .

On montre que γ_n est inférieur à n. Peu de résultats précis sont connus sur γ_n , et seules les huit premières valeurs de la suite γ_n ont été détermin ées. En particulier, la valeur γ_2 est égale à 2/ √ 3, et donc

γ(R) ≤ 2 √ 3 pour tous les réseaux R de rang 2. (2)

Ici nous nous intéressons à la distribution de ces deux grandeurs λ(R) et γ(R) pour des réseaux R “al éatoires”. En particulier, il est très importan t dans les applications à la cryptographie de pouvoir travailler sur des réseaux R pour lesquels la constan te d’Hermite γ(R) n’est pas trop petite. Dans ce cas, il existe un parallélotope fondamen tal du réseau qui est suffisamment “r égulier” pour être en première approximation assimilé à une boule euclidienne. Beaucoup de résultats de cryptanalyse, comme le cassage du générateur linéaire congruentiel [St], le cassage du “sac à dos” [F], [LO], [F], [JS], [CLOS], le cassage du système d’Okamoto [VGT], reposent sur le fait que des familles de réseaux cryptographiques sont formés de réseaux assez réguliers. Une première question importan te est donc la suivante :

y a-t-il, parmi les réseaux aléatoires, une grande proportion de réseaux suffisammen t réguliers ?

Par ailleurs, l’analyse de la complexit é des algorithmes de réduction de réseaux fait intervenir de manière essentielle la longueur du plus court vecteur d’un réseau. En particulier, la distribution du premier minimum

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 137

λ(R) semble jouer un rôle essentiel dans l’analyse en moyenne de l’algorithme LLL [LLL]. Daudé et Vallée [DV] ont obtenu un premier résultat dans ce sens, en travaillant dans un modèle naturel :

Pr [λ(R) ≤ u] ≤ √ nu. (3)

D’autre part, il est clair que l’on a

Pr [λ(R) ≤ u] ≥ u^n . (4)

La seconde question peut se formuler ainsi :

quel est le comportemen t précis de la fonction de répartition du premier minimum, en particulier au voisinage de l’origine ?

Ici, nous choisissons un point de vue algorithmique : un réseau est défini dans la pratique algorithmique par une base; nous travaillons donc sur les bases des réseaux et non sur les réseaux eux-mêmes, contrairemen t au modèle usuel étudié par exemple par Siegel [Si]. Les variables aléatoires que nous considérons ne dépendent pas seulement d’un réseau R mais d’une base b qui a servi à définir ce réseau R; nous désignerons ces variables par γ(b) et λ(b).

Par ailleurs, ces problèmes posés en dimension quelconque semblent très difficiles; nous nous limitons ici à la dimension 2, et nous travaillons dans un modèle probabiliste simple, déjà utilisé dans l’étude de la complexit é moyenne de l’algorithme de Gauss [VF] : les bases possibles sont de la forme (1,z) où z est un point du plan complexe C choisi uniformément dans le demi-disque unité. Les variables aléatoires γ et λ relativ es au réseau R(z) engendré par (1,z) sont alors des fonctions de la seule variable z, et seront désignées par γ(z) et λ(z).

Nous décrivons précisément les fonctions de répartition de ces deux variables aléatoires. En utilisan t la géométrie classique du demi-plan de Poincaré, nous caract érisons les domaines γ(z) ≤ r et λ(z) ≤ t en fonction de deux familles de disques bien connus : les disques de Ford et les disques de Farey. Nous obtenons en particulier une évaluation précise des fonctions de répartition de γ et λ au voisinage de 0

Pr [γ(z) ≤ r] = ζ(3) ζ(4) r^2 [1+ α(r)] avec α(r) → 0 pour r → 0,

Pr [λ(z) ≤ t] =

2t^2|logt|

ζ(2)

[1+ β(t)] avec β(t) → 0 pour t → 0.

138 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

L’article est organisé comme suit. Après avoir défini dans le paragraphe 1 un modèle probabiliste complexe pour le problème, nous rapp elons les propriétés de l’algorithme de Gauss, dont la configuration de sortie permet de calculer les deux variables étudiées dans le problème. Puis nous décrivons précisément le domaine de niveau associé à la constan te d’Hermite. Cette description fait intervenir de manière naturelle les disques de Ford. Les disques de Farey, eux, interviennen t dans le paragraphe 3, lors de la description du domaine de niveau du premier minimum. Le quatri ème et dernier paragraphe permet alors d’obtenir les résultats annoncés sur les fonctions de répartition de chacune des deux variables considérées.

1. Le mo dèle complexe et l’algorithme de Gauss

1.1. Le mo dèle probabiliste complexe En dimension 2, un réseau R est détermin é par la donnée d’une base b = (u, v) de C × C. La longueur de la base b, qu’on désigne par |b|, est alors le maximum des normes |u| et |v|. Rapp elons que nous voulons étudier les probabilit és Pr [γ(b) ≤ r] et Pr [λ(b) ≤ t|b|] (5)

lorsque la base b est choisie uniformément parmi les bases possibles de longueur inférieure ou égale à un réel positif M.

D’abord, la base b = (u, v) peut toujours être supposée directe et ordonnée de sorte que l’on ait |v| ≤ |u|. Ensuite, les deux événements qui interviennen t dans (5) sont invariants par similitude; pour une similitude W de C, de rapp ort ρ positif, on a en effet :

λ(W b) = ρ λ(b), |W b| = ρ |b| et det (W b) = ρ^2 det (b).

On peut donc choisir le vecteur u, qui est le plus grand des deux vecteurs u et v, fixe et égal à 1 et travailler ainsi dans le demi-disque

C= {z ∈ C | |z| ≤ 1 et ℑ(z) > 0}

défini par l’intersection du disque unité et du demi-plan de Poincaré, et muni de la probabilit é uniforme. Si F désigne l’application définie par l’égalité F (u, v) = v/u, alors F induit sur

D = {(u, v) ∈ C × C | |v| ≤ |u| ≤ M}

la probabilit é uniforme; ainsi, le modèle probabiliste complexe, clairement relié au premier modèle naturellemen t défini, sera choisi en raison de sa

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 139

simplicité et de sa riche géométrie. En effet, les calculs sur le couple (u, v) se transp ortent agréablement sur le complexe z = v/u; par exemple :

ℜ(z) =

(u|v) |u|^2 et ℑ(z) = det(1,z) = det(u, v)

|u|^2

. (6)

1.2. La configuration de sortie de l’algorithme de Gauss A partir d’une base b = (u, v) engendran t un réseau R, l’algorithme de Gauss construit une base b^⋆ = (u^⋆ ,v^⋆ ) satisfaisan t les deux conditions

|u^⋆ | ≤ |v^⋆ | et (v^⋆ |u^⋆ ) ≤ 1 2 |u^⋆ |^2. (7)

La base b^⋆ est alors minimale - elle contient deux vecteurs minimaux successifs du réseau - et, en particulier, le vecteur u^⋆ est un plus court vecteur non nul de R; on a donc : |u^⋆ | = λ(R).

C’est la formulation de cet algorithme adapt ée au modèle choisi du demiplan complexe qui sera utilisée ici. L’algorithme prend en entrée un nombre complexe z = v/u du demi-disque C et construit le nombre complexe z^⋆ = v^⋆ /u^⋆ . La transcription donnée par (6), et les inégalités (7) satisfaites par la base de sortie b^⋆ montrent alors que le nombre complexe z^⋆ produit par l’algorithme de Gauss est un élément du domaine fondamen tal

F = {z ∈ C | ℑ(z) > 0, |ℜ(z)| ≤ 1 2 et |z| ≥ 1}. (8)

Comme le déterminan t est un invariant du réseau, il n’est pas modifié duran t l’exécution de l’algorithme; grâce aux relations (1) et (6), les deux quantités à étudier γ(z) et λ(z) se calculent donc à partir du couple (z,z^⋆ )

γ(z) = 1 ℑ(z^⋆ ) et λ^2(z) =

ℑ(z) ℑ(z^⋆ )

. (9)

1.3. Les transformations construites par l’algorithme de Gauss La formulation complexe de l’algorithme de Gauss se décrit à l’aide de l’opérateur de décalage U défini par la relation

U(z) := S(z) − [ℜS(z)].

Ici S désigne l’inversion-symétrie définie par S(z) = − 1/z et [x] désigne l’entier le plus proche du réel x.

140 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

Algorithme de Gauss

En tr ée : z ∈ C Sortie : z ∈ F

Tant que z /∈ F faire z := U(z).

Ainsi cette application U est-elle la composée de deux transformations particulières : l’inversion-symétrie S déjà mentionnée et la translation entière T définie par T(z) := z + 1 qui, à elles deux, engendren t le groupe H des homographies unimodulaires

H = {h : z → az + b cz + d

| a, b,c,d ∈ Z c ≥ 0,d ≥ 0, et ad − bc= 1}.

Par conséquent, au cours de son exécution, l’algorithme de Gauss construit une homographie h permettan t de transformer z en z^⋆ . Toutes les homographies de H ne sont pas construites par l’algorithme de Gauss. Nous nous intéresserons ici aux homographies de H effectivement utilisées par l’algorithme, décrit en sens “in verse” : ce sont donc les homographies de H qui envoient le domaine F défini en (8) dans le demi-disque unité C; nous les appelons homographies de Gauss et nous désignons par Gleur ensemble,

G = {h ∈ H | h(F ) ⊂ C}. (10)

Il est connu par ailleurs que le demi-disque unité C s’écrit comme une réunion quasi-disjoin te^1 de transform és de F par le groupe H. Par définition alors de l’ensemble G des transformations de Gauss donné en (10), on peut écrire C= � g∈G g(F ). (11)

2. Domaines de niv eau asso cié à la constan te d’Hermite et disques de Ford

D’après les relations (9) et (10), l’ensemble Γ(r) des nombres z de Cvérifiant γ(z) ≤ r s’exprime en fonction des transform és par G de l’ensemble

F_r = {z ∈ F | ℑ(z) ≥ 1 r }, 1 on app elle quasi-disjoin te une réunion d’ensem bles dont les intersections deux à deux sont conten ues dans les frontières.

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 141

sous la forme Γ(r) = � g∈G g(F_r ).

Il est plus facile de considérer de manière globale F et ses translat és, et le domaine L_r L_r = {z ∈ C | ℑ(z) ≥ 1 r } (12)

s’introduit alors naturellemen t; puisque F_r est l’intersection de F avec L_r , on obtient Γ(r) = � g∈G g(L_r ∩ F ) = C∩ � g∈G g(L_r ). (13)

Or, les transform és de la bande L_r par les homographies sont des disques bien connus dans la géométrie du demi-plan de Poincaré : ce sont des disques de Ford.

2.1. Les disques de Ford

Le lemme géométrique suivant est essentiel pour la suite :

Lemme 1. Le transform é de la bande L_r située au-dessus de la droite ℑ(z) = 1/r

L_r = {z ∈ C | ℑ(z) ≥ 1 r } par une homographie h de la forme h(z) = (az + b)/(cz + d) est le disque D_r (a, c) de centre (a/c) + ir /(2c^2) et de rayon r/(2c^2) dont l’équation est � x − a c �_2 + � y − r 2c^2

�_2 ≤ � r 2c^2

�_2

. (14)

Ce disque D_r (a, c) est tangen t à la droite réelle au point a/c. Pour r = 1 on retrouv e le disque de Ford usuel; le disque D_r (a, c) est ainsi une généralisation du disque de Ford, on l’appelle r-disque de Ford d’indice (a, c).

Preuve. Posant s = 1/r, on considère le transform é z^′ = h(z) d’un point z = x + is de la droite ℑ(z) = s. On utilise l’égalité − 1 cz + d − i 2sc = − 1 c(x + is) + d − i 2sc = − i 2sc � c(x − is) + d c(x + is) + d � . En posant h(z) = z^′, on remarque que

cz^′ − a = − 1 cz + d ,

142 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

et on en déduit que � � �cz^′ − a − i 2sc � � �= 1 2sc et donc � � �z^′ − � a c + i r 2c^2 � �= r 2c^2 . On vérifie ensuite que les transform és des points de L_r sont intérieurs au disque.

2.2. Propri ét és des disques de Ford Nous décrivons maintenan t quelques propri étés de ces disques que nous utiliserons largement dans la suite. Nous avons rapp elé en (2) qu’en dimension 2, la constan te d’Hermite γ(z) a une valeur maximale égale à 2/ √ 3. Par conséquent, seuls les r-disques de Ford, avec une valeur de r inférieure à 2/ √ 3 interviendron t ici.

Soient deux nombres a et c premiers entre eux et r un réel positif inférieur ou égal à 2/ √ 3. Les r-disques de Ford vérifient les propri étés suivantes :

(Fo1) Pour |a| > c, ces disques sont extérieurs au demi-disque unité C. Dans toute la suite, on considère donc des couples (a, c) d’entiers premiers entre eux et vérifiant |a| ≤ c. On désignera par P leur ensemble

P = {(a, c) | pgcd (a, c) = 1 et |a| ≤ c}. (15)

(Fo2) Pour 0 < |a| < c, les r disques de Ford d’indice (a, c) sont inclus dans le demi-disque unité C.

(Fo3) Pour a = 0, le r-disque de Ford est inclus dans C si et seulement si r est inférieur à 1. Pour |a| = c = 1, les r-disques de Ford coupent le demi-disque C.

(Fo4) Pour r < 1, les r-disques de Ford sont disjoints deux à deux. (Fo5) Pour 1 ≤ r < 2/ √ 3, deux r-disques de Ford D(a, c) et D(b,d) sont sécants si et seulement si on a |ad − bc| = 1.

La définition des disques de Ford et leurs principales propri étés permetten t alors de décrire le domaine de niveau associé à la constan te d’Hermite.

2.3. Description du domaine de niv eau asso cié à la constan te d’Hermite

Pr oposition 1. L’ensemble Γ(r) des nombres z de C vérifiant γ(z) ≤ r est égal à la réunion des r-disques de Ford. Plus précisément,

Γ(r) = � (a,c )∈P

D_r (a, c) ∩ C, avec P = {(a, c) | pgcd (a, c) = 1 et |a| ≤ c}.

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 143

Preuve. La relation (13), le lemme 1, et la propri été (Fo1) montrent les inclusions suivantes

Γ(r) ⊂ � g∈H g(L_r ) ∩ C ⊂ � (a,c )∈P

D_r (a, c) ∩ C.

Réciproquement, considérons un nombre complexe z du demi-disque unité C appartenan t à un r-disque de Ford d’indice (a, c). Alors, puisque z appartien t à C, il existe un élément g de G pour lequel g^{− 1}(z) appartien t à F . Par ailleurs, puisque z appartien t à D_r (a, c), il existe une homographie h de H pour laquelle h^{− 1}(z) appartien t à la bande L_r . En composant éventuellemen t avec une translation T^i, on en déduit l’existence d’une homographie h de H pour laquelle h^{− 1}(z) appartien t à la bande B_r , partie de la bande fondamen tale située au-dessus de la droite d’équation ℑ(z) = 1/r. Deux cas peuvent alors se présenter :

- ou bien h^{− 1}(z) est élément de F_r , alors z est élément de Γ(r); c’est d’ailleurs nécessairemen t le cas pour r ≤ 1 puisque B_r et F_r sont égaux.

- ou bien h^{− 1}(z) n’est pas élément de F_r ; mais alors r est nécessairemen t strictemen t plus grand que 1, et pour un tel r, on a, [voir Figure 1], l’inclusion S(B_r \F_r ) ⊂ F_r .

Figure 1. S(B_r \F_r ) ⊂ F_r pour r ≥ 1.

On en déduit qu’alors Sh^{− 1}(z) est élément de F_r . Ainsi, dans tous les cas, il existe une transformation h de H pour laquelle h^{− 1}(z) est élément de F_r , et aussi une transformation g de G pour laquelle

144 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

g^{− 1}(z) est élément de F . On en déduit qu’il existe une transformation g de G pour laquelle g^{− 1}(z) est élément de F_r , et donc que z appartien t à Γ(r).

La figure 2 montre le domaine Γ(r) pour trois valeurs du param ètre r, corresp ondant à r = 1/2, r = 1 et r = (2/ √ 3).

r = 1 r = 12 r = 2√ 3

Figure 2. L’ensemble Γ(r) pour r = 1/2, r = 1, r = 2/√ 3.

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 145

3. Demi-disques de Farey et domaines de niv eau asso ciés au premier minim um

La description des domaines de niveau associés au premier minimum se déduit de celle des domaines de niveau associés à la constan te d’Hermite.

Elle fait appara ître des demi-disques construits sur les intervalles de Farey.

Les intervalles de Farey d’ordre t sont, par définition, les intervalles

I t (a, c) de centre a/c et de rayon t/c où a et c sont des entiers premiers entre eux vérifiant la condition |a| ≤ c. On rapp elle qu’en (15) on a désigné par P l’ensemble de tels couples.

On considère ici les demi-disques construits sur les intervalles I t (a, c) lorque

(a, c) décrit P ; on les appelle des t-demi-disques de Farey et on les désigne par D′t (a, c). Quand le couple (a, c) décrit l’ensemble P , on obtient une famille qui va intervenir dans la détermination des domaines de niveau associés à λ(z) ≤ t.

3.1. Relation entre les demi-disques de Farey et le domaine de niv eau asso cié au premier minim um

Lemme 2. L’ensemble Λ( t) des complexes z vérifiant λ(z) ≤ t est égal à la réunion de t-demi-disques de Farey. Plus précisément :

Λ( t) = �(a,c )∈P D′t (a, c) ∩ C, où P est l’ensemble défini par

P = {(a, c) | pgcd (a, c) = 1 et |a| ≤ c}.

Preuve. Pour un nombre complexe z de partie imaginaire y = ℑ(z) les deux conditions suivantes sont équivalentes en vertu de la relation (9) :

z est élément de Λ( t), z vérifie l’inégalité γ(z) ≤ t2/ℑ(z).

Or, le domaine de niveau γ(z) ≤ r est défini à partir des r-disques de Ford d’équation �x − ac�2 + �y − r2c2 �2 ≤ � r2c2 �2.

Le domaine de niveau λ(z) ≤ t est donc obtenu en rempla¸cant r par t2/y

�x − ac�2 + y2 ≤ t2c2 . (16)

146 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

Lorsque (a, c) décrit P , on obtient ainsi les demi-disques de Farey de centre a/c et de rayon t/c dont on prend l’intersection avec C.

Lorsque (a, c) décrit P , la famille des demi-disques D′t (a, c) de centre a/c et de rayon t/c forme une réunion “redondan te”. On cherche donc un ensemble Q(t) fini, le plus petit possible, pour lequel

�(a,c )∈P D′t (a, c) = �(a,c )∈Q (t) D′t (a, c). (17)

On cherche aussi,afin d’obtenir une minoration simple de l’aire de la réunion

(17), un sous-ensemble Q′(t) de Q(t), le plus grand possible, pour lequel la réunion �(a,c )∈Q ′(t) D′t (a, c) (18) soit une réunion disjointe ou au moins quasi-disjoin te.

Un problème similaire se pose classiquemen t pour les intervalles de Farey, et nous rapp elons maintenan t la solution qui en est donnée dans ce cas et qui fournit des analogues P (t) et P ′(t) aux ensembles définis en (17) et

(18).

3.2. Les interv alles de Farey

On considère deux rationnels a/c et b/d vérifant |ad − bc| = 1. Tous les rationnels de l’intervalle ](a/c),(b/d)[ sont de la forme (ma + nb)/(mc+ nd) avec m et n strictemen t positifs et premiers entre eux. Pour m = n = 1, on obtient le médian, qui est donc le rationnel de plus petit dénominateur de l’intervalle ](a/c),(b/d)[.

On considère l’ensemble P (t) défini comme suit

P (t) = {(a, c) | pgcd (a, c) = 1 et |a| ≤ c ≤ 1t }. (19)

(Fa1) Deux rationnels a/c et b/d sont consécutifs dans P (t) si et seulement s’ils vérifient les deux conditions :

|ad − bc| = 1 et c + d > 1t .

(Fa2) Deux intervalles I t (a, c) et I t (b,d) associés à des éléments de P (t) sont sécants si et seulement s’ils sont consécutifs.

Deux intervalles I t (a, c) et I t (b,d) associés à des éléments de P (2t) sont toujours quasi-disjoin ts.

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 147

Parmi tous les rationnels e/f compris entre deux rationnels consécutifs a/c et b/d de P (t), le médian joue un rôle particulier; en effet :

(Fa3) Si e/f n’est pas le médian de a/c et b/d, alors l’intervalle I t (e,f ) associé au rationnel e/f est complètement inclus soit dans I t (a, c) soit dans I t (b,d).

(Fa4) L’intervalle I t (e,f ) associé au médian coupe chacun des deux intervalles I t (a, c) et I t (b,d); il est inclus dans la réunion I t (a, c) ∪ I t (b,d) et contient l’intersection I t (a, c) ∩ I t (b,d).

Tout ce qui précède montre que l’ensemble P (t) est solution minimale du problème posé : �(a,c )∈P I t (a, c) = �(a,c )∈P (t) I t (a, c), (20)

Par ailleurs, la propri été (Fa2) montre que P (2t) peut être choisi comme ensemble analogue à (18) puisque c’est un sous-ensemble de P (t) pour lequel la réunion �(a,c )∈P (2t) I t (a, c) est disjointe.

Notons l’existence d’un algorithme simple qui permet de construire l’ensemble P (t) à partir des trois couples (− 1,1),(0,1),(1,1) en rajoutan t les médians d’éléments consécutifs :

Algorithme construisan t P (t)

(1) Au départ, S := {(− 1,1),(0,1),(1,1)}.

(2) Tant qu’il existe un médian de deux éléments consécutifs de S dont le dénominateur est inférieur à 1/t, l’ajouter à S.

(3) P (t) := S.

3.3. Les disques de Farey

On cherche maintenan t à décrire les ensembles Q(t) et Q′(t) définis pour les demi-disques D′t (a, c) en (17) et (18). L’ensemble P (2t) convient pour former une sous-réunion disjointe : on choisira dans toute la suite

Q′(t) = P (2t) = {(a, c) | pgcd (a, c) = 1 et |a| ≤ c ≤ 12t } (21) mais l’ensemble P (t) lui-même ne convient pas pour Q(t) car le demi-disque associé au médian de deux rationnels consécutifs de P (t) n’est plus en général inclus dans la réunion des deux demi-disques D′t (a, c) et D′t (b,d).

Il est clair par ailleurs, d’après la propri été (Fa3) que l’ensemble obtenu en rajoutan t à P (t) tous les médians des éléments successifs de P (t) convient, mais n’est sans doute pas minimal. Finalemen t, seuls des médians doivent être rajoutés, mais lesquels ? On a la caract érisation suivante,

148 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

Lemme 3. Pour deux rationnels consécutifs a/c et b/d de P (t), les deux conditions suivantes sont équivalentes

(i) D′t (a + b,c + d) ⊂ D′t (a, c) ∪ D′t (b,d),

(ii) c2 + cd + d2 ≥ 1t2 .

Preuve. On suppose par exemple que a/c est inférieur à b/d, et on désigne par xa [resp xb]l’abscisse du point intersection du cercle frontière de D′t (a, c) avec celui de D′t (a + b,c + d) [resp. de D′t (b,d) avec D′t (a + b,c + d)]. La condition (i) est alors équivalente à xa ≥ xb, [voir Figure 3].

Or xa = (c + 2d)(b− ct2) + ad

2d(c + d) et xb = (2c + d)(a − dt2) + bc

2c(c + d) .

xa xb

Figure 3. Deux disques de Farey et leur disque médian.

On en déduit l’équivalence cherchée.

Pour obtenir un recouvremen t de Λ( t), il faut ainsi rajouter à l’ensemble

P (t) les couples (e,f ) vérifiant

(e,f ) = (a+ b,c+ d) avec ac et bd consécutifs dans P (t) et c2 + cd+ d2 < 1t2 .

Mais, à part les trois couples exceptionnels (− 1,1), (0,1), (1,1), chaque couple (a, c) de l’ensemble P (t) est lui-même un médian de deux éléments de P (t). L’ensemble cherché Q(t) est alors égal à la réunion de deux ensembles : un ensemble exceptionnel Qe formé des trois couples (− 1,1), (0,1),

(1,1) et un ensemble “ordinaire” Qo(t)

Qo(t) =

{(a + b,c + d), |ad − bc| = 1, |a| ≤ c, |b| ≤ d, c2 + cd + d2 < 1t2 }. (22)

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 149

Il y a alors deux cas à considérer suivant que le dénominateur e = c+ d est celui d’un élément de P (t) ou non; remarquons que c2 + d2 + dc = (c + d)2 − cd = e2 − c(e − c), et donc :

(i) ou bien e vérifie e ≤ 1/t et tous les couples (a, c) et (b,d) vérifiant

|ad − bc| = 1, |a| ≤ c, |b| ≤ d sont par définition dans P (t) et donc dans Q(t).

(ii) ou bien e > 1/t; alors c et e vérifient les trois conditions suivantes c(e − c) > e2 − 1t2 , 0 ≤ c ≤ e et pgcd (c,e) = 1.

Comme on a toujours c(c − e) ≤ e2/4 pour 0 ≤ c ≤ e, on en déduit une borne supérieure pour les dénominateurs des rationnels de Q(t), et donc la double inclusion suivanteP (t) ⊂ Q(t) ⊂ P (t √ 32 ). (23)

Il existe aussi, comme c’était le cas précédemment pour P (t), une construction algorithmique pour Q(t), qui s’effectue par ajouts successifs de médians d’éléments consécutifs.

Algorithme construisan t Q(t)

(1) Au départ, S := {(− 1,1),(0,1),(1,1)}.

(2) Tant qu’il existe un couple (c,d) formé par les dénominateurs c et d de deux éléments consécutifs (a/c) et (b/d) qui vérifie c2 + d2 + cd ≤ 1t2 , ajouter le médian de (a/c) et (b/d) à S.

(3) Q(t) := S.

150 Henri LAVILLE et Brigitte VALLÉE

Enonçons maintenan t les propri étés décrivant l’intersection des demi-dis-ques de la famille, analogues aux propri étés (Fa1) et (Fa2) des intervalles de Farey.

(Fa1’) Deux rationnels a/c et b/dsont consécutifs dans Q(t) si et seulement s’ils vérifient les deux conditions :

|ad − bc| = 1 et c2 + d2 + cd > 1t2 . (24)

(Fa2’) Deux demi-disques D′t (a, c) et D′t (b,d) associés à des éléments (a, c) et (b,d) de Q(t) peuvent être sécants dans les deux seuls cas suivants, ou bien ces éléments sont deux éléments de P (t) consécutifs dans Q(t) :

leur médian n’a donc pas été rajouté, ou bien ils ne sont plus consécutifs dans Q(t), mais ils l’étaient dans

P (t) : ils ont été séparés par l’arrivée de leur médian.

Dans ce dernier cas, il existe une intersection commune entre les trois demidisques [voir Figure 3]; mais la propri été (Fa4) des intervalles de Farey montre que le demi-disque médian D′t (a + b,c + d) contient dans ce cas l’intersection D′t (a, c) ∩ D′t (b,d). L’aire de la réunion des trois demi-disques s’exprime uniquemen t avec l’aire des trois demi-disques et l’aire des deux intersections de chacun des deux demi-disques d’indice (a, c) et (b,d) avec leur disque médian commun, [voir Figure 3].

Finalemen t, dans chacun des deux cas précédemment décrits, l’aire de la réunion s’exprimera en fonction de l’aire des demi-disques et de l’aire de l’intersection de disques consécutifs dont les indices (a, c) et (b,d) vérifient donc la relation (24).

3.4. Description du domaine de niv eau asso cié au premier mini- mum Tout ce qui précède permet de donner une description de l’ensemble Q(t) cherché, et d’en déduire une caract érisation minimale de l’ensemble Λ( t).

Pr oposition 2. L’ensemble Λ( t) des nombres z de C vérifiant λ(z) ≤ t est égal à la réunion des t-demi-disques de Farey prise sur l’ensemble fini

Q(t) Λ( t) = �(a,c )∈Q (t) D′t (a, c) ∩ C, avec Q(t) = Qo(t) ∪ Qe, où

Qo(t) = {(a + b,c + d), |ad − bc| = 1, |a| ≤ c, |b| ≤ d, c2 + cd + d2 < 1t2 } et Qe = {(− 1,1),(0,1),(1,1)}.

Constan te d’Hermite et plus court vecteur dans les réseaux de dimension deux 151

La figure 4 montre le domaine Λ( t) pour cinq valeurs du param ètre t, correspondant à t = 1/√ 3, t = 1/2, t = 1/4, t = 5/22, t = 5/24.

t = 1√ 3 t = 12 t = 14