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Angesichts der enormen Bedeutung der Spektraltheorie linearer Operatoren in der
Mathematik, Mechanik und Physik ist es nicht verwunderlich, dass es schon meh-

rere Versuche gab, auch eine Spektraltheorie nichtlinearer Operatoren einzuführen.
Natürlich sind solche Theorien nicht völlig willkürlich: Es ist klar, dass, wann immer

man ein Spektrum für nichtlineare Operatoren einzuführen versucht, vernünftiger-
weise einige “Minimalforderungen” an dieses Spektrum erfüllt sein sollten. So sollte

es im linearen Fall mit dem klassischen Spektrum übereinstimmen und möglichst vie-
le von dessen analytischen Eigenschaften haben (z.B. kompakt und nichtleer sein).

Ausserdem sollte ein solches Spektrum nichttriviale Anwendungen haben, d.h. zur
Lösung nichtlinearer Probleme führen, die bisher mit anderen Methoden nicht lösbar

waren.
Leider trifft man bei Einführung eines nichtlinearen Spektrums auf verschiedene

unangenehme Phänomene. Im Unterschied zum linearen Fall enthält jedes der bisher
bekannten Spektren eines nichtlinearen Operators nur sehr wenig Information über

diesen. Ausserdem hat keines der bisher definierten nichtlinearen Spektren alle wich-
tigen Eigenschaften des linearen Spektrums. Um dies zu verdeutlichen, betrachten
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wir einige der bekannten Spektren im Hinblick auf die Eigenschaften, nichtleer, ab-

geschlossen, beschränkt oder kompakt zu sein sowie die Eigenwerte des betrachteten
Operators zu enthalten. Was die letzte Eigenschaft betrifft, so enthält nur das von
Furi, Martelli und Vignoli definierte Spektrum die Eigenwerte nicht, wie zuerst von

Edmunds und Webb [5] bemerkt wurde. Dies liegt daran, dass dieses Spektrum—
grob gesprochen—nur “asymptotische Informationen” über den betrachteten Ope-

rator enthält, während die Eigenwerte natürlich eine “globale Charakteristik” eines
Operators sind.

In der folgenden Tabelle verweist [11] auf das von Neuberger 1969 eingeführte

Spektrum für C1-Operatoren, [8] auf das von Kachurovskij 1969 eingeführte Spek-
trum für Lipschitz-stetige Operatoren, [12] auf das von Rhodius 1977 eingeführte

Spektrum für stetige Operatoren, [2] auf das von Dörfner und dem Autor 1997 ein-
geführte Spektrum für linear-beschränkte Operatoren, [7] auf das von Furi, Martelli

und Vignoli 1978 eingeführte Spektrum für gewisse quasi-beschränkte Operatoren,
und schliesslich [6] auf das von Feng 1997 eingeführte Spektrum für sogenannte k-

epi-Operatoren.

Spektrum �= ∅ abgeschlossen beschränkt kompakt ⊇ Eigenwerte
[11] ja nein nein nein ja
[8] nein ja ja ja ja
[12] nein nein nein nein ja
[2] nein nein nein nein ja
[7] nein ja nein nein nein
[6] nein ja nein nein ja

Die Beweise sämtlicher mit “ja” bezeichneten Eigenschaften sowie Gegenbeispiele
für jedes “nein” kann man im Übersichtsartikel [1] finden.

In dieser Arbeit führen wir ein neues Spektrum für nichtlineare Operatoren ein,

welches auf recht “merkwürdige” Art und Weise definiert wird, aber interessante
Eigenschaften zu haben scheint. Im Gegensatz zu allen oben erwähnten Spektren ist

es aufgrund seiner Konstruktion stets kompakt und nichtleer. Andererseits hat es
leider zwei schwerwiegende Nachteile: es ist es schon für einfache Operatoren nicht

leicht zu berechnen, und es stimmt im linearen Fall nicht mit dem üblichen Spektrum
überein.

Seien X und Y Banachräume über � = � oder � = � . Mit Lip0(X, Y ) bezeichnen

wir den linearen Raum aller Lipschitz-stetigen Operatoren F : X → Y mit F (0) = 0.
Mit der Norm

[F ]Lip := sup
x �=y

‖F (x)− F (y)‖
‖x − y‖
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versehen ist dies ein Banachraum, der den Raum L(X, Y ) der beschränkten linearen

Operatoren von X nach Y als abgeschlossenen Unterraum enthält. Insbesondere
setzen wir Lip0(X,� ) =: X#; dieser Raum enthält also den üblichen Dualraum X∗

als abgeschlossenen Unterraum.

Zu gegebenem F ∈ Lip0(X, Y ) definieren wir die Pseudo-Adjungierte F# : Y # →
X# durch

(1) F#(g)(x) := g(F (x)) (g ∈ Y #, x ∈ X).

Dies ist natürlich der Definition der üblichen Adjungierten für lineare Operatoren
nachempfunden, denn für lineares F haben wir F#|Y ∗ = F ∗, d.h. die Einschrän-
kung der Pseudo-Adjungierten auf den Dualraum ist die Adjungierte. Eine ähnliche
Definition der Adjungierten in sogenannten schwachen metrischen Räumen wurde

kürzlich von Trenogin [14] gegeben.
Wir bemerken, dass es in der Literatur schon mehrere Definitionen adjungierter

Operatoren zu nichtlinearen Operatoren gibt. Ausser der in [14] enthaltenen sind alle
diese Definitionen allerdings wesentlich verschieden von unserer. Eine recht natürli-

che Definition stammt von Nashed ([10], siehe auch [16]): Ist F ein C1-Operator in
einem Hilbertraum H mit F (0) = 0, so heisst F ∗ : H → H Adjungierte zu F , falls

[F ∗]′(x) = [F ′(x)]∗ gilt, wobei der Stern auf der rechten Seite die übliche Adjun-
giertenbildung linearer Operatoren bezeichne. Eine solche Adjungierte F ∗ existiert
genau dann, wenn F ′(x) − [F ′(x)]∗ unabhängig von x ist; in diesem Fall gilt die
Darstellung

F ∗(x) =
∫ 1

0
[F ′(tx)]∗xdt.

Insbesondere ist F genau dann selbstadjungiert (d.h. es gilt F ∗ = F ), wenn F ein
Potentialoperator ist; dies stellt einen interessanten Zusammenhang zwischen der

Variationsrechnung und Adjungiertenbildung nichtlinearer Operatoren her.
In ähnlicher Weise definieren Cacuci, Perez und Protopopescu [3]—offenbar in

Unkenntnis der Arbeiten [10] und [16]—für einen Gâteaux-differenzierbaren nicht-
linearen Operator F in einem Hilbertraum H eine Adjungierte F+ : H → L(H)
durch

F+(u) :=
∫ 1

0
N ′(tu)∗ dt.

Das Paar (F, F+) erfüllt dann die Dualitätsrelation

(2) 〈F (u), v〉 = 〈u, F+(u)v〉.

Nachteile dieser Konstruktion sind natürlich die Differenzierbarkeitsforderung an
F sowie die Tatsache, dass die rechte Seite der Dualität (2) parameterabhängig ist.

223



Speziell ordnet Shutjaev [13] einem stetigen Operator F : L2(Ω) × [0, 1]→ W−1
2 (Ω)

eine Adjungierte F ∗ : W 1
2 (Ω)× [0, 1]→ L2(Ω) über die Dualität

(3) 〈F (u, ε)v, w〉 = 〈v, F ∗(u, ε)w〉 (0 � ε � 1)

zu. Diese Definition ist im Hinblick auf Anwendungen auf quasilineare hyperbolische

Gleichungen erster Ordnung modelliert, hat aber natürlich auch den Nachteil, para-
meterabhängig zu sein. Eine weitere Definition, die interessante Anwendungen auf

nichtlineare Halbgruppen mit akkretiven Generatoren hat, stammt von Caselles [4].
Bevor wir zur Definition eines Spektrums für F ∈ Lip0(X, X) kommen, diskutieren

wir einige einfache Eigenschaften der Pseudo-Adjungierten (1). Wir beginnen mit
dem folgenden trivialen

Lemma 1. Die Pseudo-Adjungierte F# von F ∈ Lip0(X, Y ) ist linear und be-
schränkt mit ‖F#‖ = [F ]Lip.
������. Für g ∈ Y # haben wir

[F#(g)]Lip = sup
‖x‖�1

|g(F (x))| � [g]Lip[F ]Lip,

woraus die Abschätzung ‖F#‖ � [F ]Lip folgt. Die umgekehrte Abschätzung ist etwas
weniger trivial. Zu ε > 0 wählen wir zwei Punkte x und z in X mit

‖F (x)− F (y)‖ � (1 − ε)[F ]Lip‖x − y‖.

Nach dem Satz von Hahn-Banach können wir wiederum zu diesen Punkten ein Funk-

tional l ∈ Y ∗ finden derart, dass ‖l‖ = 1 und l(F (x) − F (y)) = ‖F (x) − F (y)‖ ist.
Wir erhalten dann wegen der Linearität von l

‖F#(l)(x) − F#(l)(Y )‖ = l(F (x)− F (y)) � (1− ε)[F ]Lip‖x − y‖,

woraus die Abschätzung ‖F#‖ � [F ]Lip folgt. �

Nach Konstruktion ist F# also stets linear, auch wenn F selbst nichtlinear ist.
Hierfür müssen wir allerdings einen hohen Preis zahlen: die Räume X# und Y # sind

im allgemeinen erheblich grösser als die Räume X und Y oder die Dualräume X∗

und Y ∗. Während man die Dualräume X∗ vieler klassischer Banachräume X sehr

gut beschreiben kann, scheint dies für die Räume X# nicht möglich zu sein. Wieviel
grösser der Raum X# als der Raum X∗ ist, kann man auch an folgendem sehen:
definieren wir die Schwach#-Konvergenz einer Folge (xn)n in X gegen ein x0 ∈ X

dadurch, dass f(xn) → f(x0) (n → ∞) für alle f ∈ X# gelten soll, so ist dies—im
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Gegensatz zur üblichen schwachen Konvergenz—äquivalent zur starken Konvergenz

xn → x0! In der Tat, die spezielle Wahl f(x) := ‖x − x0‖ − ‖x0‖ ergibt nämlich
‖xn − x0‖ = f(xn)− f(x0)→ 0.
Das folgende Lemma illustriert, ähnlich wie im linearen Fall, das “Wechselspiel”

der Abbildungseigenschaften von F und F#:

Lemma 2. Ist F# : Y # → X# injektiv, so hat F : X → Y einen dichten Wer-

tebereich F (X) ⊆ Y . Ist F# : Y # → X# surjektiv, so ist F : X → Y injektiv mit

Lipschitz-stetiger Inverser auf F (X).

������. Sei F# injektiv. Wir nehmen an, dass der Wertebereich F (X) von
F nicht dicht in Y ist. Dann finden wir ein y0 ∈ Y und ein r > 0 derart, dass

‖y−y0‖ � r für alle y ∈ F (X) gilt. Die durch g(y) := max {0, r−‖y−y0‖} definierte
Funktion g gehört dann zu Y # (mit [g]Lip = 1) und verschwindet auf F (X), ist aber

nicht identisch Null auf Y . Da F# nach Voraussetzung injektiv ist, kann auch die
Funktion F#(g) ∈ X# nicht identisch Null auf X sein. Andererseits haben wir nach

Konstruktion F#(g)(x) = g(F (x)) ≡ 0, ein Widerspruch.
Sei jetzt F# surjektiv, d.h. zu jedem f ∈ X# finden wir ein g ∈ Y # mit F#(g) = f ;

nach dem Satz von der offenen Abbildung gilt dann auch noch ‖g‖ � c‖f‖ für ein
c > 0 unabhängig von f . Für festes x, y ∈ X gibt es wiederum nach dem Satz von

Hahn-Banach ein l ∈ X∗ ⊆ X# mit ‖l‖ = 1 und |l(x − y)| = ‖x − y‖. Für g ∈ Y #

mit l = F#(g) haben wir dann

‖x − y‖ = |l(x − y)| = |l(x)− l(y)| = |g(F (x)) − g(F (y))|
� [g]Lip‖F (x)− F (y)‖ � c‖F (x)− F (y)‖.

Da c auch nicht von x und y abhängt, ist die Umkehrbarkeit von F mit [F−1]Lip � c

bewiesen. �

Das bekannte lineare Beispiel X = Y = l2 und F (x1, x2, x3, . . .) = (x1, 12x2,
1
3x3, . . .)

zeigt, dass man in Lemma 2 nicht die Surjektivität von F erwarten kann. In der Tat

ist F# = F ∗ = F hier injektiv in X∗ = X , aber F (l2) kann nicht den ganzen Raum
l2 umfassen, da F−1 dann nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen beschränkt
wäre.
Wir nennen einen bijektiven Operator F : X → Y einen Lipeomorphismus, falls

sowohl F ∈ Lip0(X, Y ) als auch F−1 ∈ Lip0(Y, X) gilt.

Satz 1. F : X → Y ist genau dann ein Lipeomorphismus, wenn F# : Y # → X#

ein linearer Isomorphismus ist; in diesem Fall haben wir (F#)−1 = (F−1)#.

������. Ist F ein Lipeomorphismus, so hat die lineare Gleichung F#(g) = f

für jedes f ∈ X# eine eindeutige Lösung g ∈ Y #, nämlich g(y) = f(F−1(y)). Ist
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umgekehrt F# bijektiv, so ist F nach Lemma 2 ein Lipeomorphismus von X auf

F (X). Aus der Vollständigkeit von X folgt die von F (X); wegen der Dichtheit von
F (X) in Y ist F also surjektiv.
Die Gleichheit (F#)−1 = (F−1)# folgt aus der Tatsache, dass stets (GF )# =

F#G# sowie I# = I ist. �

Satz 1 legt nahe, wie man nun ein Spektrum für einen Operator F ∈ Lip0(X, X)
definieren kann, nämlich mittels der Formel

(4) Σ(F ) := σ(F#) = {λ : λ ∈ � , λI − F# ist nicht bijektiv},

d.h. rechts steht das übliche Spektrum des linearen Operators F# in X#.

Wir bemerken, dass ein naheliegendes Spektrum für Operatoren F ∈ Lip0(X, X)
schon von Kachurovskij [8] (siehe auch [9, 15]) eingeführt wurde, nämlich

(5) σK(F ) := {λ : λ ∈ � , λI − F ist kein Lipeomorphismus}.

Es ist klar, dass (5) im linearen Fall genau das übliche Spektrum ergibt. Weiter
haben Maddox und Wickstead [9] bewiesen, dass σK(F ) stets kompakt und—analog

zum linearen Fall—in der Kreisscheibe um 0 mit Radius [F ]Lip enthalten ist. Ferner
wurde in [9] gezeigt, dass im Fall dim X = 1 (also X = � ) stets σK(F ) �= ∅ gilt,
während die Nichttrivialität des Spektrums im Fall dim X � 2 in [9] als offene
Frage formuliert wurde. Das einfache Gegenbeispiel X = �

2 und F (z, w) = (w, iz)

([2], siehe auch [7]) beantwortet diese Frage negativ. In der Tat ist die Abbildung
λI − F : � 2 → �

2 hier für jedes λ ∈ � ein Lipeomorphismus mit Umkehrabbildung

(λI − F )−1(ζ, ω) =

(
λζ + ω

i + |λ|2 ,−
λω + iζ
i− |λ|2

)
.

Wir betonen, dass das Spektrum (4) nach Konstruktion stets kompakt und nicht-
leer ist. Insbesondere folgt hieraus, dass es nicht mit dem Kachurovskij-Spektrum

(5) übereinstimmen kann. So muss auch in dem gerade erwähnten Gegenbeispiel
Σ(F ) �= ∅ sein: man sieht etwa, dass σ(F#) die Eigenwerte λ = 1√

2
(±1 ± i) mit

Eigenfunktion f(z, w) = λz + w für λ2 = i und Eigenfunktion f(z, w) = λz + w für
λ2 = −i enthält.
Wie im linearen Fall definieren wir den Spektralradius von F durch

(6) rΣ(F ) := sup {|λ| : λ ∈ Σ(F )}.

Der folgende Satz zeigt, dass man den Spektralradius (6) durch eine “Gel’fand-
Formel” berechnen kann:
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Satz 2. Für F ∈ Lip0(X, X) gilt

(7) rΣ(F ) = lim
n→∞

n

√
[Fn]Lip.

������. Sei r(F#) der übliche Spektralradius des linearen Operators F# in

X#. Wegen (Fn)# = (F#)n und der in Lemma 1 bewiesenen Gleichheit ‖F#‖ =
[F ]Lip haben wir dann

rΣ(F ) = r(F#) = lim
n→∞

n

√
‖(F#)n‖ = lim

n→∞
n

√
‖(Fn)#‖ = lim

n→∞
n

√
[Fn]Lip

wie behauptet. �

Wir bemerken, dass ein analoges Ergebnis für das Kachurovskij-Spektrum (5)

nicht gilt. Sei beispielsweise X = �, F (x) ≡ 0 für x � 1, F (x) = x − 1 für 1 �
x � 2, und F (x) ≡ 1 für x � 2. Eine triviale Rechnung zeigt, dass [F ]Lip = 1 und
σK(F ) = [0, 1] ist. Andererseits gilt Fn(x) ≡ 0 für alle n � 2, so dass eine (7)
entsprechende Gleichheit nicht gelten kann. Aus (7) folgt übrigens, dass in diesem
Beispiel Σ(F ) = {0} ist, d.h. Σ(F ) ⊂ σK(F ).

Leider hat unser Spektrum (4) einen entscheidenden Mangel: Es muss im linearen
Fall nicht mit dem üblichen Spektrum übereinstimmen! Um dies zu sehen, betrachten

wir das triviale Beispiel X = � und F (x) = −x. Offensichtlich ist σ(F ) = σK(F ) =
{−1}. Weiter gilt natürlich auch −1 ∈ σ(F#), denn für f(x) = x haben wir F#(f) =

−f . Darüberhinaus gilt aber auch 1 ∈ σ(F#), denn für g(x) = |x| haben wir F#(g) =
g. Wegen (F#)2 = I kann es keine weiteren Spektralwerte geben, d.h. wir haben

Σ(F ) = {±1} ⊃ σK(F ) in diesem Beispiel. Damit haben wir auch gezeigt, dass die
Spektren (4) und (5) unabhängig voneinander sind, d.h. keines von beiden ist in dem

anderen enthalten.
Im Hinblick auf diese enttäuschenden Beispiele könnte man versucht sein, in der

Definition des Spektrums Σ(F ) das Kreuz # “aussen” statt “innen” anzubringen,
also (4) zu ersetzen durch

(8) Σ̂(F ) := {λ : λ ∈ � , (λI − F )# ist nicht bijektiv}.

Da im allgemeinen (F + G)# �= F# + G# gilt, sind die Spektren (4) und (8)

verschieden. Das Spektrum (8) stimmt natürlich im linearen Fall mit dem klassischen
Spektrum überein. Satz 1 zeigt allerdings, dass wir für F ∈ Lip0(X, X) stets Σ̂(F ) =

σK(F ) haben, d.h. das Spektrum (8) ergibt gegenüber dem Kachurovskij-Spektrum
nichts Neues.

Die oben durchgeführte Konstruktion einer Pseudo-Adjungierten und eines Spek-
trums lassen sich auch auf nichtlineare Operatoren übertragen, die nicht notwendig
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Lipschitz-stetig sind. Wir skizzieren kurz, wie eine parallele Theorie für die Klasse

C(X, Y ) aller stetigen Operatoren zwischen zwei Banachräumen X und Y aussähe.
Wie oben setzen wir X� := C(X,� ) für einen Banachraum X über � . Ordnet man
dann in Analogie zu (1) jedem F ∈ C(X, Y ) eine Pseudo-Adjungierte F � : Y � → X�

mit

(9) F �(g)(x) := g(F (x)) (g ∈ Y �, x ∈ X)

zu, so kann man ähnlich wie in Satz 1 zeigen, dass F : X → Y genau dann ein
Homöomorphismus ist, wenn F � : Y � → X� ein linearer Isomorphismus ist. Der

Beweis benutzt im wesentlichen den Trennungssatz von Tietze-Uryson und gilt daher
allgemeiner für metrische (oder sogar normale topologische) Räume X und Y .

Definieren wir in Analogie zu (4) ein Spektrum für F ∈ C(X, X) durch

(10) Σ(F ) := σ(F �) = {λ : λ ∈ � , λI − F � ist nicht bijektiv},

so hat dieses Spektrum dieselben Vor- und Nachteile wie das entsprechende Spektrum
für Lipschitz-stetige Operatoren. Setzen wir dagegen analog zu (8)

(11) Σ̂(F ) := {λ : λ ∈ � , (λI − F )� ist nicht bijektiv},

so stimmt dieses Spektrum wegen der eben erwähnten Äquivalenz mit dem Spektrum

(12) σR(F ) := {λ : λ ∈ � , λI − F ist kein Homöomorphismus}

überein, welches 1977 von Rhodius [12] eingeführt wurde.
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