PUBLICATIONS DE L’INSTITUT MATHÉMATIQUE Nouvelle série, tome 73(87) (2003), 121–128

OB OCENKAH MODULE` GLADKOSTI FUNKCI` S PREOBRAZOVANNYM R˚DOM FUR^E

Sergeæ ı. Tihonov

Communicated by Miroljub Jevtić

Rez¸me. V rabote rassmatriva¸tsØ funkcii iz prostranstva L_p, takie qto ih preobrazovannye rØdy Fur~e (v qastnosti, drobnye proizvodnye v smysle VeælØ) prinadleßat L_p. Poluqeny ocenki modulØ gladkosti drobnogo porØdka preobrazovannogo rØda Fur~e qerez moduli gladkosti samoæ funkcii. Privedeny utverßdeniØ, pokazyva¸wie toqnost~ fftih ocenok na nekotoryh klassah funkciæ.

1. Vvedenie

Pust~ L_p (1 < p < ∞) — prostranstvo vseh 2π-periodiqeskih izmerimyh funkciæ f(x) s normoæ ‖f‖_p = ( ∫_{2π} 0 |f(x)|^pdx )_{1/p} < ∞. Opredelim modul~ gladkosti funkcii f(x) porØdka β (β ∈ R_+) sledu¸wim obrazom: ω_β (f, t)_p = sup_{|h|⩽t} ‖ ‖ ‖ ‖ ∞∑ ν=0 (−1)^ν β(β − 1) · · · (β − ν + 1) ν! f(x + (β − ν)h) ‖ ‖ ‖ ‖_p. Budem zapisyvat~ rØd Fur~e funkcii f(x) v forme f(x) ∼ a_0 2 + ∞∑ n=1 (a_n cos nx + b_n sin nx) ≡ ∞∑ k=0 A_k(x). Togda σ(f, λ) – preobrazovannyæ s pomow~¸ posledovatel~nosti {λ_n} rØd Fur~e funkcii f(x), t.e. σ(f, λ) = ∑_∞ n=0 λ_nA_n(x). Qerez f^{(r)}(x), r > 0, oboznaqim r-u¸ proizvodnu¸ VeælØ funkcii f(x). Esli f^{(r)}(x) ∈ L_p, 1 < p < ∞, to moßno sqitat~, qto ee rØd Fur~e est~ σ(f, λ), gde λ_n = n^r.

Zapis~ I_1(f, δ) ≪ I_2(f, δ), oznaqaet, qto suwestvuet konstanta C > 0, ne zavisØwaØ ot f i ot δ, no, byt~ moßet, zavisØwaØ ot drugih parametrov,

2000 Mathematics Subject Classification. Primary 42A16; Secondary 41A25. Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (proekty 03-01-00080 i 03-01-06155) i programmy “Veduwie nauqnye xkoly” (proekt NX–1657.2003.1). 121

122 TIHONOV

i takaØ, qto I_1(f, δ) ⩽ C I_2(f, δ). Esli odnovremenno I_1(f, δ) ≪ I_2(f, δ) i I_1(f, δ) ≪ I_2(f, δ), to pixut I_1(f, δ) ≍ I_2(f, δ).

Opredelenie. FunkciØ φ(t) nazyvaetsØ poqti vozrasta¸weæ (sootvetstvenno, poqti ubyva¸weæ) na (a, b), esli ona poloßitel~na, izmerima na (a, b) i dlØ l¸byh a < t_1 ⩽ t_2 < b suwestvuet ne zavisØwaØ ot nih poloßitel~naØ konstanta C, takaØ qto vypolnØetsØ neravenstvo φ(t_1) ⩽ Cφ(t_2) (sootvetstvenno, φ(t_1) ⩾ Cφ(t_2)).

V rabote [1] privodØtsØ ocenki ω_β(f^{(r)}, t)_p qerez ω_{k+β} (f, t)_p pri fiksirovannyh k i β dlØ sluqaev: (a) r = k, (b) r = k − ε (0 < ε < k), (c) r = k + ε (0 < ε < β). V rabote [2] vmesto posledovatel~nosti λ_n = n^{k−ε} (qto sootvetstvuet sluqa¸ (b)) rassmotreno ee obobwenie: λ_n = φ(1/n), gde funkciØ φ(t) obladaet nekotorymi svoæstvami i dokazany sledu¸wie teoremy:

Teorema A1. Pust~ 1 < p < ∞, 0 < θ ⩽ min(2, p) i pust~ k_1, β > 0, a monotonnaØ funkciØ φ(t) udovletvorØet sledu¸wim usloviØm: (1) ∃ε_1 > 0, takoe qto φ(t)t^{ε1} poqti ubyvaet na (0, 1), (2) ∃ε_2 > 0, takoe qto φ(t)t^{k1 −ε2} poqti vozrastaet na (0, 1).

Esli dlØ f ∈ L_p vypolneno uslovie 1∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k1+β} (f, t)_pdt < ∞,

to suwestvuet funkciØ ψ ∈ L_p, ime¸waØ rØd Fur~e σ(f, λ), gde λ_n = φ(1/n), i dlØ l¸bogo δ ∈ (0, 1/2] spravedlivo neravenstvo

ω_β (ψ, δ)_p ≪ { δ^{βθ} 1∫ δ φ^θ(t) t t^{−βθ}ω^θ_{k1+β} (f, t)_pdt + δ∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k1+β} (f, t)_pdt }_{1/θ} .

Teorema A2. Pust~ 1 < p < ∞, max(2, p) ⩽ τ < ∞, pust~ k_1, β > 0, a monotonnaØ funkciØ φ(t) udovletvorØet usloviØm (1) i (2) teoremy A1. Esli dlØ f ∈ L_p rØd σ(f, λ), gde λ_n = φ(1/n), est~ rØd Fur~e nekotoroæ funkcii ψ ∈ L_p, to dlØ l¸bogo δ ∈ (0, 1/2] spravedlivo neravenstvo

ω_β (ψ, δ)_p ≫ { δ^{βτ} 1∫ δ φ^τ (t) t t^{−βτ} ω^τ_{k1+β} (f, t)_pdt + δ∫ 0 φ^τ (t) t ω^τ_{k1+β} (f, t)_pdt }_{1/τ} .

V dannoæ rabote poluqeny obobweniØ ocenok modulØ gladkosti dlØ sluqaØ (c).

Teorema B1. Pust~ 1 < p < ∞, 0 < θ ⩽ min(2, p), max(2, p) ⩽ τ < ∞, pust~ k_2, β > 0, a monotonnaØ funkciØ φ(t) udovletvorØet sledu¸wim usloviØm: (1) ∃ε_1 > 0, takoe qto φ(t)t^{k2 +ε1} poqti ubyvaet na (0, 1), (2) ∃ε_2 > 0, takoe qto φ(t)t^{k2 +β−ε2} poqti vozrastaet na (0, 1).

OB OCENKAH MODULEæ GLADKOSTI FUNKCIæ... 123

Esli f ∈ L_p, i vypolneno uslovie 1∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k2+β} (f, t)_pdt < ∞, to suwestvuet funkciØ ψ ∈ L_p, ime¸waØ rØd Fur~e σ(f, λ), gde λ_n = φ(1/n), i dlØ l¸bogo δ ∈ (0, 1/2] spravedlivo neravenstvo (1) { δ^{(k2 +β)τ} φ^τ (δ) 1∫ δ t^{−(k2 +β)τ −1} φ^τ (t) ω^τ_β(ψ, t)_pdt }_{1/τ} ≪ {_δ∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k2 +β} (f, t)_pdt }_{1/θ} . Teorema B2. Pust~ 1 < p < ∞, 0 < θ ⩽ min(2, p), max(2, p) ⩽ τ < ∞, pust~ k_2, β > 0, a monotonnaØ funkciØ φ(t) udovletvorØet usloviØm (1), (2) teoremy B1. Esli dlØ f ∈ L_p rØd σ(f, λ), gde λ_n = φ(1/n), est~ rØd Fur~e nekotoroæ funkcii ψ ∈ L_p, to dlØ l¸bogo δ ∈ (0, 1/2] spravedlivo neravenstvo (2) { δ^{(k2 +β)θ}φ^θ(δ) 1∫ δ t^{−(k2 +β)θ−1} φ^θ(t) ω^θ_β(ψ, t)_pdt }_{1/θ} ≫ {_δ∫ 0 φ^τ (t) t ω^τ_{k2+β} (f, t)_pdt }_{1/τ} . Zameqanie 1. V qastnom sluqae, kogda funciØ φ(t) = t^{−r}, r > 0, i, sootvetstvenno, λ_n = n^r, utverßdeniØ, sootvetstvu¸wie Teoremam A1 i A2 (dlØ sluqaØ r < k) i Teoremam B1 i B2 (dlØ sluqaØ k < r < k + β), soderßatsØ v rabote [1].

Zameqanie 2. VyraßeniØ, kotorye stoØt v levyh qastØh neravenstv (1) i (2), nel~zØ odnovremenno zamenit~ na ω_β(ψ, δ)_p.

O toqnosti Teorem B1 i B2 govorØt sledu¸wie utverßdeniØ: Utverßdenie 1. Esli funkciØ f(x) ∈ L_p, (1 < p < ∞) imeet rØd Fur~e ∑_∞ n=1 a_n cos nx s kvazimonotonnymi kofficientami, t.e. ∃γ ⩾ 0, takoe qto a_nn^{−γ} ↓ 0, to utverßdeniØ Teorem B1 i B2 spravedlivy pri zamene usloviæ 0 < θ ⩽ min(2, p), max(2, p) ⩽ τ < ∞ na usloviØ 0 < θ ⩽ p, p ⩽ τ < ∞.

Utverßdenie 2. Esli funkciØ f(x) ∈ L_p (1 < p < ∞) imeet rØd Fur~e ∑_∞ n=1 a_n cos 2^nx, a_n ⩾ 0, to utverßdeniØ Teorem B1 i B2 spravedlivy pri zamene usloviæ 0 < θ ⩽ min(2, p), max(2, p) ⩽ τ < ∞ na usloviØ 0 < θ ⩽ 2, 2 ⩽ τ < ∞. 2. Vspomogatel~nye rezul~taty Lemma 1. [3] Pust~ a_n ⩾ 0, λ_n > 0. Togda dlØ l¸bogo p ⩾ 1: a. ∞∑ n=1 λ_n (_n∑ ν=1 a_ν )_p ≪ ∞∑ n=1 λ^{1−p}_n a^p_n (_∞∑ ν=n λ_ν )_p ,

124 TIHONOV b. ∞∑ n=1 λ_n (_∞∑ ν=n a_ν )_p ≪ ∞∑ n=1 λ^{1−p}_n a^p_n (_n∑ ν=1 λ_ν )_p . Lemma 2. [4] Esli funkciØ f ∈ L_p (1 < p < ∞) i qisla β, r > 0, τ = max(2, p), θ = min(2, p), to pri vseh δ ∈ (0, 1/2] spravedlivo neravenstvo: ( δ^{βτ} 1∫ δ t^{−βτ −1}ω^τ_{β+r}(f, t)_pdt )_{1/τ} ≪ ω_β (f, δ)_p ≪ ( δ^{βθ} 1∫ δ t^{−βθ−1}ω^θ_{β+r}(f, t)_pdt )_{1/θ} . Lemma 3. [2] Esli funkciØ f(x) ∈ L_p (1 < p < ∞) imeet rØd Fur~e ∑_∞ n=1 a_n cos nx s kvazimonotonnymi kofficientami, t.e. ∃γ ⩾ 0, takoe qto a_nn^{−γ} ↓ 0, to

(a) Utverßdenie Teoremy A1 spravedlivo pri zamene usloviØ 0 < θ ⩽ min(2, p) na uslovie 0 < θ ⩽ p,

(b) Utverßdenie Teoremy A2 spravedlivo pri zamene usloviØ max(2, p) ⩽ τ < ∞ na uslovie p ⩽ τ < ∞.

Lemma 4. [2] Esli funkciØ f(x) ∈ L_p (1 < p < ∞) imeet rØd Fur~e ∑_∞ n=1 a_n cos 2^nx, a_n ⩾ 0, to

(a) Utverßdenie Teoremy A1 spravedlivo pri zamene usloviØ 0 < θ ⩽ min(2, p) na uslovie 0 < θ ⩽ 2,

(b) Utverßdenie Teoremy A2 spravedlivo pri zamene usloviØ max(2, p) ⩽ τ < ∞ na uslovie 2 ⩽ τ < ∞.

3. Dokazatel~stvo Teoremy B1 Preßde vsego zametim, qto, tak kak funkciØ φ(t) udovletvorØet usloviØm (1) i (2) teoremy B1, to ona udovletvorØet usloviØm (1) i (2) teoremy A1 s parametrom k_1 = k_2 + β. Takße, ispol~zuØ usloviØ (1) i (2), moßno pokazat~, qto dlØ l¸bogo s > 0 vypolneny sootnoxeniØ: (3) n^{−k1 s} 1∫ 1/n t^{−k1s} φ^s(t) dt t ≍ n^{−k2s} 1/n∫ 0 t^{−k2 s} φ^s(t) dt t ≍ 1/n∫ 1/2n 1 φ^s(t) dt t ≍ 1 φ^s(1/n) . Deæstvitel~no, naprimer, dokaßem, qto n^{−k2 s} 1/n∫ 0 t^{−k2 s} φ^s(t) dt t ≍ 1 φ^s(1/n) . Iz usloviæ (1) i (2) sleduet, qto 0 < ε_1 i 0 < ε_2 < β. Togda spravedlivy neravenstva_{1/n} ∫ 0 t^{−k2 s} φ^s(t) dt t ≪ n^{(k2 +ε1 )s} φ^s(1/n) 1/n∫ 0 t^{ε1 s} dt t ≪ n^{k2 s} φ^s(1/n) ; 1/n∫ 0 t^{−k2s} φ^s(t) dt t ≫ n^{(k2+β−ε2 )s} φ^s(1/n) 1/n∫ 0 t^{(β−ε2)s} dt t ≫ n^{k2s} φ^s(1/n) .

OB OCENKAH MODULEæ GLADKOSTI FUNKCIæ... 125

Takim obrazom, moßno primenit~ teoremu A1, kotoraØ utverßdaet suwestvovanie prinadleßaweæ L_p funkcii ψ s rØdom Fur~e σ(f, λ), gde λ_n = φ(1/n), i vypolnenie sledu¸wego neravenstva (∀ν ∈ N):

ω^τ_β (ψ, 1/2^ν )_p ≪ { 2^{−νβθ} 1∫ 1/2^ν φ^θ(t) t t^{−βθ}ω^θ_{k1+β} (f, t)_pdt + 1/2^ν∫

0 φ^θ(t) t ω^θ_{k1+β} (f, t)_pdt }_{τ /θ}

≪ { 1/2^n∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k1 +β}(f, t)_pdt }_{τ /θ} + {_{n−1} ∑ ξ=ν φ^θ ( 1 2^ξ ) ω^θ_{k1+β} ( f, 1 2^ξ ) p }_{τ /θ}

+ { 2^{−νβθ} ν∑ ξ=1 2^{ξβθ}φ^θ ( 1 2^ξ ) ω^θ_{k1+β} ( f, 1 2^ξ ) p }_{τ /θ} =: I_{11} + I_{12} + I_{13}.

(4)

Vyberem natural~noe n, takoe qto 2^{−n} ⩽ δ < 2^{−n+1}. Togda

I : = { δ^{(k2 +β)τ} φ^τ (δ) 1∫ δ t^{−(k2+β)τ −1} φ^τ (t) ω^τ_β (ψ, t)_pdt }_{1/τ}

≍ φ(1/2^n) 2^{n(k2+β)} {_n∑ ν=0 2^{ντ (k2+β)} φ^τ (1/2^ν ) ω^τ_β ( ψ, 1 2^ν ) p }_{1/τ} . Ocenim I sverhu s uqetom neravenstva (4). I ≪ 3∑ j=1 φ(1/2^n) 2^{n(k2+β)} {_n∑ ν=0 2^{ντ (k2+β)} φ^τ (1/2^ν ) I_{1j} }_{1/τ} =: I_{21} + I_{22} + I_{23}.

Ispol~zuØ uslovie (3) i svoæstvo modulØ gladkosti, poluqim

I_{21} ≪ I^τ_{11} ≪ {_δ∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k1+β} (f, t)_pdt }_{1/θ} ≪ {_δ∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k2 +β}(f, t)_pdt }_{1/θ} . Dalee posledovatel~no primenØØ lemmu 1(b), uslovie (3) i lemmu 2, ocenim I_{22}.

I_{22} ≪ ≪ φ(1/2^n) 2^{n(k2+β)} {_n ∑ ν=0 ω^τ_{k1 +β} ( f, 1 2^ν ) p φ^τ ( 1 2^ν )( 2ντ (k_2+β) φ^τ (1/2^ν ) )_{1−τ /θ}(^ν∑ ξ=0 2^{ξτ (k2+β)} φ^τ (1/2^ξ) )_{τ /θ}}1/τ

≪ φ(1/2^n) 2^{n(k2+β)} {_n∑ ν=0 ω^τ_{k1+β} ( f, 1 2^ν ) p 2^{ντ (k2+β)} }_{1/τ} ≪ φ ( 1 2^n ) ω_{k2 +β} ( f, 1 2^n ) p ≪ {_δ∫ 0 φ^θ(t) t ω^θ_{k2+β} (f, t)_pdt }_{1/θ} .

126 TIHONOV

Teper~ ocenim I_{23}, ispol~zuØ lemmu 1(a) i uslovie (3).

I_{23} ≪ φ(1/2^n) 2^{n(k2+β)} × {_n ∑ ν=0 ω^τ_{k1+β} ( f, 1 2^ν ) p φ^τ ( 1 2^ν ) 2^{νβτ} ( 2ντ k_2 φ^τ (1/2^ν )

)_{1−} τ_θ (^n∑ ξ=ν 2^{ξτ k2} φ^τ (1/2^ξ) )_{τ /θ}}1/τ

≪ φ(1/2^n) 2^{n(k2+β)} {_n∑ ν=0 ω^τ_{k1+β} ( f, 1 2^ν ) p 2^{ντ (k2+β)} }_{1/τ} . Poslednee vyraßenie my uße ocenivali vyxe.

Itak, I ≪ {_δ∫ 0 ψ^θ(t) t ω^θ_{k2+β} (f, t)_pdt }_{1/θ} . Teorema dokazana.

4. Dokazatel~stvo Teoremy B2 Tak kak funkciØ φ(t) udovletvorØet usloviØm (1) i (2), to moßno pokazat~, qto dlØ l¸bogo s > 0 vypolneny sootnoxeniØ (k_1 = k_2 + β):

(5) n^{k1 s} 1/n∫ 0 φ^s(t) t t^{k1s}dt ≍ 1/n∫ 1/2n φ^s(t) t dt ≍ φ^s(1/n).

Analogiqno dokazatel~stvu Teoremy B1, ispol~zuØ Teoremu A2 s λ_n = φ(1/n) i k_1 = k_2 + β, poluqim spravedlivost~ sledu¸wego neravenstva:

ω_β(ψ, δ)_p ≫ { δ^{βτ} 1∫ δ φ^τ (t) t t^{−βτ} ω^τ_{k1 +β} (f, t)_pdt + δ∫ 0 φ^τ (t) t ω^τ_{k1 +β}(f, t)_pdt }_{1/τ}

≫ {_δ∫ 0 φ^τ (t) t ω^τ_{k1 +β}(f, t)_pdt }_{1/τ} . (6)

NarØdu s neravenstvom (6), nam ponadobitsØ neravenstvo

(7) ω_{k1+β} (f, δ) ≪ 1 φ(δ) ω_β (ψ, δ)_p dlØ δ ∈ (0, 1/2]

Dokaßem (7), pol~zuØs~ neravenstvom (6), svoæstvami modulØ gladkosti i usloviem (1) na funkci¸ φ(t).

OB OCENKAH MODULEæ GLADKOSTI FUNKCIæ... 127

ω_β(ψ, δ)_p ≫ {_δ∫ 0 φ^τ (t)t^{(k1 +β)τ} t ω^τ_{k1+β} (f, t)_p t^{(k1 +β)τ} dt }_{1/τ}

≫ ω_{k1+β} (f, δ)_p δ^{k1 +β} {_δ∫ 0 φ^τ (t)t^{(k1 +β)τ −1}dt }_{1/τ}

≫ ω_{k1+β} (f, δ)_p δ^{k1 +β} { φ^τ (δ)δ^{(k2 +ε1 )τ} δ∫ 0 t^{(k1+β−k2 −ε1)τ −1} dt }_{1/τ}

≫ ω_{k1+β} (f, δ)φ(δ). Vyberem natural~noe n, takoe qto 2^{−n} ⩽ δ < 2^{−n+1}. Togda, primenØØ neravenstvo (5) i lemmu 2, poluqim δ∫ 0 φ^τ (t) t ω^τ_{k2 +β}(f, t)_pdt ≍ ∞∑ ν=n φ^τ ( 1 2^ν ) ω^τ_{k2+β} ( f, 1 2^ν ) p ≪ ∞∑ ν=n φ^τ (1/2^ν ) 2^{ν(k2 +β)τ} (_ν∑ ξ=1 2^{ξ(k2 +β)θ}ω^θ_{k1+β} ( f, 1 2^ξ ) p )_{τ /θ}

≪ ∞∑ ν=n φ^τ (1/2^ν ) 2^{ν(k2 +β)τ} (_n∑ ξ=1 2^{ξ(k2 +β)θ}ω^θ_{k1+β} ( f, 1 2^ξ ) p )_{τ /θ}

+ ∞∑ ν=n φ^τ (1/2^ν ) 2^{ν(k2+β)τ} (_ν∑ ξ=n+1 2^{ξ(k2+β)θ}ω^θ_{k1+β} ( f, 1 2^ξ ) p )_{τ /θ} = J_1 + J_2.

Ocenka J_1 proizvoditsØ s pomow~¸ neravenstv (5) i (7):

J_1 ≪ φ^τ (1/2^n) 2^{n(k2 +β)τ} (_n∑ ν=1 2^{ν(k2+β)θ} φ^τ (1/2^ν ) ω^θ_β ( ψ, 1 2^ν ) p )_{τ /θ} . DlØ togo, qtoby ocenit~ J_2, vospol~zuemsØ lemmoæ 1 i neravenstvom (6).

J_2 ≪ ∞∑ ν=n φ^τ ( 1 2^ν ) ω^τ_{k1+β} ( f, 1 2^ν ) p ≪ ω^τ_β ( ψ, 1 2^n ) p . Takim obrazom, poluqaem cepoqku neravenstv {_δ∫ 0 φ^τ (t) t ω^τ_{k2+β} (f, t)_pdt }_{1/τ} ≪ (J_1 + J_2)^{1/τ}

≪ { δ^{(k2 +β)θ}φ^θ(δ) 1∫ δ t^{−(k2 +β)θ−1} φ^θ(t) ω^θ_β(ψ, t)_pdt }_{1/θ} .

128 TIHONOV

Teorema dokazana.

UtverßdeniØ 1 i 2 dokazyva¸tsØ teße metodami, qto i teoremy B1 i B2, tol~ko vmesto teorem A1 i A2 nado ispol~zovat~ lemmu 3 (dlØ dokazatel~stva UtverßdeniØ 1) i lemmu 4 (dlØ dokazatel~stva UtverßdeniØ 2).

Avtor vyraßaet blagodarnost~ professoru M. K. Potapovu za vnimanie k rabote.

Spisok literatury

[1] M. K. Potapov, B. Lakoviq, B. V. Simonov, Ob ocenkah moduleæ gladkosti funkciæ, ime¸wih drobnu¸ proizvodnu¸, Math. Montisnigri 7 (1996), 41–52.

[2] M. K. Potapov, B. V. Simonov, Ob ocenkah moduleæ gladkosti funkciæ s preobrazovannym rØdom Fur~e, Fundamental~naØ i prikladnaØ matematika 1:2 (1995), 455–469 [3] M. K. Potapov, M. Berixa, Moduli gladkosti i kofffficienty Fur~e periodiqeskih funkciæ odnogo peremennogo, Publ. Inst. Math., Nouv. Ser. 26(40) (1979), 215–228 [4] M. F. Timan, Osobennosti osnovnyh teorem konstruktivnoæ teorii funkciæ v prostranstvah L_p, V sb. “IssledovaniØ po osnovnym teoremam konstruktivnoæ teorii funkciæ”, Baku, 1965.

Mehaniko-matematiqeskiæ fakultet (Postupila 16 04 2002) MGU, Moskva RossiØ

ser tikhonov@mail.ru