PUBLICATIONS DE L’INSTITUT MATHÉMATIQUE Nouvelle série, tome 76(90) (2004), 149–156

ASIMPTOTIKA MATRIQNO` OBOBWENNO` FUNKCII VOSSTANOVLENI˚

M. S. Sgibnev

Communicated by Slobodanka Janković

Rezyume. IssleduetsØ asimptotika matriqnoæ obobwennoæ funkcii vosstanovleniØ.

1. Vvedenie

Pust~ F — veroØtnostnoe raspredelenie, F^{0∗} := δ — mera ediniqnoæ massy, sosredotoqennaØ v nule, F^{1∗} := F , F^{(k+1)∗} := F ∗ F^{k∗}, k � 1. Mera vosstanovleniØ H :=

∑_∞

k=0 F^{k∗} ØvlØetsØ klassiqeskim ob¨ektom issledovaniæ v teorii veroØtnosteæ (sm., naprimer, [1, gl. XI]). Bol~xoe vnimanie v veroØtnostnoæ literature [2]–[12] bylo udeleno takße i obobwennoæ mere vosstanovleniØ U :=

∑_∞

k=0 ϕ(k)F^{k∗}, gde {ϕ(k)} — posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel, obyqno pravil~no menØ¸waØsØ.

Drugoe napravlenie issledovaniæ v teorii vosstanovleniØ svØzano v perehodom ot raspredeleniæ k matricam mer. Pust~ F = (F_{ij} ) i G = (G_{ij} ) — matricy porØdka n×n, fflementy kotoryh sut~ koneqnye neotricatel~nye mery na prØmoæ R. Svertkoæ F ∗ G nazyvaetsØ matrica s fflementami (F ∗ G)_{ij} := ∑_n

l=1 F_{il} ∗ G_{lj} , i, j = 1, . . . , n. Oboznaqim qerez I i 0 ediniqnu¸ i nulevu¸ matricy porØdka n × n. Matrica mer H :=

∑_∞ k=0 F^{k∗} nazyvaetsØ matriqnoæ meroæ vosstanovleniØ; zdes~ F^{1∗} := F, F^{(k+1)∗} := F^{k∗} ∗ F = F ∗ F^{k∗}, k � 1, F^{0∗} := δI. Obobwennoæ matriqnoæ meroæ vosstanovleniØ nazyvaetsØ matrica mer U :=

∑_∞

k=0 ϕ(k)F^{k∗}, gde {ϕ(k)} — posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel.

Asimptotiqeskie svoæstva matriqnoæ mery vosstanovleniØ H issledovalis~, naprimer, v [13]–[16]; pri fftom predpolagalos~, qto ishodnaØ matriqnaØ mera F sosredotoqena na [0, ∞).

2000 Mathematics Subject Classification: Primary 60K05; Secondary 40E05. 149

NastoØwaØ rabota posvØwena izuqeni¸ asimptotiki matriqnoæ obobwennoæ funkcii vosstanovleniØ U(t) :=

∑_∞

k=0 ϕ(k)F^{k∗}((−∞, t]), gde posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel {ϕ(k)} obrazovana znaqeniØmi v celoqislennyh toqkah nekotoroæ pravil~no menØ¸weæsØ funkcii ϕ(x). V otliqie ot [13]–[16] my ne budem predpolagat~, qto matriqnaØ mera F = (F_{ij} ) sosredotoqena na [0, ∞), zamenØØ ffto trebovanie menee ograniqitel~nym usloviem ∫ R e^{qx} F_{ij} (dx) < ∞ pri nekotorom q < 0, i, j = 1, . . . , n.

2. Tauberova teorema

Snaqala ostanovimsØ na odnom nesloßnom i, po-vidimomu, uße izvestnom obobwenii tauberovoæ teoremy [1, gl. XIII, § 5, teorema 1], v kotoroæ req~ idet o svØzi asimptotiqeskogo povedeniØ na beskoneqnosti funkcii raspredeleniØ U(x) := U((0, x]) neotricatel~noæ mery U, sosredotoqennoæ na (0, ∞), i asimptotikoæ v nule ee preobrazovaniØ Laplasa ω(λ) :=

∫_∞ 0 e^{−λx} U(dx), λ > 0. Predlagaemoe obobwenie sostoit v tom, qto trebovanie sosredotoqennosti U na (0, ∞) zamenØetsØ suwestvovaniem ffksponencial~nogo momenta s otricatel~nym pokazatelem mery U: ∫ R e^{qx} U(dx) < ∞ pri nekotorom q < 0.

Poskol~ku dlØ mer na vseæ prØmoæ prisutstvie znaka “minus” v ffksponente preobrazovaniØ Laplasa terØet smysl, my budem ispol~zovat~ sledu¸wee opredelenie preobrazovaniØ Laplasa mery U: Û(s) := ∫ R e^{sx} U(dx) pri uslovii, qto vypisannyæ integral shoditsØ absol¸tno. Drugoæ obweprinØtyæ, no bolee gromozdkiæ termin: Û(s) — proizvodØwaØ funkciØ momentov mery U. Napomnim [17, gl. 1], qto poloßitel~naØ funkciØ R(x) pravil~no menØetsØ na beskoneqnosti, esli ona izmerima na [A, ∞), A > 0, i suwestvuet takoe β ∈ R, qto dlØ proizvol~nogo λ > 0

(1) lim_{x→∞}

R(λx) R(x)

= λ^β .

Qislo β nazyvaetsØ pokazatelem pravil~nogo izmeneniØ funkcii R(x). Esli β = 0, to takaØ pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ nazyvaetsØ medlenno menØ- ¸weæsØ funkcieæ i obyqno oboznaqaetsØ qerez L(x). Oqevidno, qto esli pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ R(x) imeet pokazatel~ β, to R(x) = x^β L(x), gde L(x) medlenno menØetsØ.

Vvedem poloßitel~nu¸ peremennu¸ t i otricatel~nu¸ peremennu¸ s, svØzannye sootnoxeniem ts = −1. Togda s → 0− pri t → +∞ i naoborot. DlØ proizvol~noæ mery U na vseæ prØmoæ poloßim U(x) := U((−∞, x]).

Teorema 1. Pust~ U — mera na vseæ prØmoæ takaØ, qto Û(q) < ∞ pri nekotorom q < 0. Togda dlØ fiksirovannogo β ∈ [0, ∞) kaßdoe iz sledu¸wih sootnoxeniæ vleqet ostal~nye:

Û(sλ) Û(s) → 1 λ^β

, s → 0−, (2)

U(tx) Û(s) → x^β Γ(β + 1)

, t → +∞, (3) U(tx) U(t)

→ x^β , t → +∞. (4) Dokazatel~stvo. Esli U(R) < ∞, to utverßdenie teoremy trivial~no.

Predpoloßim pofftomu, qto U(R) = ∞. Pust~ U_+ — sußenie U na (0, ∞). Oboznaqim qerez (2^′)–(4^′), sootnoxeniØ (2)–(4), v kotoryh U zameneno na U_+. Soglasno [1, gl. XIII, §5, teorema 1] kaßdoe iz sootnoxeniæ (2^′)–(4^′) vleqet ostal~nye. S drugoæ storony, (2) i (2^′), (3) i (3^′), (4) i (4^′) poparno ffkvivalentny. Deæstvitel~no, rassmotrim, naprimer, sootnoxeniØ (2) i (2^′). Imeem Û(s) = (U − U_+)∧(s) + Û_+(s) i (U − U_+)∧(s) → U((−∞, 0]) < ∞ pri s → 0−. Sledovatel~no, Û(s) ∼ Û_+(s) pri s → 0−. Teorema 1 dokazana. □

3. Osnovnoæ rezul~tat

Oboznaqim qerez ϱ(A) spektral~nyæ radius proizvol~noæ qislovoæ matricy A. Po teoreme Perrona–Frobeniusa [18, teorema 9.2.1] l¸baØ neotricatel~naØ neprivodimaØ matrica A imeet poloßitel~noe sobstvennoe znaqenie kratnosti 1, ravnoe ϱ(A), i suwestvu¸t poloßitel~nye pravyæ i levyæ sobstvennye vektory, sootvetstvu¸wie fftomu sobstvennomu znaqeni¸. UslovimsØ: vse operacii nad matricami mer i vektorami osuwestvlØ¸tsØ po-fflemen-tno; naprimer, F̂(s) := (F̂_{ij} (s)) ili ewe: ∫ R x F(dx) := (∫ R x F_{ij} (dx) ) . Analogiqnoe soglaxenie otnositsØ i k neravenstvam, v kotoryh uqastvu¸t matricy i vektory.

Teorema 2. Pust~ F — matrica porØdka n×n, fflementy kotoroæ sut~ koneqnye neotricatel~nye mery na R. Predpoloßim, qto matrica F(R) neprivodima i ϱ[F(R)] = 1. Vyberem levyæ i pravyæ sobstvennye vektory l = (l_1, . . . , l_n) i r = (r_1, . . . , r_n)^T s poloßitel~nymi koordinatami, otveqa¸wie sobstvennomu znaqeni¸ 1 matricy F(R) tak, qtoby lr = 1. Dopustim, qto μ := l ∫ R x F(dx)r ∈ (0, +∞) i ∫ R e^{qx}F(dx) < ∞ pri nekotorom q < 0. Pust~ funkciØ ϕ(x), x � 0, pravil~no menØetsØ na beskoneqnosti s pokazatelem α > −1. Togda dlØ matriqnoæ obobwennoæ funkcii vosstanovleniØ U(t) = ∑_∞

k=0 ϕ(k)F^{k∗}(t) vypolnØetsØ sledu¸wee sootnoxenie:

(5) U(t) ∼ tϕ(t) (α + 1)μ^{α+1} rl, t → +∞.

Dokazatel~stvo. Qtoby utverßdenie teoremy imelo smysl, neobhodimo, preßde vsego, ustanovit~ koneqnost~ U(t) pri vseh t. S fftoæ cel~¸ dokaßem dve lemmy.

Lemma 1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2. Togda naædetsØ q_1 ∈ (q, 0) takoe, qto Û(s) :=

∑_∞

k=0 ϕ(k)F̂(s)^k, q_1 < Re s < 0, — preobrazovanie Laplasa mery U.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto dlina vektora r ravna edinice. �ta normirovka, narØdu s usloviem lr = 1, odnoznaqno opredelØet sobstvennye vektory l i r matricy F(R).

Pust~ s ∈ (q, 0). Poskol~ku matrica F̂(s) � 0 neprivodima (tak ße, kak i F̂(0) = F(R)), ona imeet poloßitel~noe sobstvennoe znaqenie λ(s) kratnosti 1, ravnoe ϱ[F̂(s)].

Vyberem levyæ i pravyæ sobstvennye vektory l(s) i r(s) s poloßitel~- nymi koordinatami, otveqa¸wie sobstvennomu znaqeni¸ λ(s) matricy F̂(s), tak, qtoby l(s)r(s) = 1 i dlina r(s) ravnØlas~ edinice. Po teoreme ob analitiqeskih vozmuweniØh nekratnogo sobstvennogo znaqeniØ [18, teorema 7.7.1] v dostatoqno maloæ okrestnosti {ζ ∈ C : |ζ − s| < δ} toqki s ∈ (q, 0) suwestvuet takoe nekratnoe sobstvennoe znaqenie μ(ζ; s) matricy F̂(s), qto

μ(ζ; s) = λ(s) + ζμ^{(1)}(s) + ζ^2μ^{(2)}(s) + · · · .

Dalee, suwestvu¸t pravyæ i levyæ sobstvennye vektory x(ζ; s) i y(ζ; s) s sobstvennym znaqeniem μ(ζ; s), dlØ kotoryh y(ζ; s)x(ζ; s) = 1 i

x(ζ; s) = x(s) + ζx^{(1)}(s) + ζ^2x^{(2)}(s) + · · · ,

y(ζ; s) = y(s) + ζy^{(1)}(s) + ζ^2y^{(2)}(s) + · · · .

Qtoby iskl¸qit~ proizvol v vybore x(ζ; s) i y(ζ; s), budem sqitat~, qto dlina x(ζ; s) ravna edinice (normiruØ x(ζ; s) v sluqae neobhodimosti). Togda x(s) = r(s) i y(s) = l(s). Poskol~ku μ(ζ; s) — vozmuwenie nekratnogo maksimal~nogo po modul¸ sobstvennogo znaqeniØ λ(s) matricy F̂(s), imeem μ(ζ; s) = λ(ζ) dlØ vewestvennyh ζ. Itak, λ(s) analitiqna v l¸boæ toqke s ∈ (q, 0). To ße samoe moßno skazat~ i o vektor-funkciØh l(s) i r(s). Izvestno, qto sobstvennye znaqeniØ nepreryvno zavisØt ot fflementov matricy. Pofftomu λ(s) → 1 pri s → 0−. Teper~ pokaßem, qto r(s) → r i l(s) → l pri s → 0−. Pust~ r^{(0)}_1 := lim sup_{s→0−} r_1(s). Vyberem posledovatel~nost~ {s_k} ⊂ (q, 0) takim obrazom, qtoby s_k → 0 pri k → ∞ i lim_{k→∞} r_1(s_k) = r^{(0)}_1 . PerehodØ v sluqae neobhodimosti k podposledovatel~nosti, moßno sqitat~, qto ∃ lim_{k→∞} r(s_k) := r^{(0)}. Imeem lim_{k→∞} F̂(s_k)r(s_k) = lim_{k→∞} λ(s_k)r(s_k) = r^{(0)}. S drugoæ storony, lim_{k→∞} F̂(s_k)r(s_k) = F̂(0)r^{(0)}. Takim obrazom, r^{(0)} — nepodvißnyæ vektor matricy F̂(0) = F(R). Tak kak dlina r^{(0)} ravna edinice, spravedlivo ravenstvo r^{(0)} = r. Itak, lim sup_{s→0−} r_1(s) = r_1. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto lim inf_{s→0−} r_1(s) = r_1. Sledovatel~no, r_1(s) → r_1, s → 0−. �ti rassußdeniØ primenimy takße i k ostal~nym koordinatam vektora r(s). V itoge, ∃ lim_{s→0−} r(s) = r. Analogiqno, ∃ lim_{s→0−} l(s) = l.

Teper~ pokaßem, qto naædetsØ q_1 ∈ (q, 0) takoe, qto λ(s) < 1 ∀s ∈ (q_1, 0). DlØ fftogo vyqislim proizvodnu¸ λ^′(s). Vospol~zuemsØ argumentacieæ iz dokazatel~stva teoremy 6.3.12 [19]. Imeem l(s)F̂(s)r(s) = λ(s). Sledovatel~no,

λ^′(s) = l^′(s)F̂(s)r(s) + l(s)F̂^′(s)r(s) + l(s)F̂(s)r^′(s) (6) = λ(s)[l^′(s)r(s) + l(s)r^′(s)] + l(s)F̂^′(s)r(s)

= l(s)F̂^′(s)r(s) → l ∫ R x F(dx)r = μ > 0, s → 0−;

zdes~ my vospol~zovalis~ toßdestvom l(s)r(s) ≡ 1. Takim obrazom, v nekotoroæ levostoronneæ okrestnosti (q_1, 0) nulØ funkciØ λ(s) vozrastaet i, poskol~ku λ(0) = 1, λ(s) < 1 pri s ∈ (q_1, 0).

Pri fftih ße znaqeniØh s opredelena takße matriqnaØ funkciØ Û(s) = ∑_∞

k=0 ϕ(k)F̂(s)^k, poskol~ku rØd shoditsØ po-fflementno. Deæstvitel~no, umnoßaØ Û(s) sprava na r(s), poluqim

Û(s)r(s) =^∞ ∑ k=0 ϕ(k)λ(s)^kr(s). RØd ∑_∞ k=0 ϕ(k)λ(s)^k shoditsØ pri s ∈ (q_1, 0), poskol~ku λ(s) < 1 i ϕ(x) = x^αL(x), a medlenno menØ¸waØsØ funkciØ L(x) rastet medlennee l¸boæ stepennoæ funkcii [17, §1.5, p. 1]: x^{−γ} L(x) → 0, x → +∞, pri l¸bom γ > 0. Tak kak vse koordinaty vektora r(s) poloßitel~ny, Û(s) < ∞. Nakonec,

Û(s) = lim_{m→∞}^m ∑ k=0 ϕ(k)F̂(s)^k

= lim_{m→∞} ∫ R e^{sx}

[_m ∑ k=0 ϕ(k)F^{k∗} ] (dx) = ∫ R e^{sx} U(dx).

Lemma 1 dokazana. □

Lemma 2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2. Togda U(t) < ∞ dlØ l¸bogo t ∈ R.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Iz koneqnosti Û(s) pri s ∈ (q_1, 0) vytekaet σ-koneqnost~ mery U, t.e. U(A) < ∞ dlØ vseh ograniqennyh borelevskih podmnoßestv A ⊂ R. Dalee, U((−∞, 0]) �

∫_0 −∞ e^{sx} U(dx) < ∞ pri l¸bom s ∈ (q_1, 0). Lemma 2 dokazana. □

Naxa dal~neæxaØ cel~ sostoit v tom, qtoby ustanovit~ asimptotiku Û(s) pri s → 0− s tem, qtoby zatem, vospol~zovavxis~ teoremoæ 1, dokazat~ trebuemoe utverßdenie o povedenii U(t) pri t → +∞. V kaqestve promeßutoqnogo xaga rassmotrim povedenie vektora Û(s)r(s) pri s → 0− (sm. oboznaqeniØ iz dokazatel~stva lemmy 1). Oboznaqim Q(z) :=

∑_∞ k=0 ϕ(k)z^k. Soglasno tauberovoæ teoreme dlØ stepennyh rØdov [1, gl. XIII, §5, teorema 5]

Q(z) ∼ 1 (1 − z)^β

L_1 ( 1 1 − z ) , z → 0−,

togda i tol~ko togda, kogda

ϕ(0) + ϕ(1) + · · · + ϕ(n) ∼ 1 Γ(β + 1) n^β L_1(n), n → ∞;

zdes~ β � 0, L_1(x) medlenno menØetsØ na beskoneqnosti. Iz usloviØ ϕ(x) = x^αL(x), α > −1, vytekaet, qto

ϕ(0) + ϕ(1) + · · · + ϕ(n) ∼ n^{α+1}L(n) α + 1

, n → ∞,

t.e. v naxem sluqae β = α + 1 i

L_1(x) =

L(x)Γ(α + 2) α + 1

= L(x)Γ(α + 1).

Takim obrazom,

Q(z) ∼

Γ(α + 1) (1 − z)^{α+1} L ( 1 1 − z ) , z → 0 − .

Imeem

(7) Û(s)r(s) = Q[λ(s)]r(s) ∼

Γ(α + 1) [1 − λ(s)]^{α+1} L ( 1 1 − λ(s) ) r, s → 0 − .

Dalee, tak kak λ^′(s) → μ pri s → 0− (sm. (6)), spravedlivo predstavlenie 1 − λ(s) = −μs + o(s). Pri vseh s < 0, dostatoqno blizkih k 0, |o(s)| < μ|s|/2, otkuda vytekaet 1 − λ(s) ∈ (μ|s|/2, 3μ|s|/2). Pofftomu L ( 1 1 − λ(s) ) ∼ L ( 1 |s| ) , s → 0−,

tak kak dlØ medlenno menØ¸wihsØ funkciæ sootnoxenie (1) vypolnØetsØ ravnomerno otnositel~no λ iz l¸bogo intervala [a, b] ⊂ (0, ∞) [17, teorema 1.1, p. 1.2] (v naxem sluqae moßno poloßit~ a = 2/3μ, b = 2/μ). S uqetom vyxeskazannogo sootnoxenie (7) moßno perepisat~ v vide

(8) Û(s)r(s) ∼

Γ(α + 1) μ^{α+1}(−s)^{α+1} L ( 1 |s| ) r, s → 0 − .

Oboznaqim R_1(x) pravil~no menØ¸wu¸sØ funkci¸ Γ(α + 1)x^{α+1}L(x)/μ^{α+1}.

Lemma 3. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2. Togda

A := lim sup

s→0−

Û(s) R_1(1/|s|)

= rl.

Dokazatel~stvo lemmy 3. Oqevidno, qto A ≠ 0 i

lim sup

s→0−

F̂(s)Û(s) R_1(1/|s|)

� F(R)A.

Soglasno uße upominavxeæsØ teoreme o ravnomernom medlennom izmenenii [17, teorema 1.1, p. 1.2] L(k + 1) ∼ L(k) pri k → ∞ (v ukazannoæ teoreme dostatoqno poloßit~ a = 1, b = 2). Sledovatel~no, ϕ(k + 1) ∼ ϕ(k), k → ∞. Ispol~zuØ ffto svoæstvo, pokaßem qto

(9) lim sup_{s→0−}

F̂(s)Û(s) R_1(1/|s|)

= A.

Oboznaqim, vremenno, levu¸ qast~ (9) qerez A_1. Qislitel~ dopredel~nogo sootnoxeniØ razob~em na dva slagaemyh:

F̂(s)Û(s) =^∞ ∑ k=0 ϕ(k)F̂(s)^{k+1} =

N−1∑ k=0 + ∞∑ k=N . Poskol~ku R_1(x) → ∞, x → +∞, i F̂(s)^{k+1} → F̂(0)^{k+1} < ∞, s → 0−, moßno prenebreq~ slagaemym

∑_{N−1} k=0 pri dokazatel~stve (9). Po tem ße samym priqinam iz opredeleniØ matricy A vytekaet

A = lim sup

s→0−

∑_∞

k=N ϕ(k + 1)F̂(s)^{k+1} R_1(1/|s|) . ZadadimsØ proizvol~nym ε > 0. Vyberem N tak, qtoby 1−ε < ϕ(k)/ϕ(k +1) < 1 + ε pri vseh k � N. Togda

A_1 = lim sup

s→0−

∑_∞

k=N ϕ(k)F̂(s)^{k+1} R_1(1/|s|)

� (1 + ε) lim sup_{s→0−}

∑_∞ k=N ϕ(k + 1)F̂(s)^{k+1} R_1(1/|s|)

= (1 + ε)A.

Analogiqno, A_1 � (1−ε)A. Tak kak ε > 0 proizvol~no, A_1 = A, i sootnoxenie (9) dokazano.

Takim obrazom, A � F(R)A. Na samom ße dele zdes~ dolßen stoØt~ znak ravenstva. Deæstvitel~no, esli dopustit~ protivnoe, to odnovremenno l[F(R)A − A] ≠ (0, . . . , 0) (vse koordinaty l poloßitel~ny) i l[F(R)A − A] = lA − lA = (0, . . . , 0), qto nevozmoßno. Itak, A = F(R)A. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto A = AF(R). �ti ravenstva oznaqa¸t, qto stroki matricy A sut~ levye sobstvennye vektory matricy F(R), otveqa¸wie ee sobstvennomu znaqeni¸ 1, a stolbcy A — pravye nepodvißnye vektory F(R). Pust~ a_i = (a_{i1}, . . . , a_{in}) — i-Ø stroka A. Togda suwestvu¸t qisla α_i � 0 takie, qto a_i = α_il, i = 1, . . . , n, poskol~ku kratnost~ sobstvennogo znaqeniØ 1 matricy F(R) ravna edinice. Analogiqno, esli b_j = (a_{1j} , . . . , a_{nj} )^T — j-æ stolbec A, to suwestvu¸t qisla β_j � 0 takie, qto b_j = β_j r, j = 1, . . . , n. Oboznaqim qerez α vektor-stolbec (α_1, . . . , α_n)^T a qerez β — vektor-stroku (β_1, . . . , β_n). Togda A = αl = rβ. Sledovatel~no, β_j = l_j (α_i/r_i) ∀i, j. Poskol~ku β ≠ (0, . . . , 0), qislo γ := α_i/r_i poloßitel~no i ne zavisit ot i. Sledovatel~no, α = γr. V silu (8) imeem Ar = r. Krome togo, Ar = αlr = α. Itak, α = r. Lemma 3 dokazana. □

Sledu¸waØ lemma dokazyvaetsØ analogiqno.

Lemma 4. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2. Togda

B := lim inf

s→0−

Û(s) R_1(1/|s|)

= rl.

156 SGIBNEV

VozvratimsØ k dokazatel~stvu teoremy 2 i vospol~zuemsØ lemmami 3 i 4. Imeem

Û(s) ∼ R_1 ( 1 |s| ) rl =

Γ(α + 1) μ^{α+1}(−s)^{α+1} L ( 1 |s| ) rl, s → 0 − .

Po teoreme 1

U(t) ∼

Γ(α + 1)t^{α+1}L(t) Γ(α + 2)μ^{α+1} rl = t^{α+1}L(t) (α + 1)μ^{α+1} rl, t → +∞.

Teorema 2 dokazana polnost~¸. □

Literatura

[1] V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ, 2, Mir, Moskva, 1967. [2] C. C. Heyde, Two probability theorems with applications to a first passage problem, J. Austral.

Math. Soc. Ser. B. 4 (1964), 214–222.

[3] C. C. Heyde, Some renewal theorems with applications to a first passage problem, Ann. Math.

Statist. 37 (1966), 699–710.

[4] J. M. Kalma, Generalized renewal measures, Thesis, Groningen Univ., Groningen, 1972. [5] P. Greenwood, E. Omey, J. L. Teugels, Harmonic renewal measures, Z. Wahrsch. Verw.

Gebiete. 12 (1982), 391–409.

[6] P. Embrechts, M. Maejima, E. Omey, A renewal theorem of Blackwell type, Ann. Probab. 12 (1984), 561–570.

[7] P. Embrechts, M. Maejima, E. Omey, Some limit theorems for generalized renewal measures, J. London Math. Soc. (2) 31 (1985), 184–192.

[8] R. Grübel, On harmonic renewal measures, Probab. Theory Related Fields 71 (1986), 393– 403.

[9] R. Grübel, On subordinated distributions and generalized renewal measures, Ann. Probab.

15 (1987), 394–415.

[10] R. Grübel, Harmonic renewal sequences and the first positive sum, J. London Math. Soc. (2) 38 (1988), 179–192.

[11] G. Alsmeyer, Some relations between harmonic renewal measures and certain first passage times, Statist. Probab. Lett. 12 (1990), 19–27.

[12] G. Alsmeyer, On generalized renewal measures and certain first passage times, Ann. Probab.

20 (1992), 1229–1247.

[13] K. S. Crump, On systems of renewal equations, J. Math. Anal. Appl. 30 (1970), 425–434. [14] K. S. Crump, On systems of renewal equations: the reducible case, J. Math. Anal. Appl. 31 (1970), 517–528.

[15] N. B. EngibarØn, Teoremy vosstanovleniØ dlØ sistemy integral~nyh uravneniæ, Matem. Sb. 189:12 (1998), 59–72.

[16] M. S. Sgibnev, Razloßenie Stouna dlØ matriqnoæ mery vosstanovleniØ na poluosi, Matem. Sb. 193:7 (2001), 97–106.

[17] E. Seneta, Pravil~no menØ¸wiesØ funkcii, Nauka, Moskva, 1985. [18] P. Lankaster, TeoriØ matric, Nauka, Moskva, 1982. [19] R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz, Mir, Moskva, 1989.

Institut matematiki (Postupila 01 12 2003) im. S. L. Soboleva SO RAN Novosibirsk RossiØ

sgibnev@math.nsc.ru