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FORMES LINEAIRES D’APPROXIMATION
ET IRRATIONALITE DE VALEURS DE ¢-FONCTIONS

D. DUVERNEY

Abstract: Let ¢ be a rational integer, with |¢| > 2. Let f be a complex function,
analytic in |z| < R, and satisfying a Poincaré-type equation of the form

flgz) = P(z) f(z) + Q(x) ,

where P and @ are rational fractions. We prove, under some conditions on f, that the

set:
E(d) = {a € Q/ Rlg ™" < |o| < B; [Q[f(e)] : Q] < d}

is finite, and give an upper bound (depending on d and f) for the number of its elements.

1 — Introduction

Dans [8], P. Bundschuh et M. Waldschmidt ont démontré des résultats d’irra-
tionalité au sujet de fonctions entiéres vérifiant des équations de Poincaré du type
suivant:

(1) flgz) = P(z) f(x) + Q(z) ,

ou P et () sont des polynémes.

Le but de ce travail est d’étudier les propriétés arithmétiques de fonctions
non nécessairement entieres vérifiant (1), dans le cas out P et @) sont des fractions
rationnelles. Alors que P. Bundschuh et M. Waldschmidt travaillaient au voisi-
nage de l'infini en utilisant la méthode de Gel’fond—Schneider, nous travaillerons
au voisinage de l'origine en construisant une forme linéaire d’approximation des
nombres 1, f(a), f(a)?, ..., f(a)*. Nous obtiendrons ainsi une fonction auxili-
aire avec “beaucoup de zéros”; le lemme de zéros que nous utiliserons sera parti-
culierement simple: une fonction analytique non nulle ne peut admettre que des
zéros isolés.
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Pour simplifier 'exposé et les énoncés, dans toute la suite de I'article, ¢ désigne
un entier rationnel, avec |q| > 2.

Les résultats obtenus pour g € Z se généralisent sans difficulté au cas ou g est
algébrique, avec |q| > 1.

Nous allons considérer des fonctions f analytiques pour |z| < R, avec R € |0, 1]
fixé, et vérifiant en outre les propriétés suivantes:

Propriété 1. Il existe une fonction g(x,y) analytique pour |z| < Ret |y| < 1,
telle que:

(3) f(x) =g(x,1/q), |z|<R,
+00 400 o

(4) gz, y) =D g2’y g €L.
=0 j=0

Propriété 2. f n’est pas algébrique.

Propriété 3. Il existe deux réels > 0 et v > 0 tels que, sia € Q (Ja| < R)
et f(a) € K, o K est un corps de nombres algébriques de degré d, alors pour
tout entier naturel n, f(aq™") € K et:

(5) den[f(aq™™)] < g™+,
T —n | vn? n
(6) [Flag™)] < g™+
On notera que, si f est analytique pour |z| < R et vérifie (1) avec P, Q € Q(z),

alors f vérifie la propriété 3.
Nous démontrerons le résultat suivant:

Théoréme 1. Soit une fonction f analytique pour |z| < R, avec R € ]0,1]
fixé, et vérifiant les propriétés 1, 2 et 3.
Soit d un entier naturel non nul, et soit:

E(d) = {oz € Q*/ Rlg7'| < |al < R; f(a) algébrique de degré < d} .
Alors E(d) est fini, et:
(7) card(E(d)) < 128(2u + 2v +1)3d3 .

Cette majoration est moins bonne que celle obtenue par P. Bundschuh et M.
Waldschmidt dans [8] pour les fonctions entieres vérifiant (1). En effet, celle-ci
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était un 0(d?). Le facteur 128 (2u + 2v + 1)? dans (7) pourrait d’ailleurs étre
diminué sans effort, mais au prix de complications techniques sans grand intérét.

Le plan de l’article est le suivant: dans le paragraphe 2, nous donnerons
des exemples classiques de fonctions vérifiant les propriétés 1, 2 et 3. Dans le
paragraphe 3, nous rappellerons quelques lemmes utiles. Dans le paragraphe 4,
nous démontrerons le théoreme 1. Enfin, dans le paragraphe 5, nous proposerons
une variante “a la Siegel-Shidlovskii” de la méthode employée pour démontrer le
théoreme 1; cette variante s’applique seulement dans certains cas, et donne de
moins bons résultats: la majoration de E(d) est un 0(d*). Il m’a semblé utile
de la signaler tout de méme, car une combinaison de différentes attaques pourra
peut-étre permettre, un jour, d’obtenir des résultats plus intéressants que ceux
présentés ici.

2 — Exemples de fonctions vérifiant les propriétés 1, 2, 3

a) Fonction g-exponentielle et ¢-binéme de Cauchy

Soient a et b des entiers rationnels vérifiant:
(8) VYneZ, a#-bq".
Considérons, pour |z| < |a|™!:

+OOa ag? v (agn

= (@-1)(@@-1)-(¢"—-1)

Il est facile de voir que f vérifie ’équation fonctionnelle

(10) flgz) = 20 gy

1—agx

On en déduit immédiatement que f admet le développement en produit infini:

+o00

H (I+bxqg™™)
(1) f(@) = =1

[10-arq™)

n=0

(formule du ¢g-binéme de Cauchy, [14], page 7).
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I1 résulte de (8) et (11) que f se prolonge en une fonction méromorphe dans
C, admettant une infinité de zéros simples ou une infinité de poles simples. Elle
n’est donc pas algébrique sur C(z), et la propriété 2 est vérifiée.

La propriété 1 est immédiate, avec:

+oo (o 0+ bu2) - (o + by
g(:v,y)zz( +by) (atby”)---(atby")

(12) (I-y) Q=92 (1-y")

n=0

La propriété 3 résulte de (10), et on a:

Le cas ot a = 0 et b =1 est celui de la fonction g-exponentielle:

+oo o —+o00 Y
(14) equng(q—l)(qz—1)~-(q”—1):g(l+xq ) .

Les propriétés arithmétiques de cette fonction ont été étudiées dans [6], [2],
[9]. On sait en particulier que exp () est irrationnel lorsque @ € Q*, a # —¢"
(n € N—{0}). On sait également que les nombres exp,(a) et exp, () sont linéai-
rement indépendants sur Q lorsque a € Q*, 8 € Q*, a # Bq¢" (n € Z). Par
conséquent, si nous revenons a la fonction f définie en (9), il résulte de (11) que

f(a) = exp,(ba)/ exp,(—a ) est irrationnel pour tout rationnel non nul a. Enfin,
+oo

d’apres un résultat récent de Y. Nesterenko, on sait que exp,(—1) = H (I—¢g™)
n=1

est transcendant [16]. On peut également montrer, de maniére élémentaire, que ce

nombre n’est pas algébrique de degré inférieur ou égal & 2 [11]. Aucun résultat de

ce type n’est connu, pour l'instant, concernant equ(a) avec a € Q* quelconque.

b) Fonctions vérifiant © =0
Pour (a,b) € Z x (Z — {0}) et |z| < |a|~!, considérons:

X (a aq? < (ag"
f(ﬂf)zz( g +b)(ag” +b)---(ag" +b) .

n(n+1)

(15)

n=0 q 2

Le fait que f soit transcendante sur C(x) résulte immédiatement du théoréme
d’Eisenstein ([17], p. 139).
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Par ailleurs, il est clair que f(z) = g(=z, %) avec
+oo

(16) g(z,y) =D (a+by) (a+by?)--(a+by")a",

n=0

de sorte que la propriété 1 est vérifiée.
Enfin, la fonction f satisfait a I’équation fonctionnelle

(17) (1 —agz) f(gz) =1+ bz f(z) .

Il en résulte facilement que f vérifie la propriété 3, avec
(18) p=0; v=—.

Le cas particulier a = 0, b = 1 est celui de la fonction

+00 "
(19) 7q(2) =Y —or
n=0q 2

étudiée par L. Tschakaloff [19]. On sait que 7,(c) est irrationnel lorsque a € Q*
([19], [7], [2]). Récemment, J.P. Bézivin a démontré que 7,(a) n’est pas algébrique
de degré inférieur ou égal a deux [4]. Encore plus récemment, il a été démontré
que 74(1) est transcendant ([1], [3]).

Pour ce qui concerne la fonction générale f définie en (15), on sait que f(a) ¢
Q pour o € Q* ([15], [12]), mais pas davantage.

c) A partir de la fonction g-logarithme

Soit P un polynéme non nul & coefficients entiers rationnels. Considérons
pour |z| < |¢| la fonction:

+oo
(20) =Y L0

n=1

11 est facile de voir que f(x) = g(x,1/q), avec:

xnyn
_amn’

+oo
(21) g(z,y) = n; P(n) { y

de telle sorte que f vérifie la propriété 1.
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Si nous notons F'(z) la fonction rationnelle:

+o0
(22) F(z) =Y P(n)a",
n=1

qui peut s’écrire

Q(z)

Fl@) = G pya=rrr

avec deg@ <degP et Q(1)#0,

nous observons que:

(23) flgr) = f(z) + F(z)

de telle sorte que f(z) se développe en série de fractions rationnelles:

+oo
(24) fla)=)_ Flzq ™).
n=1

Il en résulte que f se prolonge en une fonction méromorphe dans C, admettant
une infinité de poles. Elle n’est donc pas algébrique sur C(x).
Enfin, de (23) on déduit que la propriété 3 est vérifiée avec:

(25) ,uz(%)(degP—Fl); v=20.

(On a utilisé le fait que PPCM ((g — 1), (¢°> = 1), ..., (¢" = 1)) = \q|%"2+0(");
voir par exemple [3]).

Le cas particulier le plus simple est celui ou P(z) = 1; il s’agit de la fonction
g-logarithme L,:

+oo "
(26) Life) = 3 7y

Dans le cas général (20), la fonction f s’exprime comme combinaison linéaire
de la fonction L, et de ses dérivées.

A Theure actuelle, on ne connait presque rien sur les propriétés arithmétiques
de ces fonctions. On sait seulement que Lg(cv) est irrationnel pour a € Q* ([5],

+o0 n +00 n3 +0oo nd
[9]), et que les nombres Ly (1) = Z — Z — Z — sont transcen-
n=1 q 1 n=1 q 1 n=1 q 1

dants [16]. On trouvera une démonstration élémentaire de I'irrationalité de L (1)
dans [10].
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3 — Trois lemmes utiles

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici trois lemmes classiques de
la théorie des nombres transcendants. Les deux premiers se trouvent dans [20],
chapitre 1. Le troisieme est présenté sous forme d’exercice dans [21] (exercice
1.5.a.2, p.39).

Lemme 1. Soit v un nombre algébrique non nul de degré d. Alors |y| >
—1-d _
[ (deny)~4.
Lemme 2 (Siegel). Soient a;; (1 <i < N, 1< j < M) des entiers rationnels,
avec N > M. Soit A un entier naturel non nul vérifiant max;; |a;;| < A. Alors il

existe des entiers rationnels x1, x2, ..., xN vérifiant:

(27) 0 < max |z;| < (NA)N-
1<i<N
N
(28) Y agri=0 (1<j<M).
=1

Lemme 3. Soit f une fonction holomorphe dans |x| < R. On suppose que

f(x1) = f(w2) = -+ = f(xn) = 0, |x;] < p < R. Alors, pour tout z vérifiant
|z| < p < R:
n —
|f(2)| < max|f(x) max :
|z|=p jzl=p ;-5 — T

Le lemme 3 résulte immédiatement de ’application du principe du maximum
a la fonction g(z) = f(2) [1/~;(z—=;)~! dans le disque |z| < p.

4 — Démonstration du théoréeme 1

Dans ce paragraphe, nous considérons une fonction f vérifiant les propriétés
1, 2 et 3. Nous notons k£ un entier naturel fixé, dont nous préciserons la valeur
plus loin. De méme, ¢ désigne un (petit) réel strictement positif fixé, que nous
choisirons ultérieurement. Enfin, soit n un entier naturel que nous ferons tendre
vers I'infini.
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a) Construction d’une fonction auxiliaire & deux variables

Soit g la fonction analytique de deux variables définie & la propriété 1. Il est
clair que, V/ € N:

400 400 0 i
(29) [g(%y)]g = Z Zgzj 'y,
i=0 j=0
avec gg) €.
En utilisant les inégalités de Cauchy avec |z| = % et |yl = ]q|_k%, NOUS VOyous

qu’il existe une constante C; = Ci(k, e, R, q) > 0 telle que:

(30) 901 < ¢y (}%) gl s 0< <2k
Nous cherchons maintenant des polynomes P, ((z,y) € Z[z,y], avec:
(31) deg, Py <Ko,
(32) deg, Py < k*n?
et tels que la fonction:
2k2 +o0 +o00
(33) Gul(w,y) =D Pue(a,y) (9(x,9) =D > Gijna'y’
=0 i=0 j=0
vérifie:
(34) Gijn =0 pour tout (7,7) tel que: @< n et j<k®n?.

Ceci revient & résoudre un systeme de M = k3n - k3n? = kSn3 équations,
a N = (2k? + 1) (k*n + 1) (kn? + 1) inconnues (les coefficients 0;j,, des P, ¢),
les coefficients de ce systeme étant les gg) pour 0 < i < k3n, 0 < j < k®n?,
0< <2k

Il résulte du lemme de Siegel et de (30) que 'on peut trouver des P, ¢(z,y)
non tous nuls vérifiant (31), (32), (33) et (34), tels que leur hauteur H(P, ) =
max; j |0;ne| satisfasse:

(35) H(Pyy) < (N o (;) |q|€"2> -

Or M/(N—M) <1, dou:
(36) H(P, ) < |gf+0m
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b) Un obstacle a écarter
Dans la suite, nous allons évidemment remplacer y par % dans (33). Mais

avant de le faire, il faut s’assurer que tout ne va pas s’annuler a cette occasion.
Pour cela, écrivons:

(37) néxy ZQné@

Les Qn; ne sont pas tous identiquement nuls. Notons w(n) le plus grand
entier tel que (1 — qy)*(™ divise tous les Q. On a w(n) < k?n?. Posons:

(38) Qhrily) = Qnu(y)/(l—qy)“’(") :

(39) (T Y) ZQW ' = Pz, y)/(1—qy)“™ .
2k
(40) Gp(,y) Z wo(@,9) (9(2,9)" = G(,y)/(1—qy)*™) .

On peut évaluer facilement H (P e) grace aux inégalités de Cauchy appliquées

avec |x| = |y| = 1, en utilisant la majoration (36) et le fait que |¢| — 1 > 1:
) HPp) < max [P ola,y)| < Jal™ 0
z|=|y|=

De plus, il est clair que P;, € Z[z,y|, puisqu'on l'obtient en multipliant
P, o(x,y) par (1 —qy)~“(") et en ne conservant que les termes de degrés inférieurs
4 k’n? en y. On a donc obtenu:

2k? +00 +o0o
(42) G* '1: y Z E T y Z ZGUn
i=0 j=0
avec Gy, = 0 pour tout (i,7) tel que 0 < i < k3n et 0 < j < k3n?, et I'un au

moins des Py ,(x ,q~ 1) est non nul.

Nous maJorons maintenant les |G | en utilisant une fois de plus les inégalités

de Cauchy. ‘
Soit y = R/2 et 5 = |q|~</*".
En utilisant la premiere égalité de (42), et (41), on a:

ijn

(43) max |G (z,y)| < g™
z|=x

lyl=n
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si bien que:
) o
(44) |Gl < g O iy
Enfin, puisque G7;,, = 0 pour tout (i, j) tel que 0 <i < k3n et 0 < j < k3n?,
on peut écrire G} (x,y) sous la forme:

400 +oo o +oo k3n?—1 o
Gi(zy) = > > Gipna'y + > > G2ty
1=0 j=k3n2 i=k3n j=0
3,,2 3
(45) Gi(z,y) = y"" Hy(z,y) + 2" Ly (2,y) .

Les coefficients de Hy, et L, étant des G7j,, on obtient aisément & partir de

(44) que, pour |z| < R/4 et |y| <|q|~! <n, on a:

(46) [Ha(,y)| < Jg* 00,

(47) |Ln(@,y)| < g™ 0
D’olt finalement: si |z| < R/4 et |y| < |q|7':

* 712 n ’TLQ 37’L
(48) Gr(@y)| < laP O (jy "+ )

¢) Une fonction auxiliaire d’une seule variable

Nous remplacons maintenant y par % dans (38), (39), (40), (42):

1 k%n 1 )
la, - =) QF ~<—):pl.
n,K( q) ; nli q
Soit Ry, ¢(z) = qu”QP;Lk’e(x, %) Il est clair que R, € Z[x]; d’apres (41), sa
hauteur H(R,, ¢) vérifie:
(49) H(Ry ) < |g|+Fm*+00)
11 résulte alors de (48) que, si nous posons:

2k2

(50) Fp(x) =Y Rug(@)(f(2))"
=0

on a pour |x| < R/4:

(51) [Fa(@)] < [g|BHRm* 00 (g K02 | fon)
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d) Formes linéaires d’approximation

Soit m € N, avec:
(52) n<m<2n etn assez grand .
Il résulte immédiatement de (51) que l'on a, pour o € Q* fixé:
(53) [Fulag™™)| < |g| = —FDms00
Supposons maintenant que f(«) € K, avec [K: Q] < d. Alors F,,(ag™™) € K
puisque f vérifie la propriété 3, et a partir de (5), (6) et (50) on obtient facilement:
(54) den(Fy(arg™™)) < [g SO0
(55) ]Fn(a q_m)’ < |q’(s+k2+8uk2)n2+0(n) '
Si nous supposons que F,(aq™™) # 0, le lemme 1 et les majorations (53),
(54), (55) impliquent:
(56) (= (8p+2) K2d—(e+k*+8vk?) (d—1)) n?+0(n) < (2e+k>=k) n?+0(n) .
C’est a dire:

(57) (—(d +1)e— (d8u+3) +8u(d— 1)) K + k3> n? < 0(n) .

Nous choisissons maintenant k = [(84x + 8v + 4)d], ou | | désigne la partie
entiere. Alors k3 — (d(8u + 3) + 8v(d — 1))k% > 0.

On peut ensuite choisir € > 0 tel que le facteur de n? dans (57) soit strictement
positif; Pinégalité (57) devient alors intenable pour n assez grand.

On en conclut que F,(aqg™™) est nul pour tout m tel que n < m < 2n et n
assez grand.

e) Démonstration du théoréme 1

Supposons qu’il existe h rationnels oy, as, ..., ay, vérifiant R |¢7!| < |ay| < R,
et f(«a;) algébrique de degré au plus d pour i = 1,2, ..., h.

Il résulte de ce qui précede que, pour tout n assez grand, on a F,(a; ¢~™) =0
pour tout i = 1,2, ..., h, et tout m = n,n+1,...,2n, avec en outre:

(58) max |F,(x)] <1.
|z|=Rlg~"|

(La majoration (58) résulte de (51) et du choix de k.)
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Soit n vérifiant ces conditions; on observe que la fonction Fj, n’est pas iden-
tiquement nulle (propriété 2). Il existe donc un entier r > n vérifiant:

(59) F,(a;q"™)=0 pour tout i=1,....h et tout m =r,r+1,..,2r
I (ig,mo) € {1, ..., h}x{2r+1,2r+2}, tel que
(60)  Fu(cigq ™) #0 .
Nous utilisons le lemme 3 avec z = a;, ¢~™ et p = R|q|™". 1l vient:
2r

|cvio| la[ ™™ + lauil [g] ™™
|F (g ¢ ™) < max x)| .
e le|=Rlq~ ’"\ ZHl ml—r[H R|q|™" — |e||g[~™

En vertu de (58), on a | lm}gx | |F(z)| <1 car r > n; donc:
z|=R|q™"

2r

—mg —m
|F alqm <H H |Q| 7T+‘Q|7m
i=1 m=r41 |Q| - |q|

h
( m=r+1 |q’ m) 2r 1+|q’m7m0 h
=T ( 11 ) |

m=r+1 1- |q|T "

On remarque que [[Z_,,i(1+ |g™ ™) < [[F5(1+ [g ™), et que
5 - .

=1 (L= lg[™™™) > T2 (1 — lg 7).

On a donc:

(61) | By vy 70| < yq\—%r%om .

Par ailleurs, F,(ag, g7"°) est algébrique de degré au plus d, et on a grace a
(5) et (50):

den( n(Qinq™ mO)) < ’q‘Q#kzngrO(mo) ’q|k2nm0 .
Puisque g < 2r + 2 (voir (60)) et n < r, il vient:
(62) den( nl(ai,q” mO)) < |q’2k2(4,u+1)1”2+0(r) ‘
Enfin, grace a (6) et (50):
[P (aig g 0)] < |q|2K*vmo+0(mo) || (etk*)n®+0(n)
Donc:

(63) [Falaiy g=m0)] < g CHEHDIIEHO0)
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Nous utilisons maintenant le fait que F, (s, ¢~™°) # 0 (voir (60)), le lemme
1 et les inégalités (61), (62), (63), pour obtenir:

h
ifr2
2

Pour n assez grand, cette inégalité implique:

< (20 (4p+ 1) d+ (d— 1) (e + K + 8vk?) ) r? 4 0(r) .

g < 2k? (4p+1)d+ (d—1) (e + k* + 8vE?) .

Et comme on peut choisir € arbitrairement petit & la fin du paragraphe d), il
vient:

h< 282 ((Sp+2)d+ Bv+1)(d-1))

et a fortiori: h < 2k? (8 + 8v + 3) d.
Le théoreme 1 est démontré, puisque k < (8 +8v +4)d. n

5 — Variante “a la Siegel-Shidlovskii”

Dans ce dernier paragraphe, nous nous limitons au cas ou f est la fonction
g-exponentielle (voir paragraphe 2-a), vérifiant:

(65) flgz) = (1 + ) f(z) .
Nous démontrons le résultat suivant:
(66) card E(d) < 8256 d* |

en utilisant la méthode de Siegel-Shidlovskii [18]; nous aurons besoin du lemme
de zéros ci-dessous:

Lemme 4. Soient Ry ¢,, Ry ¢y, ..., Rng. les R, ¢ non nuls dans (50), avec
ly <ty < --- < {L.. Pour g entier, soit:

(67) Ty(x) = (1+x)(1+qz)--(1+¢ ta) .

Alors il existe des entiers k1 < ky < --+ < ke, bornés indépendamment de n,
tels que le déterminant suivant ne soit pas identiquement nul:

R (6%2)(Thy (2)) .. R (6" 2)(Tiy ()"

An (x) _ Rn,€1 (qux.) (Tk2 (;1;'))51 o Rn,fe (qul')(TkQ (x))@e

R, (¢"@) (T (@) .. Rpe(q*e) (T, ()"
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Démonstration du Lemme 4: Le terme de plus haut degré de A, (x) sera
le méme que le terme de plus haut degré du déterminant obtenu en ne conservant
que les termes de plus haut degré des R, 4,, si ce déterminant est non nul.

Il suffit donc de démontrer que le déterminant D, .(z) suivant est non nul
(on pose 6; = deg Ry, 4,):

¢ (Tiy (2) o M (T, (2))"
Do) = g% (TI.€2 (@) o " (Tiy(2)
q¢* O (T, () o g% Ty (2))"

Un raisonnement par récurrence sur e permet de montrer que D, () n’est
pas nul pour un choix convenable des k;. En effet, en développant D, .(x) par
rapport a sa derniere ligne, on obtient:

(68) Dn,tﬂ@) = qkeée (Tk, (I))[e Dn,e—l(x) + En,e(f’?) )
ou B, ¢(x) est un polynome dont le degré 6, . est borné par:
(69) Hn,e < ée—l ke + w(kl, ces ke—l) .

La fonction w(kq, ..., ke—1) ne dépend pas de k.. Il en résulte immédiatement
que I'on peut choisir k. de telle sorte que deg((Tk, ()% Dpe—1(2)) > One.

Donc D, . # 0.

Le lemme 4 est démontré. n

On en déduit facilement la majoration (66); en remplacant dans (50) = par

¢z, ¢*x, ..., ¢®ex, on obtient les fonctions Fo pourt=1,2, .. €:
e
(70) Fup(2) = Rug(d%a) (T, (2))5 (f(2))5 .
j=1

11 est immédiat que, pour le méme choix de k que dans le paragraphe 4-d):
(71) k= |Su+8v+4)d =8d,
les fonctions Fj, i, vérifient pour n assez grand:
(72) Fop(ag™)=0 pour m=mn,n+1,..,2n,

des lors que « est algébrique de degré inférieur ou égal & d.
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On a alors:

(73)

Ap(ag™™)=0 pour m=mn,n+1,....2n .

Or en vertu du lemme 4, A, est un polynéme non nul, et son degré est
majoré par (2k? + 1) k?n + Co, ot Oy ne dépend pas de n. Il a donc au plus
(2k? 4 1) k%n + C; racines distinctes, d’on (66) en majorant d? par d*.
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