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ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL DE LOS TAMANOS DE
DOMINIOS EN PROBLEMAS DE MARCOS MULTIPLES
CUANDO SE DESCONOCE EL TAMANO DE LOS MARCOS

ALVARO. M. MONTENEGRO?
DAVID OSPINAZ2

Resumen. Se estudia el problema de obtener estimaciones méximo vero-
similes del tamano de los dominios para el caso de dos marcos traslapa-
dos cuando se desconoce el tamano de los marcos. Se utiliza la técnica
de muestreo por areas y se obtienen estimadores insesgados de varianza
minima para el tamano de cada uno de los marcos y del dominio trasla-
pado. Se muestran propiedades de consistencia y de normalidad asintética
en el caso en el que las dreas son de igual medida.

Palabras claves:. Marcos multiples, marcos traslapados, méxima verosi-
militud, estimacién de parametros.

1. Introduccién

El muestreo en marcos multiples puede ser definido como un conjunto de varios
muestreos (simples) cuyas muestras se combinan para obtener estimaciones
de pardmetros en la unién de los marcos (Hardley, 1974). Los marcos no
necesariamente son de la misma naturaleza. Por ejemplo en aplicaciones de tipo
agricola que forman la mayor parte de la aplicaciones reportadas, se usan dos
tipos de marcos definidos como marco drea y marco lista. FEn tales aplicaciones
la unidad de muestreo de un marco lista es un nombre que puede corresponder
a un individuo, conjunto de individuos o negocios (Hardley, 1974 y Hill 1977).
La unidad reportada para este caso consiste en todas las parcelas de tierra
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trabajadas bajo el nombre seleccionado. Por otro lado, la unidad de muestreo
del marco drea es un segmento de tierra (pequeno bloque de tierra) (Bosecker,
1976). Junto con la delimitacién del segmento cada unidad de tierra trabajada
constituye una unidad reportada, Hill (1977). Los nombres para cada unidad
de tierra trabajada son obtenidos a partir de los datos de la encuesta por cada
unidad reportada. Por razones de optimizacién lo que usualmente se hace es
tomar una muestra en el marco drea que por lo general tiene una cobertura
total de la poblacién y una en el marco lista, por lo general incompleto. Se
supone que es posible identificar cudndo una unidad reportada en uno de los
marcos pertenece también al otro.

En general se supone que todos los marcos son fracciones traslapadas de
la misma poblaciéon de unidades, de tal manera que las unidades pueden ser
clasificados en dominios. Por ejemplo si se tienen dos marcos digamos A y B,
estos generan 22 —1 = 3 dominios definidos de acuerdo a la notacién de Hardley
(1974) como

Dominio a que contiene solo elementos de A
Dominio b que contiene solo elementos de B
Dominio ab que contiene elementos de A y B.

El problema de estimacién en situaciones de marcos multiples ha sido estu-
diado por varios autores. Hardley (1962, 1974) desarroll los fundamentos de la
teorfa. Lund (Lund, 1968) obtuvo estimaciones del total de una caracteristica
en el caso de dos marcos cuando se conoce el tamafio de los dominios; cuando
se desconocen tales tamanos utilizé estimadores insesgados de tales tamanos a
partir de la muestra y utilizando factores de peso para los dominios llega de
nuevo a estimaciones del total de una caracteristica, mejorando en términos de
eficiencia y menor complejidad las estimaciones de Hardley. Fuller y Burmeister
(1972) por su parte hicieron un completo desarrollo para el caso de dos marcos,
presentando estimaciones del tamano del dominio traslapado mas eficientes que
las de Hardley.

El problema de estimar el tamano de los dominios creados por la inter-
seccién de muiltiples marcos muestrales ha sido estudiado por varios autores
usando tres técnicas distintas. King (1960), y Bryant y King (1960) presen-
taron su aproximaciéon utilizando la técnica ji—cuadrado minimo modificado,
Williams (1957) basé las estimaciones en el método de maxima verosimilitud
y Cochran (1965) hizo el desarrollo a partir de la técnica de marcos multiples.
Cochran y Cooke (1967) obtuvieron la varianza de las estimaciones obtenidas
de ji—cuadrado y marcos multiples para muestras grandes. Fuller y Burmeis-
ter (1972) obtuvieron estimadores y varianzas cuando se tienen en cuenta las
unidades duplicadas y desarrollaron también una forma general de la varianza
del estimador méximo verosimil (EMV) cuando se consideran dos marcos y se
usa el modelo hipergeométrico. Bryant y King (1960) analizaron el caso de tres
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marcos pero no compararon varianzas. Ospina (1985), Ospina (1989) desarroll4
aproximaciones maximo verosimiles en el caso de m marcos para el tamano de
los dominios haciendo una aproximacién con la distribuciéon multinomial para
la funcién de verosimilitud de las observaciones y presentando por primera vez
expresiones generales (en este caso asintéticas) para la matriz de covarianzas
de los estimadores. Para el cdlculo de los estimadores maximo verosimiles Os-
pina utilizé la técnica de programacién goemétrica subrogada basandose en un
algoritmo escrito por Cooke (1983).

En la estimacién maximo verosimil del tamano de los dominios en proble-
mas de marcos miiltiples se supone que el tamano de cada marco se conoce.
En este trabajo se estudia el caso mas realista en el que se desconoce el tamaio
de los marcos y se llega a estimaciones méaximo verosimiles para el tamano de
los marcos y de los dominios simultaneamente. cuando se tienen dos marcos
y por tanto tres posibles dominios. Se hace uso de la teoria de EMV para el
caso de variables aleatorias independientes pero no idénticamente distribuidas
para establecer propiedades de consistencia, normalidad y eficiencia asintética.
Como justificacion para el desarrollo de este trabajo consideremos dos ejemplos
posibles de utilizacién. Primero, supéngase para el caso de tipo agricola que se
dispone de un marco area pero se desconocen las unidades muestrales total o
parcialmente y que se dispone de un marco lista probablemente completo pero
muy grande (un directorio) y no se conoce el tamafo pero se tiene una infor-
macién adicional que puede llevar a una estimacién del tamano. Como segundo
ejemplo posible de utilizacién supongamos que se tienen los directorios de dos
empresas telefénicas, que no se dispone del total de abonados en cada caso y se
requiere estimar el nimero de abonados en las dos empresas simultaneamente.
En general este trabajo se puede aplicar a todos los problemas de dos marcos
traslapados estudiados con anterioridad, para los cuales no sea conocido de
antemano su tamano.

2. Preliminares

La tripla (Q,F, #) denotard un espacio de medida en donde  es un conjunto
no vacio, § una o -algebra de subconjuntos de 2y p una medida. Si € es
finito o infinito numerable § serd o—algebra de todos los subconjuntos de €2
v 1 la medida de conteo. Si 2 = RY, § serd o—4élgebra de los conjuntos de
Borel y p la medida de Lebesgue. Si C' es una clase de subconjuntos de Q y
A C Q denotaremos por C' N A ala clase {BNA: B e C}. En este caso §a
serd la minima o -algebra que contiene a la clase C' N A. En este trabajo no se
hara referencia a espacios de medida mas generales.

Si f es una funciéon Borel medible definida sobre €2, entonces f o fdp repre-
senta la integral de f sobre S C  con respecto a la medida p. Si p es la medida
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de conteo entonces la integral se reduce a la suma ) g f(z). Sea X una varia-
ble aleatoria que toma valores en una regiéon S con funcién de probabilidad
pp vy pardametro 8 € © C RP, entonces p es la medida de conteo y fs f po du

= ses f(2)po(2).

Nota 1. La notacion fS fdu es equivalente a fs f(z)du(x). Si se omite S en
la integral, es decir, si escribe ffdu se asume que la integral se toma sobre
todos los valores para los cuales estd definida X .

Si X tiene funcién de densidad o de probabilidad py 0 € © C RP, la matriz
de informacion del pardmetro 0 es la matriz de tamano p X p dada por

(1) 1(0) = |1 (0)]l

en donde

0 0
15(0) = Bo (- mpolX) - - tapa(X)
i J

@) -/ (aagilnpe(X)'aijlnpe(X)) podn

Nota 2. Si se tiene que la derivada parcial con respecto a 0; del lado izquierdo
de

3) / podp(z) =1

puede ser obtenida bajo el signo integral, entonces

(1) B (g ) =0
Yy
5) 15(0) = cov (g a0, - ol )

En este caso 1(0) es semidefinida positiva. Adicionalmente si, 9*pg(z)/00;00;
existen para cada i, j y pueden ser obtenidas diferenciado dos veces bajo el signo
integral en (3), entonces

(6) IU(Q) = —E9 ((3'9?691 1np9(X)> .
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2.1 Propiedades asintéticas de EMV para el caso de wariables independientes
no idénticamente distribuidas

En esta seccién se introduce la notacién utilizada y se presenta la teoria para es-
timadores méximo verosimiles en el caso de variables aleatorias independientes
no idénticamente distribuidas que se usa en la seccién . Bradley y Gart (1962)
y Hodley (1977) estudiaron el problema, partiendo de condiciones diferentes.
En este trabajo es conveniente utilizar las condiciones de Bradley y Gart. El-
los examinaron el método de méxima verosimiltud en situaciones en donde las
observaciones no provienen de la misma poblacion, pero que estan relacionadas
en el sentido de que puede asumirse que tienen algunos parametros en comun,
tales poblaciones fueron llamadas poblaciones asociadas.

2.1.1. Notacion e hipdtesis

Sean f;(X;,0) (i =1,...,n) funciones de densidad o probabilidad (discretas o
continuas) en donde X; es un vector aleatorio con valores sobre una regién .S;
independientemente del vector de parametros desconocidos # € © C R?. No
es necesario que cada f; dependa de todos los 61,...,0,. Sean x;1,...,Tin, M
vectores de observaciones de los vectores X; (i = 1,...,n). La funcién de
verosimilitud para este caso esta dada por

(7) o =TI I #:ier®)

i=1a=1

v las ecuaciones normales para la maximizacién de In ¢ son

1
(8) 882¢ -0 (r=1,..p)

Se partira de las siguientes hipdtesis:

M.1. © es un intervalo abierto p—dimensional, finito, infinito o semi-infinito

M.2. Six;1, ..., Xin, son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con funcién de densidad o de probabilidad f;(X;,#) respecto a
una medida o—finita p y parametro 6 € O, se supondrd que las dis-
tribuciones P;(6) de las x;; tienen soporte comun. Es decir, el conjunto
A; = {x; € S; : fi(x4,0) > 0} es independiente de 6 para cada i = 1,...,n.
Ademsds se supondrd que las distribuciones P;(6) de las observaciones son
diferentes (de otra manera 6 no puede ser estimado consistentemente).

M.3. Para casi todo x; € S; (i =1,...,n) y para todo 6 en © |, las derivadas

dlnf; O%Inf; P f;
90, = 00,00, ° 00,00,00,

existen para r,s,t =1,...,p;i = 1,...,n.
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M.4. Para las f; que son densidades existen funciones Fj.(z;), Firs(z;) 'y
H;pst(x;) tales que

82 ln fz

00,.00

83 In fz
00,0000,

< Fir(x3), < Hipst(24)

8 In fz'
00,

< Firs(xi)a y ’

en casi toda parte de .S; con respecto a la medida de Lebesgue y todo 6
€ 0. Ademss F;.(x;), Firs(x;) son integrables sobre S; y

/ Hipor () fidax; < M;
Si

(rys,t =1,..,p; i = 1,...,n) con M, constantes positivas. Para las f;,
que son funciones de probabilidad, se tiene la medida de conteo y estas
condiciones se traducen en que

Jln fZ 82 In fz
00, 7 6,00,

;€S ;€S

convergen uniformemente para todo 6 € O,y
Z Hipsi () fi < M;
z;€S;

Estas hipétesis permiten intercambiar el orden de diferenciacién e inte-
gracién o suma . Si 1 (6) denota la matriz de informacién correspondiente a
fi(x;,0), se tiene el siguiente resultado Bradley y Gart (1962), Lehmann (1983),
Apostol (1974).

Teorema 3. Si las condiciones M1 a M/ se cumplen, entonces

(‘3lnfz 81I1fl
) Ee(é&):/(aor)fid“zo

()(9) — .
10 = (22 20

(92 In fz
__%<ww@>

(10) — cov (('ﬂnfl 81nf1>

00, * 00,
(rys,t=1,.,p; i=1,...n.)

Se considerard la siguiente hipétesis adicional.
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M.5. Sea p; =n;/N, en donde N = >"""_ | n;, entonces la matriz definida por

(11) 160)= 3" 1 (6)
i=1
es definida positiva con determinante finito para todo 6 € ©.
Nota 4. Nétese que las ecuaciones (10) implican que IV (0) es semidefinida

positiva. Por otro lado se tiene que si cada una de las matrices de informacion
I9(0) es definida positiva entonces 1(0) también lo es. Ademds:

(12) Irsw)—;sze( il ).

Si ademds se satisfacen las condiciones M1 a M4, entonces

- 9?In f;
(13) 0= =3 ( " aes)

2.1.2 Consistencia

Los siguientes cuatro teoremas fueron demostrados por Bradley y Gart (1962)
y son una generalizacion directa del caso variables aleatorias idénticamente
distribuidas.

Teorema 5. Dada la funcién de verosimilitud (7) y las hipdtesis M.1 a M.5,
supongase que 0 es una solucién de las ecuaciones normales de verosimiltud
(8). Si 6° representa el valor verdadero de 0, y p; = n;/N es constante cuando
n; — 00, entonces 0 es un estimador consistente de 6°.

Teorema 6. Sea 0 un estimador consistente de 0°, que es solucién de (8),
entonces bajo las hipotesis M.1 a M.5 la matriz

0%In ¢
(14) <89,.895)9_é

es definida negativa con probabilidad que tiende a 1 cuando n; = p; N — oc.

Teorema 7. De todas las posibles soluciones de (8) y bajo los supuestos de
las condiciones M.1 a M.5, una y solo una tiende en probabilidad al vector
pardmetro verdadero.
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2.1.8 Normalidad Asintdtica

Teorema 8. Bajo las hipdtesis M.1 a M.5, si 0 es el vector estimador mdzimo
verosimil del vector de pardmetros 0° entonces \/n (9 — 00) tiene distribucion

asintdtica normal multivariada con media cero y matriz de varianzas covarian-
zas$ Ial en donde

- 8lnfi 8lnfi
I, = E .
0 ;”’ 9( 00, 00, )”0

- 82 In fz
(15) =Yook ( %898)9_90

3. Estimacion maximo verosimil del tamano del dominio traslapado
y el tamano de los marcos en el caso de dos marcos.

3.1 Notacion e hipdtesis

Sean M; y My dos marcos que se combinan para dar cobertura completa
a una poblacién. Entonces pueden existir hasta tres dominios. Al primero
pertenecen las unidades que estdn Unicamente en el marco My; al segundo
dominio pertenececen la unidades que estan unicamente en el marco Ms; y al
tercer dominio pertenecen las unidades restantes, o sea, las que estan en ambos
marcos. Sean (1,81, 1) ¥ (Q2, T2, u2) dos espacios de medida en donde los €2;
son subespacios euclideanos ¢; dimensionales, con §; las respectivas o-algebras
de Borel y u; las respectivas medidas de Lebesgue. Sean €; y &, clases de
subconjuntos de Q7 y Qs respectivamente y sean Ay As subconjuntos de £
y € respectivamente tales que p1(A;1) y pa(Az) son finitas. Se denotard por
04, alaclase €, NA; (i=1,2). Fa, es la minima o-algebra que contiene a
Q4, Entonces (Q4;,8,,,1:) (i =1,2) son subespacios de medida finita con
w; la restricién de la medida de Lebesgue correspondiente.

Se supondrd que (24,,8 4,5 #1) ¥ (24,, T 4, , p2) estén asociados a los marcos
My vy My respectivamente, en el sentido de que cada unidad del marco M;
tiene asociada un punto en €24,. Se dird entonces que la unidad se encuentra
ubicada en Q4,. Supéngase que existe una clase 77 de conjuntos disyuntos de la
o-dlgebra §, tal que 24, = Ua,,e7; A1;- Se usard la notacion ay; = w1 (A y
Ay = 11(4, ). De manera completamente andloga se definen 7, A; as;, y
A,. Cada elemento de § a, S€ llamaré &rea.

Sea n; ¢ = 1,2 dos variables aleatorias definidas como sigue:
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Al. Para cada areat; € Sa, n;(t;) = n;, en donde n; es el nimero de unidades
que se encontran ubicadas en el drea t; en un momento determinado. La
variable aleatoria n; puede tomar los valores 0, 1, 2, ......

A2. La probablidad de encontrar asociada exactamente una unidad en un drea
t; con medida h; = p;(t;) suficientemente pequenia es aproximadamente
igual a A;h;. Es decir, Pn;(t;) = 1 | hy = ui(t;) es suficientemente
pequefia] = A;h; + o(h;), en donde \; es una constante positiva.

A3. La probabilidad de encontrar asociadas méas de una unidad en un area de
medida muy pequena es despreciable comparada con la probabilidad de
encontrar exdctamente una unidad en la misma drea. Es decir, P[n;(t;) >
1| h; = pi(t;) es pequena) = o(h;).

A4. Los numeros de unidades asociadas a areas disyuntas en cualquier mo-
mento son independientes.

Las hip6tesis Al a A4 determinan que las variables 7); tienen distribucién
de Poisson con pardametro A;h;. Entonces si t; es un area de § 4, Con medida
hi = u;(t;) se tiene que Pln;(t;) = n;] = e Mhi(\hy)™ /n;!, n; = 0,1,2, ...
La cantidad A; se denominard densidad del espacio {24,.

3.2 Modelo de muestreo y funcion de verosimilitud

El propésito de este trabajo es obtener estimaciones méaximo verosimiles para
los tamanos N7 y Na de los marcos M; y Mj respectivamente y del tamano 6
del dominio traslapado. Se puede observar que si \; es la densidad del espacio
Q 4, entonces

(16) A= NiJA;, i=1,2

Por tanto, si NV; se desconoce y se encuentra una estimacion maximo verosimil
5\2- de \; entonces Nl = 5\1'141' es la estimacién méximo verosimil de N;. Ademéds
E[N;] = E[\]A; y Var[N;] = Var[\;]A2.

El proceso de muestreo consiste en seleccionar aleatoriamente m; areas de
71, moy areas de 75 y contar las unidades que se encuentren ubicadas cada
una de las areas. Se supone que existe un mecanismo para identificar cuando
una unidad encontrada en un marco también pertenece al otro marco. Sean
n; @ = 1,2,...mq las variables aleatorias definidas como el niimero de unidades
encontradas en cada una de las dreas t1;, sean a1; = p1(t1;) la medidas del dreas
t1;, v sean X1; ¢ = 1,2,..m; las variables aleatorias definidas como el niimero
de unidades encontradas en el area t;; que pertenecen tnicamente al marco 1.
Bajo la hipétesis adicional de que la pertenencia de una unidad solamente al
marco 1 es independiente para todas las unidades de dicho marco y de acuerdo
con la ecuacién (16), la probabilidad conjunta de encontrar ny; unidades en el
area t1; del marco 1, de las cuales x1; pertenecen tinicamente al marco 1 esta
dada por
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P[X1; = @15, = nui | M, 0] = P[X1; = @ | s = nagy A, 0]
X Pl = nui, | M

- n1; )\1A1 _ 9 T14 9 MN1i—T14
a T4 )\1A1 /\1A1
(17) X 67)\“1“ (/\iau)"“/nul

La probabilidad de la izquierda se justifica teniendo en cuenta que de acuerdo
a la hipdtesis de independencia del suceso de pertenecer unicamente al marco 1,
la variable aleatoria(X1; | 71; = n1;) tiene distribucién binomial con pardmetros

Ny pL= (%). La probabilidad del segundo paréntesis se obtiene de las

hipdtesis A.1 a A.4 de la seccién anterior.

La funcién de probabilidad conjunta del vector aleatorio (X1, 71:), estd dada

por
(X1:. 114 i AMA — 0 X 0 ni—Xu1i
frilXima | 20, 6) = (Xu’) <>\1 A1> A1 A

(18) X 67)\10’1'; (Alali)nli/ﬁu!
en donde Xli 2071,2,...7}11‘ Y M 20,1,2,...
SiS={(z,n)|x=0,1,2,..n; n=0,1,2...} se verifica que
(19) Z fli(l‘,’fl | )\1,0) =1

(z,n)€S

por lo que f1; es una funcién de probabilidad con valores sobre la region S.

La funcién de verosimilitud asociada a las observaciones (x1;,m1;), i =
1,2,..m1 estda dada por

my
(20) Q1 ((z11,111), - (T1my s Pam, ) | A1, 0) = Hfu(xu,nu | A1,0)
i=1
Sea 77 la variable aleatoria definida por

(21) m= Zﬁu
i=1

Entonces 7, tiene distribucién de Poisson con pardmetro Aja;, en donde
_ mi
ap = Zi:l ay;

Sea (X1 |m =Y.~ m;) la variable aleatoria definida por

ma mi
(22) (X1 [m=>_mi) =Y (Xui | =nu)
=1 i=1

La variable (X7 | 71 = n1) tiene distribucién binomial con pardmetros n; =
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S miy p1= (%) condicionada a 171 = 1

Si

m
(23) r1 = qu
i=1

entonces la funcién de verosimilitud ®; de la ecuacién (20) se puede escribir
€como

(24)
A A -0\ 0 m-o x5
P ris N1 A 79 =K - _ 1a1 \ M1
1((m11,m11), 0, (T1ry, P1ry )| A1, 0) 1< A ) A e AT
en donde
my N1 my my
25 Ky = a™ fngl, = is = i
( ) 1 il:[l(xh)al /711 ni ;m a1 ;Ch

Nétese que nq es el nimero total de unidades encontradas en la muestra aso-
ciada al espacio 24, , x1el nimero total de unidades que pertenecen tinicamente
al marco M y a1 la medida del area total muestreada

Es claro que los vectores aleatorios (X14,7m14) (i =1,...,m1) son independi-
entes pero no idénticamente distribuidos, debido a que las areas t1;, no nece-
sariamente tienen la misma medida. Si la clase 7; puede ser escogida de tal
manera que todas las areas tengan la misma medida digase aj,entonces los
vectores (X14,m14) (4 = 1,...,mq) son idénticamente distribuidos con funcién de
probabilidad dada por

- - )\lAl _0 X1 6 n—X1
Ji(X1,m | A1, 0) = (X1> ( A Ay > Aty

(26) X 67)\1&1 ()\10&1)”1 /7’]1'

Nota 9. Obsérvese que en este caso 1 tiene distribucion de Poisson con pardmetro
Aai, y (X1 | m) tiene distribucidn condicional binomial con pardmetros n; y

_ [ XA —0
p1 = ( A Aq )

La funcién de verosimilitud asociada a las observaciones (x1;,m1;), i =
1,2,..m1 estd dada en este caso por
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my
\I/l((xllanll)v~~~(m1m17n1m1) | A, 0 = Hf1(n1i,$1i | /\1,9)
i=1
A4 — O\ 0 e 2
2 — L 1Moy \ N1
(27) 1( A ) AL e Al

en donde

mi n mi ma
1i ,
(28) L= H (w )alnll/nu!, ny = E n14, T = E T
1i ; .
i=1 =1

i=1

Nota 10. De manera completamente andloga se hace la construccion para la
muestra asociada al espacio a,, cambiando en cada expresion el 1 del primer
subindice por 2. En adelante supondremos definidos los términos fa; (j =

1,...,ma), P2 Ko, fo, Ly y Vs.

Si las dos muestras son combinadas se tiene que la funcién de verosimili-
tud asociada para las observaciones (z15,n1;),¢ = 1,2,..m1, (225,n2;), J =
1,2,...m9 en el caso de areas de distinta medida estd dada por

D((z11,111)5 - (T1ry, N1ry )y (T21,121)5 oo (XT2rg, N2y ) | A1, A2, 0) = D1 Do

mi m2
= Hfu(mz‘,ﬂ?u | A1, 0) Hf?i(n2j3x2j | A2, 0)
i=1

1 it
AL -0\ 0\
— K K 101 ni
! 2( A Ay ) <)\1A1) ‘ M
Nods —ON®2 [ 6\
2 et 7 _ 7 2a2 Yy N2
(29) % ( Ao As ) <>\2A2) e,

en donde (6,A1,X2) €0 y

(30) 0= {(9,/\1,)\2) eR?: 60> 0, MA1 >0, IAy> 9}

Para el caso de areas de medida igual en cada espacio la funcién de verosimil-
itud esta dada por
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mi m2
U=0,,; = Hfl(nli,l'li | /\1,9) H f2(n2j,$2j | )\279)

i=1 j=1
MA - ONT g\
= Il ( 1)\11141 ) ()\1A1> eI
)\2A2 . 9 T2 0 na—x2 .y
31 2m2a2>\n2
(81) % < A2 A ) A2 Ay ¢ 2

3.8 Estimacion de los pardametros

El logaritmo de la funcién de verosimitud ® de (29) esta dado por
In®=K+ (n —x1)In(0) + z1 In(A\ A1 — ) — M1y
(32) + (n2 — x2) In(0) + x2 In(A2 A2 — 0) — Azaz
y para el caso (31) estd dada por
In¥ =L+ (n—x1)In0) + 21 In(AM A —0) — Aymiag
(33) + (n2 — z2) In(0) + z2 In(A2 As — ) — Xomsan
en donde K y L son contantes.
Teorema 11. La funcidn In® de (82) tiene un idnico punto critico

Prueba. El sistema de ecuaciones normales de verosimilitud para este caso
esta dado por

Oln® ni—x1  no— o T1 To
4 _ _ _ _
(34) 96 T 0 A =0 A0 "
(35) 8111@ _ Alxl — —0

O\ A -0
Oln® Ag.’lfg

(36) Ny AgAy—0

—(IQ:O

de (35) y (36) se obtiene respectivamente

A

071331 + 6
(37) AL = A,

A

731‘2 +6
(38) Ay = A,

y reemplazando (37) y (38) en (34) se obtiene

ny — T a1 TLQ*IQ_E:O
0 A1 0 A2

(39)
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de donde

(n1 — 1) + (n2 — x2)

(40) 0=

O

Nota 12. Obsérvese que si 0 < x1 < ni1 y 0 < xzo < ny entonces el punto
crfico obtenido satisface (0, A1, A2) € ©.

Teorema 13. Bajo el supuesto que 0 < x1 <nj1 y 0<xo <mng la matriz de
las sequndas derivadas parciales de la funcion de verosimilitud In® de (32) es
definida negativa para todos los valores (6, A1, \2) € O, y por tanto el extremo
local del teorema anterior es el unico mdzimo local de In ®.

Prueba. La matriz de las segundas derivadas parciales de In ® esta dada por

PIn® 8*Ind 8% In ®
562 900X, 900N,
_ ?In® 9°Ind 8%Ind® .
(41) D0, A1, 02) = | Bgax, “axr oo, | =
?In® 8°Ind 9’Ind
900X,  ON10X, ON3

(42)
. (nl—m1)+(n2—ﬂ€2)+ z1 + 2o Az Agxo
02 aAL—0)2 T uAs—0)2 Dad;—0)2 2 As—0)2
Ajxy _ Alxy 0
(A1 —0)? (MA1-0)?
Asxo 0 __ Alw
(A2A2-0)? (A2A2—0)2

De acuerdo con el criterio de Sylvester ( vedse por ejemplo Krasnov y colabo-
radores (1976, pag. 13) basta demostrar que

Di1 D12 Dis
> 07 Dgl D22 D23 <0
D31 D3y Dss

Di1 Dqo

43 Dy <0,
(43) n ’D21 Dns

Supongamos que 0 < 1 < n1 y 0 < z3 < ny Entonces de (42) se deduce
directamente que Dq; < 0. Por otro lado,

o (TLl —x1)+(n2 —Ig) X1 i)
= ( B T NAL =02 T Dads - 9)2>

_ (™ +ng — (1 +1‘2)+ T2 Az 2>O
02 (AoAy — 6)2 (MA; —0)2

D1 Dia
Dy Doy
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y, finalmente,

Dy Diz Dis
D31 Doy Dy3z | = D3
D3y D3z Ds3

- AQLL'Q 2 A%,’El (- A%!EQ
(M4 —0)2 (M A —0)2 (A2 Ay — 0)2

ny + no — .1'1 + .TQ) T2 A?ml
Tt —02) \ona -2

A%m ) (m +ny — (21 +$2)> <0
02

X

/\QAQ —
O

De acuerdo con los dos teoremas anteriores, la estimacién méximo verosimil
del vector de pardmetros de In ® estd dada por (6, A1, A2) en donde

(n1 — 361) + (n2 — x2)

(44) 0 = Ty
A
(45) A = “fﬁf i
N .
(46) A
y de la ecuacién (16)
(47) Ny = Ah = %xl +6
(48) Ny = Aghy = %xz +6

Noétese que como 0 < x1 <ni y 0<xo < ne entonces é, 5\1, 5\2) € 0.
Andlogamente, la estimacién méximo verosimil del vector de pardmetros de
In U estd dada por (6, A1, A2) en donde

j_ (i —m1) + (ng — o)

49 0
( ) mlal + m20¢2
A
N ml(lll I + 9
(50) AL = A
A
. 200 + )
(51) fp = ma02 2T

Ay
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Nota 14. Para las aplicaciones prdacticas deben tomarse como estimadores los
enteros mas cercanos a 8, N1 y No

3.4. Propiedades de los estimadores

3.4.1. Esperanza de los estimadores

En esta seccion se calculan la esperanza y la matriz de varianzas - covar-
ianzas de los estimadores asociados a las estimaciones obtenidas en la secién
anterior y se demuestra que todos los estimadores son insesgados

Si X1 y m son las variables aleatorias definidas en (21) y (22) respectiva-
mente, y Xo v 72 son las analogas en el espacio 2 entonces los estimadores de
maéxima verosimilitud que se obtienen de la seccién anterior estan dados para
el caso de la funcién de verosimiltud ¢ por

(m — X1) + (72 — Xo)

(54) é: a a
e
. Ax, 4
A=
(55) 1 "
« Aax, 40
Aog=2 —
(56) 2 4
~ A ~
(57) N, = 21X, 44
aj
N A o
(58) N, = JXQ +6
a2

Noétese que para el estimador se usa el mismo simbolo que para la estimacion
pero resaltado.

Lema 15. Si X1 y m son las variables aleatorias definidas en (21) y (22)
entonces para el caso de la funcion de verosimiltud ® se tiene que

(59) E[X1] = Var[Xy] = % Aid; — 0]
(60) E[m] = Var[m] = a1
(61) Efp — X1 = Varly — X1] = 5= 6]

Ay
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@
Ay
(63) COU[’Ih — Xl,Xl] =0

(62) CO’U[ﬂl, Xl] = [)\1A1 — 0]

Prueba. La expresién (60) se deduce del hecho de que 7 tiene distribucién de

Poisson con pardmetro Aja;. Por otro lado la variable (X7 | 71 = ni) tiene

distribucién binomial con parametros nl = Z;ill Miy D1 = ()‘i\‘ﬁ;o), por lo

tanto
o >\1A1 — theta
(64 B ) =m (ME )
de donde
MNAL— 0
65)  E[Xi=E(EX:|m)=Em] (2527 ) = 2L n4, 0]
)\1A1 A1
Por otro lado,
(A -0 0
(66) vartxa b =m (525=0) (55

Luego

e (MALEY (0w (A6
(67) E(Var(X1|m>>—A1a1< AAL )(AlAl)_Al( Ady >9

Ademas

>\1A1 -0 2 _ ﬂ ()\1141 - 9)2
A1 A A A

De las ecuaciones (67) y (68) se obtiene que

68)  Var(E(X | m)) = Var(m) (

(69)  Var[Xi]| = E(Var(X, |m)) + Var(B(Xy | m)) = ‘Lll A — 6]

De manera analoga si se tiene en cuenta que (1, — X7 | 1) tiene distribucién

binomial con pardmetros my ¢ = ( /\10141 se llega a la expresion ( 61).

Finalmente,

(70)  Cov[m,X1] == (Var(m)+Var(X1) — Var (m — X1))

ay
Ay

N = N

(71) = ()\1@1 + AMA — 6] — a [9]) a1 (A A; — 6]

AT A
y

(72) Cov[m — X1, X1] = % (Var (m) —Var(Xy) —Var(m —X1)) =0
O
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Nota 16. Andlogamente se tiene que

a2

(73) E[XQ} = V(Z?“[XQ] = A2 [)\2142 — 9]
(74) E[nﬂ = VCL?”[TIQ] = Aoas
(75) Elny — Xo] = Varlys — Xo] = A— 6]
(76) Covlna, Xa] = 22 [Ny Ay — 6]

A
(77) COU[T]Q — X27X2} =0

Corolario 17.

(78) Cov[X1,0] =0
(79) Cov[Xs,0] =0
Prueba.

(80) Cov[X1,0] = Cov | X1, (m — X1) + (n2 — X2)

Aj Ay
1 =————(Cov X -X Cov [ X - X3])=0
(81) oAy + agd; (CovlXnm = Xal + Cov [Xy, 1 — Xo)
De la misma forma Cov[Xs, 8] = 0. O

3.4.2. Varianza de los estimadores

Teorema 18. Todos los estimadores de las expresiones (54) a (58) son inses-
gados.

Prueba. Todos los resultados se derivan del lema 15. En efecto,

X _ - oL 4 gaz
(82) Elf]=F (m ‘X:jl) + (a”j Xo)| _ e )
At A, At
A n Al a
N LLX, + 60 —1A—1[)\1A1—9]+9
(83) [A1] A m 1
La prueba es idéntica para Ao,
(84) EN]=E [Alxl] — AN =N,

Equivalente para N, O
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Teorema 19. Las varianzas de los estimadores de las expresiones (54) a (58)
estan dadas por

) 9A1A2

85 Varld] = U2
( ) ar[ } a2A1 + a1A2

3 1 fas
(86) Var[\] = a1 ()‘1 B (12141+C11AQ>

N 1
(87) ar[As] a2< 2 — a2A1—|—a1A2>

- A%
) Varll = ar ()\1 CazdAr+ alAz)

~ A%

Ns| = 2
(89) Var[R,| 2(& ayh+aub)
Prueba.

Varlg) = Var |1 =% 1 (1 = X)| _ Var[p = Xi] + Var fro = X3
AT (% +%)
04-+0% 9 9AA
o 27 ar L az
(%11 + %22) A, + Ay a2A1 +G1A2
Vari = Var | 558 il Var X Varld
ar[A] = Var T _a? ar [ X1] + A2 ar{}

1 1 0A; As
(Al [>\1A1 - 9]) AQ <a2A1 + a1A2>

_1<A_9%)
T o\ Ay a1 A,

Similarmente para Var[\y]. Las varianzas para N; y Ny se obtienen de
Var[\] y Var[A] respectivamente. O

Corolario 20.

- A,
) S G ey
. A,
o Con 0] = e
DY 0
o cor o = e
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Prueba.
Cov [é,il} = Cov é,f—ll + Ail = ailC’ov [é,Xl} + AilVa'r [é]
0A,
T A +a Ay

Anaélogo para Cov [97 5\2} .

. . X, 0 X, 0 1
Cov A, 5, | =Cov |22 4+ = 224 | = Cov[X1, X
ov[ 1, 2} ov o +A17a2 +A2 v ov [X71, X5]
1 R 1 X 1 R
+ oy Cov [Xl,e] + g Cov [XQ,Q} t oV M
B 9
_CL2A1+CL1A2

O

Nota 21. La matriz de varianzas - covarianzas de los estimadores para la
funcién de verosimilitud ® es

(93)
9A1A2 9A2 9A1
asAi+a1As  asAij+aiAs azAi1+a;As
C(b(e, /\17 )‘2) = GZA?ﬁzlAZ ail [\)\1 - a2A10-(|ljllA2] azf\?iélzz‘\z
0A, 0A; Ay 1 [/\ _ fa, }
asAi+a1As azAi+aiAs as 2 asAi+ai As

Las expresiones para la esperanza y la varianza de los estimadores obtenidos
para la funcion de verosimiltud W, se obtienen reemplazando en cada caso aq
POT M1 Y Gg POTr Macrz, en este caso usamos la notacion Cy (0, A1, A2) y se
tiene

Cy(0, A, A2) =
0A1 Ay 6As 0A,
maoasAr+miag Az m2a2A1+m1a%é20 maoaoAr+miag As
(94) GAQ )\1 _ m12a12 9A1A2
maoagsAi+miag Az mia;  MmoasAi+miog Ag m2a2A1+m1abA2
mial
60A, 60A1 Ao Ao _ Mmooy
moasAi+miai Az maoasAr+miag As maoas  maasAi+miarAs

Nota 22. Si en las matrices de covarianzas Cy (0,71, 22) y Ca (0,7}, X2) se
reemplazan 0, A, Ay por 9, 5\1, Ao respectivamente se obtienen estimadores ins-
esgados para tales matrices. En particular se obtienen estimadores insesgados
para las varianzas.



ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL DE LOS TAMANOS DE DOMINIOS 55

3.5. Normalidad asintotica de los estimadores para el caso de la funcion de
verosimilitud ¥

La consistencia de los estimadores maximo verosimiles obtenidos no esta garan-
tizada debido a que en el caso de la funcién de verosimiltud ® no se obtiene
a partir de vectores aleatorios idénticamente distribuidos. Para el caso de la
funcién de verosimiltud W, los vectores aleatorios son idénticamente distribuidos
en cada muestra. El hecho de tener dos muestras independientes no permite
garantizar directamente la consistencia de los estimadores. En esta seccién
se demuestra la normalidad asintdtica de los estimadores maximo versimiles
obtenidos para la funcién de verosimilitud ¥ definida en la ecuacién (31). Se
demostrara que las funciones f; y fo satisfacen las condiciones M.1 a M.5 de
la seccién . La condiciones M.1 y M.2 son obvias. Para establecer la condicién
M.3 basta observar que
83 In fz

(95) MZO (Z=1,2)

Falta verificar las condiciones M.4 y M.5.

Teorema 23. Las funciones fi; y fa; de la funcién de verosimiltud ® definida
en la ecuacion (29) y las funciones f1 y fa de la funcién de verosimiltud ¥
definida en la ecuacion (31) satisfacen la condicion M.4. de la seccion .

Prueba. Segun (19) las funciones de probabilidad fi; fa;, f1y f2 estdn todas
definidas en el conjunto S = {(z,n) |z =0,1,2,.n;n=10,1,2...}. De (95) se
sigue que

63 In fz
96 —— | fi=0
(96) Z 000A10)o /
(z,n)eS
Andlogamente, se tiene que
9% 1n fr;

(97) >

(z,n)eS

Jei =0, k=1,2

000102

Se demostrard que todas las sumas de la condicién M.4. son cero para fi;
J2j, 1y fa. Sea

(99) i 00) = (1) ()" ()"
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AA -0 0 e (\a)"
A %A—an h(n?)‘)_i

Entonces tomando h(n,A) = h

Dox = , AA>0.

n!

oh  (n— a)\)h ?h (—n 4+ n? — 2an + a®\?) B

ox A ToN A2
y como h es la funcién de probabilidad de Poisson con parametro Aa entonces
se tiene que

(99) io:hzl7 inh:)\a y ith:/\a()\a—i—l)
n=0 n=0 n=0
Por tanto
o YU _suly (%) o) (o Z 02
n=0z=0 96 n= O 96 =0 v
ZZ@ ZEM <h2< (pox)” (q0) >: N
n=0z=0 =0 =0 n=0
(101) - (n_aAhz/\Znh—aZh_o

de (100) y (101) se sigue que

(102) Z Z 606/\ Z Z 802 -

n=0x=0 n=0 xz=0
y
i n—i—n2 —2an)\—|—a2)\2)
(103) ;);)a/\? Z Y _nz% = h=0

O

Finalmente se probara que las funciones f; y fo satisfacen la condicion M.5.

Teorema 24. Sean M = my + ma. p1 = mi/M, p2 = mo/M, y sean
ID@, M1, 02) (i =1,2) las matrices definidas por

8%1n f; 8%1n f; 8%1n f;

E 9000 E DO, E 90O,

(i) _ 9%1n f; 9%In f; 9%In f;

(104) I8, A1, A2) = E 09X, E OX10X, E OX19X,
8%1n f; 8%1n f; 8%1n f;

E 900N, E IX10N, E IX20N,

i =1,2. Entonces, la matriz
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(105) 10,21, A2) = pr IV (0, M1, X2) + pa TP (0, A1, \o)

es definida positiva con determinante finito para todo (0, A1, \a) € ©.

Prueba.
9%In f; n, —Xi X QA
106 E =—-FE|-= =
100 5T ) = (" o oe) < i)
(92 In fz AzXz (67
107 E =F =
(107) ( 00N, ) ((/\iAi - 9)2> (NiA; —0)
&%n f; 0?In f;
108 E =F =0, ]
(108) ( 900X, ) (axmj) i
0%In f; AT X, a;A;
109 E =—F =
( ) (8&6&\2) <(>\1A1 - 0)2 ()\1141 — 0)
Por tanto:
a1\ _ ay 0 T
W o041 =0) i 4=0)
(110) IF(0, A1, A2) = T (mA—0) (MA-0) 0
|0 0 0
i PRV 0 — [P T
0(r2A2—0) (h2A2—0)
(111) I®@, M, 0)=1| 0 0 0
o (g __aAy
L (A2A2-0) (A2A2—0)
Luego
mioi + Mmoo Ao __miag ____Mmoag
1 9()\1;2’1;0) 9(}\214270) WL()\(;A‘Alfe) ()\214270)
(112) I(0, A1, A2) = U A nacey 0
_ maas 0 maasAs
()\2A279) ()\2A279)
De acuerdo con el criterio de Sylvester basta demostrar que
I I Ly Ly Iis
(113) Iy >0, W20 S0y (I =| Iy Ina Ins | >0
Iy Ipo
I3y I3o I3
Es claro que I1; > 0, porque por hipdtesis A\ A; — 6 > 0.
2 2
A
Lilas — 12, = (pro1 A1) n pac2de  praiéy n (pro) >0

0 (MA — 9)2 0 (A2Ay —0) (MAL—0) (MA; — 49)2

Finalmente,
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= — P20 Ly I3 p202 A2 ‘ Iy o
(AoAy —0) | oo Io3 (MoAy —0) | I21 a2
pP202 ( pro Ay ) p202 ) P20 Az
(MAs —0) \ (M A1 —0) (A2Ay—0) (Ao2As — 6)
o ( (praani)? p2a2re  pranéy (mar)? >
O(MA; — 607 0(Xady—0) (MA1—0) (A A —6)?
>0

O

Nota 25. Si M — oo, y p1 = m1/M , po = mo/M permanecen constantes,
entonces, I — Iy en donde

prai + p2a2 o ___piaa P23
T0AL1—0) T 0(h2As—0) (Alfﬁl_e) (2Az—0)
_ | —_prea _prag Ay
Io(0, A1, A2) = aA—0) na—ey 0
___paz 0 _p2oipAs
(A2A2—0) (A2A2—0)

Nota 26. Antes de establecer el teorema de normalidad asintética para el vec-
tor de estimaciones ¢ = (5,5\1,5\2) es nmecesario aclarar el significado de la
expresion M — oo. Como my y mgy son los tamanos de muestra en cada espa-
cio, entonces si pr = my1/M , pa = ma/M permanecen constantes y M — oo,
se tiene que my y ms tiende simultdneamente a infinito. Esto implica que el
niumero de dreas S1 de Q4, y el nimero de dreas Sz de 24, deben tender ambos
a infinito. Es posible tener sucesiones infinitas de dreas ai; en Qa, y ai; en
Q4,, pero en este caso la medida de todas las dreas no puede ser igual, mante-
niendo el drea total finita. Por lo tanto, cuando se requiere que M — oo para el
caso de dreas iguales se debe suponer que S — 0o y So — oo simultdneamente,
en consecuencia Ay = 1(Qa,) — 00 y Az = u(Qa,) — oo simultdneamente y
de acuerdo con las hipdtesis A.1 a A.4 de la seccion N; — oo y Ny — o0
simultaneamente. Esto significa que el siguiente resultado asintético es aplica-
ble para muestras grandes para tamanos de marco grandes y medidas de los
espacios asociados grandes.

Teorema 27. Sea $ = (é, 1, A2) el vector de estimaciones mdximo verosimil
del vector de pardmetros ¢ = (0, A1, \2) obtenido para la funcidn de verosimi-
litud W, entoncesv/M (§ — ) tiene asintéticamente distribucion normal mul-
tivariada cuando M — oo, m; = p;M, i = 1,2, con media cero y matriz de
VaTianzas-covarianzas 10_1(9, A1, A2). En simbolos

(114) VM (= 0) S N (0,I51(6, M1, 2))
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En el siguiente lema se exhibe explicitamente la matriz 10_1(9, A1, A2).

Teorema 28. La matriz 110, A1, \2).estd dada por

(115) I710, 01, 0) =
. 0A14 04 . 04A
paasAi+prog As capAi+pragAg paasAi+prog As
A, 1 B Opsas 6A, Ay
p2azAi+piarAs prag 17 prasAitpial Az paca Al +pragAs
0A, 0A1As 1 A _ Gplal
paazAi+prag Az paazAi+prag Az paaz 27 pran Al FpralAs
Prueba. El resultado puede verificarse efectuando el producto I - I~} O

Teorema 29. Si O@(é,j\l,j\g) es la matriz de varizanza - covarianza de los
estimadores definida en (94), entonces.

(116) I7H0, M1, A0) = M - Cy (6, A, As)

Prueba. Se deduce de los resultados anteriores. O

Para el caso de la funciéon ® la matriz de informacién se construye de la
siguiente forma. Para cada funcién de probabilidad fi; (i = 1,...m;) la matriz
de infromacién asociada al vector parametro es

a1iM _ ai; 0
6(A1A1-06) (A;ﬁl—e)
(117) Li(0, A, 02) = | -5t oidite O
0 0 0
Sea,
my
(118) L0, A1, h2) = > T1i(0, A1, Xo).
i=1

Entonces I;(6, A1, \z) tiene al misma forma de la matriz 1) ((6, A1, \2) de
la ecuacién ( 110). De la misma forma se construyen las matrices de infor-
macién para cada funcién de probabilidad f; (j = 1,...m2) asociadas al vector
pardametro. Si tales matrices se notan Io;(0, A1, A2) sea

ma
(119) L(0,M,2) = Y I55(6, M, A2)
i=1
Entonces I5(0, A1, A2) tiene al misma forma de la matriz 1(2)((9, A1, A2) de la

ecuacién (111). Finalmente, la matriz de informacién asociada a todas las
observaciones esta dada por
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(120) I(0, A1, X2) = 11(0, A1, A2) + 12(0, A1, A2)

Esta matriz tiene la misma forma de la matriz de la ecuacién (112). Basta
hacer las identificaciones a; = p;a; v se llega la resultado, es decir, para este
caso se tiene que

ai )\ + asAo _ a _ az
0(A1A1—0) ' 0(X2A2-0) (>\1AA1—‘9) (A2A2—0)
(121) 1(9,)\1,)\2) = —7(/\12179) 7(>\f;11i9) 0
___ay 0 __agAs
()\2A2—9) ()\2A2—9)

De manera similar al caso de la matriz C'y se obtiene el siguiente

Teorema 30. Si Cq;.(é7 5\1, 5\2) es la matriz de varizanzas - covarianzas de los
estimadores definida en (93), entonces.

(122) I7H0, M, 02) = Ca (0,71, o)

Nota 31. Obsérvese que para todos los estimadores (49) a (53) la varianza
asintotica coincide con sus varianzas. Notese que se tiene

- d 0A1 Ay
(123) VM (9 - 9) 4N (0, P i plalAg)

(124) VM (Xl - )\) KA

)
Tpran \1 T paag Ay + prag Ay
(125) VM (Xz - )\) KA )

1 Op1ay
0, Ay —
P02 paca Ay + pro A
0

R A2 Opaan
126 VM (N, - N i/\/(, ! (A — ))
(126) ( ! 1) p1og ! p20a A1 + prag As

R A2 Opraq
127 VM (Ny — N, d/\/(o, 2 (A - ))
(127) ( 2 2) - p202 ? p202 A1 + prag As

o equivalentemente

(128) (é—e,Nl —Nl,NQ—Ng) 4 N(0,Cy)
Ademds si B es la matriz definida por

0

0

Az

—_

(129) B=

o O =

0
A
0

entonces
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(130) (é 9N, - N, N, — Ng) < N (0, BCyB)

Teorema 32. Todos los estimadores son de varianza minima.

Prueba. Se sigue del teorema anterior. Vedse por ejemplo (Lehmann, 1983:
pagina 128). O

4. Discusién

En la practica, para la aplicacién de los resultados de este trabajo, se debe veri-
ficar que la clases €; y €5 de subconjuntos de €27 y €25 son tales que se cumplen
las hipdtesis A.1 a A .4, lo cual se traduce en que la densidad poblacional en cada
una de las clases es aproximadamente similar. Entonces, la clase €; estd con-
formada por subconjuntos de €2; para los cuales se satisfacen tales condiciones.
El conjunto A; puede corresponder a una delimitacién externa, por ejemplo,
una delimitacion geografica. Un primer camino de generalizacion de este tra-
bajo consiste en abarcar el caso cuando las hipotesis A.1 a A.4 se cumplen
localmente. En este caso se pueden proponer varias clases €;;, para el espacio i
en cada una de las cuales las hipotesis se satisfacen localmente. Para este caso
puede admitirse una densidad \;; en cada clase tal que N; = Ajg - 1 (Qa4,,)-
Con las respectivas identificaciones las funciones de probabilidad asociadas al
espacio 1 estan dadas por

Mki MepAig — 9>X“ ( 0 )nlkinki
% i7—X 1 )\ ,9 = - -
fiwi (ks Xk | Ak, 0) (Xlk,) ( ArALr S

xe*)\lkalkq‘, (Alkalki)mki/rllki!

La normalidad asintética de los estimadores para el caso de la funcién de
verosimiltud ® no fue demostrada en este trabajo. Todos los resultados pare-
cen indicar que bajo algunos supuestos adicionales se puede llegar a demostrar.
En los trabajos de Bradley y Gart (1962) y Hodley (1977) se proponen al-
gunos supuestos que pueden ayudar en este y en el problema de generalizacion
anterior.

Con respecto a las clases 7; de subconjuntos de §4,, es decir a las dreas que
forman la base para el muestreo, no es necesario que sean finitas. Por otro lado,
en la expresién de convergencia asintética v M (p — ) 4N (0,1571(6, M1, A2))
debe recordarse que M es el niimero total de dreas muestradas en los dos espa-
cios y que se supone que p; = mi/M permanece constante. En consecuencia,
como el drea total (24,tiene medida finita, para poder aplicar este resultado
en la préctica se requiere que las clases 77 y 75 tengan cada una un nidmero
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grande de elementos, y por por tanto, cada uno con medida muy pequena com-
parada con la medida de el drea €4,. Adicionalmente, este resultado implica
que para seleccionar tamanos de muestra, es mejor definir desde el comienzo
que las muestras sean proporcionales a dos constantes fijas. Asi, parece que
una estrategia razonable para el caso de espacios del mismo tipo consiste en
tomar las muestras proporcionales a las medidas de §24,.

Por otro lado, para el caso de areas iguales, se puede tomar a; = as = 1,
debido a que en este caso los o solo participan como constantes de propor-
cionalidad en el célculo de \; y )\2, pero no participan en los estimadores para
0, N1 y Ny. Observe que si S; y Sy representan el nimero total de areas en
cada espacio, entonces para cualquier valor de a1 y as se tiene que

(m — X1) + (2 — Xo)
T

(131) 6=

132 A= — —
( ) ! a1 [ My + Sl
< 1 [Xo 0
133 A= — | =+ =
( ) 2 Qg | Ty + 52
~ S ~
(134) N, = 71X1 +6
mi
- S5 N
(135) Ny=—=X,+0
ma

En este caso la matriz de covarianzas toma la forma

w(0, A\, \2)
05152 952 951
maS1+m1S2  m2S;1+m1Ss maS1+m1Sa
_ 08 1 |y Oma 0515y
moS1+m1Ss my 1 maS1+m1S2 m2S1+m1S2
65, 65152 1 )\ _ Omq
maS1+m1Se maSi1+mi1Sa ma 2 maS1+mi1S2

La generalizacién del problema a mas de dos marcos puede iniciarse, reem-
plazando el modelo binomial condicionado por un modelo multinomial condi-
cionado, en donde cada p; estd asociado al nimero de elementos encontrados
que pertenecen a un dominio ¢ para cada area muestrada.
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