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Ubicacién 6ptima de reservas activas en un

sistema serie

Jost E. VALDES CASTRO"
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Resumen

La redundancia activa de componentes es una de las vias para aumen-
tar la confiabilidad de los sistemas. Recientemente han adquirido gran
importancia en la comparaciéon de los tiempos de vida de los sistemas
diversos conceptos de orden estocdstico, los cuales permiten determinar
configuraciones éptimas de los sistemas con componentes redundantes.
En el trabajo se consideran sistemas serie con reservas activas y se inves-
tigan condiciones suficientes para la optimizacién de estos sistemas.
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1. Introduccion

Una de las vias para aumentar la confiabilidad de los sistemas es el uso de
componentes redundantes. Existen dos tipos de redundancia (reserva), una de
ellas es la llamada reserva activa o paralelo, la cual conduce a la consideracion
del maximo de variables aleatorias, y la otra llamada reserva pasiva, la cual
conduce a la consideracién de sumas de variables aleatorias. El problema de
donde ubicar las reservas activas en un sistema con el objetivo de obtener una
configuracién 6ptima ha sido estudiado utilizando diversos érdenes estocéasticos;
vednse, por ejemplo, Belzunce, Franco, Ruiz & Ruiz (2002), Boland, El-Neweihi
& Proschan (1992), Boland, El-Neweihi & Proschan (1994), Mi (1999), Singh &
Misra (1994), Singh & Singh (1997). Una referencia amplia acerca de diferentes
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6rdenes estocdsticos y sus aplicaciones es Shaked & Shanthikumar (1994), Ross
(1996).

Recordemos la definicién de los tres 6rdenes estocasticos que seran utilizados
en este trabajo.

Sean X y Y dos variables aleatorias. Se dice que X es mayor que Y segin
el orden estocdstico usual, lo cual se denota X >, Y, si

P(X>t)>P(Y >t), —oo<t<o0. (1)

Por otra parte, X es mayor que Y segun el orden probabilistico, lo cual se
denota X >,, Y, si
P(X>Y)>PY > X). (2)

Obsérvese que a diferencia del orden estocéstico, el orden probabilistico
tiene en cuenta la distribucién conjunta de las variables aleatorias que se com-
paran, y por esta razén (1) puede no siempre implicar (2).

En este trabajo asumiremos que toda funcién de distribucién H(t) corres-
pondiente a una variable aleatoria cumple las condiciones H(0) =0y H(t) < 1,
para t > 0. Supondremos ademds que existe la densidad de probabilidad de ca-
da variable aleatoria. Dada una funcién de distribucién H usaremos la notacién
H=1-H.

Recordemos que la tasa de fallo correspondiente a una variable aleatoria
con funcién de distribucién H(t) se define por la expresién %, donde h(t)
denota su densidad de probabilidad.

Sean 71 (t) y r2(t) las tasas de fallo correspondientes a las variables aleatorias
X y Y. Se dice que X es mayor que Y segun el orden de la tasa de fallo, lo
cual se denota X >4, Y, si

ri(t) <ro(t), t>0. (3)

Es conocido que si X >¢, Y entonces X >, Y.

Sean X;, X5 y X variables aleatorias independientes que representan los
tiempos de vida de los componentes C1, Cy y R, respectivamente. Supongamos
que los componentes C7 y C5 forman un sistema serie, y que el componente R
puede ser usado como reserva activa con uno de estos componentes. Denotemos
mdx y min por los simbolos V y A, respectivamente. Entonces las variables
aleatorias

Up = AV(X1,X), X2) vy Uz = A (X1, V(X2, X)),
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representan los tiempos de vida de los dos sistemas que se obtienen al ubicar el
componente R como reserva activa con Cy y Cy, respectivamente. En Boland
et al. (1992) se demuestra que

U1 Zst U2 Si7ySéIO si X2 Zst Xl. (4)

Singh & Misra (1994) demuestran que la condicién Xo >4 X7 es también
suficiente para que tenga lugar la desigualdad

Ul Zpr U2 . (5)

Sean A1(t), Aa(t) y A(t) las tasas de fallo correspondientes a los tiempos
de vida Xy, X y X, respectivamente. Singh y Misra Singh & Misra (1994)
prueban ademés que cuando estas variables tienen distribucién exponencial la
condicién A1 > méax(Aq, A) es suficiente para que se cumpla la relacién

U > fr Us. (6)

Estos resultados significan que la mayor confiabilidad del sistema, en el
sentido del orden estocdstico correspondiente, se obtiene colocando la reserva
como redundancia del componente de menor confiabilidad (mds débil). En al-
gunos casos es mas realista considerar que el componente de reserva depende
del componente del sistema serie con el cual se colocaria como reserva. Es decir,
se tienen dos posibles componentes de reserva por ubicar, R; y Rs, asignados
respectivamente a los componentes C y Cy, pero sélo uno sera colocado como
reserva.

En la seccién 2 de este trabajo se obtienen condiciones suficientes para
la seleccion 6ptima, segtin el orden probabilistico, del componente de reserva
por ubicar. En la seccién 3 se considera que seran colocados dos componentes
de reserva, pero sélo uno con cada componente del sistema serie. Se obtienen
condiciones suficientes para la ubicacién éptima de las reservas segtn el orden
probabilistico.

2. Seleccion optima de una reserva en un
sistema serie

Sean las variables aleatorias independientes X1, Xo, Y7 y Ys los tiempos
de vida correspondientes a los componentes del sistema serie C; y Cs, v a las
reservas Ry y Rs, respectivamente. Denotemos las funciones de distribucién
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respectivas por Fy(t), Fa(t), G1(t) y Ga(t), sus correspondientes densidades de
probabilidad por fi(t), fa(t), g1(t) y g2(t) y las tasas de fallo respectivas por

AL(t), Az(t), () y pa(?).
Denotemos ahora
U1 = A(V(X1,11), X2),
Uy — /\(Xl, v(Xg,YQ)).
Proposicion 2.1. Sean

Xo >4 X1y Fo(x)Gi(z) > Fi(2)Ga(z), x>0, (7)

entonces
Ui >pr Us. (8)

Demostracion. Es facil comprobar la equivalencia entre las desigualdades
Uy > Us y Xi < A(X2,Y1). Luego la desigualdad (8) es equivalente a

P(Xl < /\(XQ,}/l)) > P(X2 < /\(Xl,}é)).
Sea
A = P(Xl < /\(Xg,Yl)) — P(XQ < /\(Xl’i/g))

- /0 " Fo(@)Ch (2)dF (x) — /O " F@)Ca(a)dF ().
De (7) se obtiene
A > /000 F1(z)Ga(x)dFy(z) — /000 F1(z)Ga(x)dFy(z) > 0,
puesto que F1(x)Go(z) es una funcién no creciente y Fy(x) > Fy(z) Shaked &

Shanthikumar (1994) y con ello queda probada la proposicién.

Observacion 2.1. De la proposicién 2.1 obtenemos que si Y] =4 Y, 6
Y1 =4 X1y Yo =a Xo, la condicidon Xy >4 X es suficiente para Uy >y, Us.

Observacién 2.2. La condicién suficiente de la proposicién (2.1) se satisface
cuando

a) Xo >4 X1y Y1 >4 Ys, y también cuando
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b) Xo >4 Ys >4 Y1 >4 Xi.

Las condiciones a) y b) se interpretan en la prictica de la siguiente mane-
ra. En el sentido del orden estocdstico usual, bajo la condicién a) la reserva
més fuerte debe ubicarse con el componente méas débil del sistema serie; sin
embargo, bajo la condicién b) es la reserva més débil la que debe ubicarse con
el componente mas débil.

Ejemplo 2.1. Si X1, X5, Y1 y Y5 tienen distribucién exponencial con medias
1 1 1 1

—, —, — Yy —, respectivamente, entonces

At A2 H2

A

P(Uy > Uz) = P(X < A2 ) = 5
A

P(Us > 1) = P(Xo < A(X0.12)) = 55

P(U1:U2):1—P(U1 >U2)—P(U2>U1):
A1+ Aapeg + p o
(A + X2+ p1) (A + Ao+ p2)

El ejemplo anterior muestra que la condicion Xo >4 X7 no es necesaria para
que se cumpla el orden U; >,, U,. Esta ltima relacién puede cumplirse atin
cuando Ay > A1, seleccionando valores apropiados de w1 y po.

3. Ubicacién 6ptima de dos reservas en un
sistema serie
Consideremos ahora que es posible ubicar dos reservas activas. Denotemos

Vi = A(V(X1,Y2), V(X2,11)),
Vo = A(V(X1, Y1), V(X2,Y2)).

Proposicién 3.1. Sean
X2 zf'r Xl y }/QSfT }/17 (9)

entonces
Vl Zpr ‘/2 (10)
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Demostracion. No es dificil comprobar que la desigualdad V; > V5 se satisface
si y sélo si se satisface una de las siguientes dos desigualdades excluyentes
V(X1,Y1) < A(X2,Y2), V(X2,Ys) < A(X1,Y7). Entonces la relacién (10) es
equivalente a

P(A(X2,Y2) > V(X1,Y1)) + P(A(X1,Y1) > V(Xa,Y2)) >
> P(AN(X2, Y1) > V(X1,Y2)) + P(A(X1,Y2) > V(Xa, Y7)).
Luego es suficiente probar que

A= P(/\(XQ,YQ) > \/(Xl,Yl)) +P(/\(X17Y1) > \/(XQ,}/Q))—
— P(/\(XQ,Yl) > \/(X17Y2)) — P(/\(Xl’Y'Q) > \/(X27Y1)) > 0.

Pero

A:/000/OOOFQ(\/(ZC,y))GQ(\/<x’y))dGl(x)dFl(y)+

+

/OOo /Ooo Ty (V(,9))Cr (V(z, 1)) dGa (x)dFs (y)—
- /O h /0 T B (V)G (Vs ) dCa () (y)
_ /O h OOOFl(\/(x,y))Gz(\/(x,y))dGl(z)ng(y).
Una condicién suficiente para A > 0 es
Fa(V(2,9)) G2 (V(@,9) 91 @) fa(y) + F1 (V{2 9) 1 V(@ 9)) 92(0) faly) 2
e

>F, (\/(x, y))él (\/(a:, y))gg(x)fl (y) + F (\/(a:, y))

la cual puede escribirse como

(V(z, ) [fiy)F2(V(z,y)) — fo(y)F1(V(z,y))] >
(\/ x, F

()G
Gy ( y)) [fl(y)F2(

g1
> ga(z)
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Obsérvese ahora que si a > b > 0, entonces
f1(b)F2(a) — fa(b)Fi(a) >0,

puesto que de X5 >, X7 se obtiene
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De manera similar, de Y5 >}, Y7 se tiene
91(b)Ga(a) — g2(b)G1(a) > 0,

entonces (11) se cumple y la proposicién queda demostrada.

La proposicion 3.1 significa en la practica que la ubicacién 6ptima de las
dos reservas, segtin el orden probabilistico, se obtiene ubicando la reserva més
fuerte con el componente mas débil y la reserva més débil con el componente
maés fuerte en el sentido del orden de la tasa de fallo.

Bibliografia

Belzunce, F., Franco, M., Ruiz, J. M. & Ruiz, M. L. (2002), ‘On partial or-
dering between coherent systems with different structures’, Probability in
the Engineering and Informational Sciences 15, 273-293.

Boland, P. J., El-Neweihi, E. & Proschan, F. (1992), ‘Stochastic order for redun-
dancy alloca-tions in series and parallel systems’, Adv. Appl. Prob 24, 161—
171.

Boland, P. J., El-Neweihi, E. & Proschan, F. (1994), ‘Applications of the hazard
rate ordering in reliability and order statistics’, J. Appl. Prob 31, 180-192.

Mi, J. (1999), ‘Optimal active redundancy allocations in k-out of-n systems’,
J. Appl. Prob 36, 927-933.

Ross, S. M. (1996), Stochastic Processes, second edn, John Willy & Sons, Inc.

Shaked, M. & Shanthikumar, J. (1994), Stochastic Orders and Their Applica-
tions, Academic Press, Inc.

Singh, H. & Misra, N. (1994), ‘On redundancy allocations in systems’, J. Appl.
Prob 31, 1004— 1014.

Singh, H. & Singh, R. S. (1997), ‘Note: Optimal allocation of resources to nodes
of series systems with respect to failure rate ordering’, Naval Research
Logistics 44, 147— 152.



