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Resumen

La redundancia activa de componentes es una de las v́ıas para aumen-
tar la confiabilidad de los sistemas. Recientemente han adquirido gran
importancia en la comparación de los tiempos de vida de los sistemas
diversos conceptos de orden estocástico, los cuales permiten determinar
configuraciones óptimas de los sistemas con componentes redundantes.
En el trabajo se consideran sistemas serie con reservas activas y se inves-
tigan condiciones suficientes para la optimización de estos sistemas.
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1. Introducción

Una de las v́ıas para aumentar la confiabilidad de los sistemas es el uso de
componentes redundantes. Existen dos tipos de redundancia (reserva), una de
ellas es la llamada reserva activa o paralelo, la cual conduce a la consideración
del máximo de variables aleatorias, y la otra llamada reserva pasiva, la cual
conduce a la consideración de sumas de variables aleatorias. El problema de
dónde ubicar las reservas activas en un sistema con el objetivo de obtener una
configuración óptima ha sido estudiado utilizando diversos órdenes estocásticos;
veánse, por ejemplo, Belzunce, Franco, Ruiz & Ruiz (2002), Boland, El-Neweihi
& Proschan (1992), Boland, El-Neweihi & Proschan (1994), Mi (1999), Singh &
Misra (1994), Singh & Singh (1997). Una referencia amplia acerca de diferentes
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órdenes estocásticos y sus aplicaciones es Shaked & Shanthikumar (1994), Ross
(1996).

Recordemos la definición de los tres órdenes estocásticos que serán utilizados
en este trabajo.

Sean X y Y dos variables aleatorias. Se dice que X es mayor que Y según
el orden estocástico usual, lo cual se denota X ≥st Y , si

P (X > t) ≥ P (Y > t), −∞ < t < ∞. (1)

Por otra parte, X es mayor que Y según el orden probabiĺıstico, lo cual se
denota X ≥pr Y , si

P (X > Y ) ≥ P (Y > X). (2)

Obsérvese que a diferencia del orden estocástico, el orden probabiĺıstico
tiene en cuenta la distribución conjunta de las variables aleatorias que se com-
paran, y por esta razón (1) puede no siempre implicar (2).

En este trabajo asumiremos que toda función de distribución H(t) corres-
pondiente a una variable aleatoria cumple las condiciones H(0) = 0 y H(t) < 1,
para t > 0. Supondremos además que existe la densidad de probabilidad de ca-
da variable aleatoria. Dada una función de distribución H usaremos la notación
H = 1−H.

Recordemos que la tasa de fallo correspondiente a una variable aleatoria
con función de distribución H(t) se define por la expresión h(t)

H(t)
, donde h(t)

denota su densidad de probabilidad.

Sean r1(t) y r2(t) las tasas de fallo correspondientes a las variables aleatorias
X y Y . Se dice que X es mayor que Y según el orden de la tasa de fallo, lo
cual se denota X ≥fr Y , si

r1(t) ≤ r2(t), t ≥ 0. (3)

Es conocido que si X ≥fr Y entonces X ≥st Y .

Sean X1, X2 y X variables aleatorias independientes que representan los
tiempos de vida de los componentes C1, C2 y R, respectivamente. Supongamos
que los componentes C1 y C2 forman un sistema serie, y que el componente R
puede ser usado como reserva activa con uno de estos componentes. Denotemos
máx y mı́n por los śımbolos ∨ y ∧, respectivamente. Entonces las variables
aleatorias

U1 = ∧(∨(X1, X), X2

)
y U2 = ∧(

X1,∨(X2, X)
)
,
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representan los tiempos de vida de los dos sistemas que se obtienen al ubicar el
componente R como reserva activa con C1 y C2, respectivamente. En Boland
et al. (1992) se demuestra que

U1 ≥st U2 si, y sólo si X2 ≥st X1. (4)

Singh & Misra (1994) demuestran que la condición X2 ≥st X1 es también
suficiente para que tenga lugar la desigualdad

U1 ≥pr U2. (5)

Sean λ1(t), λ2(t) y λ(t) las tasas de fallo correspondientes a los tiempos
de vida X1, X2 y X, respectivamente. Singh y Misra Singh & Misra (1994)
prueban además que cuando estas variables tienen distribución exponencial la
condición λ1 ≥ máx(λ2, λ) es suficiente para que se cumpla la relación

U1 ≥fr U2. (6)

Estos resultados significan que la mayor confiabilidad del sistema, en el
sentido del orden estocástico correspondiente, se obtiene colocando la reserva
como redundancia del componente de menor confiabilidad (más débil). En al-
gunos casos es más realista considerar que el componente de reserva depende
del componente del sistema serie con el cual se colocaŕıa como reserva. Es decir,
se tienen dos posibles componentes de reserva por ubicar, R1 y R2, asignados
respectivamente a los componentes C1 y C2, pero sólo uno será colocado como
reserva.

En la sección 2 de este trabajo se obtienen condiciones suficientes para
la selección óptima, según el orden probabiĺıstico, del componente de reserva
por ubicar. En la sección 3 se considera que serán colocados dos componentes
de reserva, pero sólo uno con cada componente del sistema serie. Se obtienen
condiciones suficientes para la ubicación óptima de las reservas según el orden
probabiĺıstico.

2. Selección óptima de una reserva en un
sistema serie

Sean las variables aleatorias independientes X1, X2, Y1 y Y2 los tiempos
de vida correspondientes a los componentes del sistema serie C1 y C2, y a las
reservas R1 y R2, respectivamente. Denotemos las funciones de distribución
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respectivas por F1(t), F2(t), G1(t) y G2(t), sus correspondientes densidades de
probabilidad por f1(t), f2(t), g1(t) y g2(t) y las tasas de fallo respectivas por
λ1(t), λ2(t), µ1(t) y µ2(t).

Denotemos ahora

U1 = ∧
(
∨(X1, Y1), X2

)
,

U2 = ∧
(
X1,∨(X2, Y2)

)
.

Proposición 2.1. Sean

X2 ≥st X1 y F 2(x)G1(x) ≥ F 1(x)G2(x), x ≥ 0, (7)

entonces
U1 ≥pr U2. (8)

Demostración. Es fácil comprobar la equivalencia entre las desigualdades
U1 > U2 y X1 < ∧(X2, Y1). Luego la desigualdad (8) es equivalente a

P
(
X1 < ∧(X2, Y1)

) ≥ P
(
X2 < ∧(X1, Y2)

)
.

Sea

∆ = P
(
X1 < ∧(X2, Y1)

)− P
(
X2 < ∧(X1, Y2)

)

=
∫ ∞

0

F 2(x)G1(x)dF1(x)−
∫ ∞

0

F 1(x)G2(x)dF2(x).

De (7) se obtiene

∆ ≥
∫ ∞

0

F 1(x)G2(x)dF1(x)−
∫ ∞

0

F 1(x)G2(x)dF2(x) ≥ 0,

puesto que F 1(x)G2(x) es una función no creciente y F1(x) ≥ F2(x) Shaked &
Shanthikumar (1994) y con ello queda probada la proposición.

Observación 2.1. De la proposición 2.1 obtenemos que si Y1 =st Y2, ó
Y1 =st X1 y Y2 =st X2, la condición X2 ≥st X1 es suficiente para U1 ≥pr U2.

Observación 2.2. La condición suficiente de la proposición (2.1) se satisface
cuando

a) X2 ≥st X1 y Y1 ≥st Y2, y también cuando
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b) X2 ≥st Y2 ≥st Y1 ≥st X1.

Las condiciones a) y b) se interpretan en la práctica de la siguiente mane-
ra. En el sentido del orden estocástico usual, bajo la condición a) la reserva
más fuerte debe ubicarse con el componente más débil del sistema serie; sin
embargo, bajo la condición b) es la reserva más débil la que debe ubicarse con
el componente más débil.

Ejemplo 2.1. Si X1, X2, Y1 y Y2 tienen distribución exponencial con medias
1
λ1

,
1
λ2

,
1
µ1

y
1
µ2

, respectivamente, entonces

P (U1 > U2) = P
(
X1 < ∧(X2, Y1)

)
=

λ1

λ1 + λ2 + µ1
,

P (U2 > U1) = P
(
X2 < ∧(X1, Y2)

)
=

λ1

λ1 + λ2 + µ2
,

P (U1 = U2) = 1− P (U1 > U2)− P (U2 > U1) =

=
λ1µ1 + λ2µ2 + µ1µ2

(λ1 + λ2 + µ1)(λ1 + λ2 + µ2)
.

El ejemplo anterior muestra que la condición X2 ≥st X1 no es necesaria para
que se cumpla el orden U1 ≥pr U2. Esta última relación puede cumplirse aún
cuando λ2 > λ1, seleccionando valores apropiados de µ1 y µ2.

3. Ubicación óptima de dos reservas en un
sistema serie

Consideremos ahora que es posible ubicar dos reservas activas. Denotemos

V1 = ∧(∨(X1, Y2),∨(X2, Y1)
)
,

V2 = ∧(∨(X1, Y1),∨(X2, Y2)
)
.

Proposición 3.1. Sean

X2 ≥fr X1 y Y2 ≤fr Y1, (9)

entonces
V1 ≥pr V2. (10)
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Demostración. No es dif́ıcil comprobar que la desigualdad V1 > V2 se satisface
si y sólo si se satisface una de las siguientes dos desigualdades excluyentes
∨(X1, Y1) < ∧(X2, Y2), ∨(X2, Y2) < ∧(X1, Y1). Entonces la relación (10) es
equivalente a

P
(∧(X2, Y2) > ∨(X1, Y1)

)
+ P

(∧(X1, Y1) > ∨(X2, Y2)
) ≥

≥ P
(∧(X2, Y1) > ∨(X1, Y2)

)
+ P

(∧(X1, Y2) > ∨(X2, Y1)
)
.

Luego es suficiente probar que

∆ = P
(∧(X2, Y2) > ∨(X1, Y1)

)
+ P

(∧(X1, Y1) > ∨(X2, Y2)
)−

− P
(∧(X2, Y1) > ∨(X1, Y2)

)− P
(∧(X1, Y2) > ∨(X2, Y1)

) ≥ 0.

Pero

∆ =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

F 2

(∨(x, y)
)
G2

(∨(x, y)
)
dG1(x)dF1(y)+

+
∫ ∞

0

∫ ∞

0

F 1

(∨(x, y)
)
G1

(∨(x, y)
)
dG2(x)dF2(y)−

−
∫ ∞

0

∫ ∞

0

F 2

(∨(x, y)
)
G1

(∨(x, y)
)
dG2(x)dF1(y)−

−
∫ ∞

0

∫ ∞

0

F 1

(∨(x, y)
)
G2

(∨(x, y)
)
dG1(x)dF2(y).

Una condición suficiente para ∆ ≥ 0 es

F 2

(∨(x, y)
)
G2

(∨(x, y)
)
g1(x)f1(y) + F 1

(∨(x, y)
)
G1

(∨(x, y)
)
g2(x)f2(y) ≥

≥F 2

(∨(x, y)
)
G1

(∨(x, y)
)
g2(x)f1(y) + F 1

(∨(x, y)
)
G2

(∨(x, y)
)
g1(x)f2(y),

la cual puede escribirse como

g1(x)G2

(∨(x, y)
)[

f1(y)F 2

(∨(x, y)
)− f2(y)F 1

(∨(x, y)
)] ≥

≥ g2(x)G1

(∨(x, y)
)[

f1(y)F 2

(∨(x, y)
)− f2(y)F 1

(∨(x, y)
)]

. (11)

Obsérvese ahora que si a ≥ b ≥ 0, entonces

f1(b)F 2(a)− f2(b)F 1(a) ≥ 0,

puesto que de X2 ≥hr X1 se obtiene

f1(b) ≥ f2(b)
F 1(b)
F 2(b)

≥ f2(b)
F 1(a)
F 2(a)

.



Ubicación óptima de reservas activas en un sistema serie 187

De manera similar, de Y2 ≥hr Y1 se tiene

g1(b)G2(a)− g2(b)G1(a) ≥ 0,

entonces (11) se cumple y la proposición queda demostrada.

La proposición 3.1 significa en la práctica que la ubicación óptima de las
dos reservas, según el orden probabiĺıstico, se obtiene ubicando la reserva más
fuerte con el componente más débil y la reserva más débil con el componente
más fuerte en el sentido del orden de la tasa de fallo.
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