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Resumen

A través del modelo lineal clasico de Gauss-Markov, se caracteriza el mo-
delo de efectos mixtos, se aplica la técnica de multiplicadores de Lagrange
para obtener los mejores predictores lineales (BLUP) y se ilustran los re-
sultados de Searle (1997), donde se encuentra que las sumas de los BLUP,
cuando se evaltian sobre los efectos aleatorios (exceptuando las interacciones
provenientes tnicamente de efectos aleatorios), son iguales a cero, encontran-
dose con esto una analogia entre la reparametrizaciéon X-restricciéon que se
hace sobre los modelos de efectos fijos y la forma general de la restricciéon que
se hace sobre los modelos de efectos mixtos. Se lleva a cabo una ilustracion
en modelos cruzados con los resultados expuestos en Gaona (2000), donde
se evalu6 la ganancia de peso en novillos de ganado criollo sanmartiniano;
adicionalmente para modelos jerarquicos se ilustra con los resultados pre-
sentados en Harville & Fenech (1985), correspondientes a mediciones de las
ganancias en peso de un grupo de ovejos machos.

Se observa de los resultados que en el modelo usual de anélisis de varian-
za para modelos mixtos, ciertas sumas de los predictores lineales insesgados
(BLUP), asociados a los efectos aleatorios, son iguales a cero si se tiene un
modelo con una sola variable respuesta. Sin embargo, esta propiedad se
pierde cuando se tienen evaluaciones diferentes en la misma unidad experi-
mental, las cuales van a estar correlacionadas. Un caso diferente resulta en
estudios longitudinales como se muestra empiricamente en la seccién 5.3.
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Abstract

The mixed linear model is characterized using the classic linear model
of Gauss-Markov. The multipliers of Lagrange are a tool to obtain the best
lineal predictors (BLUP), we shown the results of Searle (1997), where some
sums of the best linear unbiased predictors of random effects are zero. This
characteristic is similar with the reparametrization Y-restriction in the fixed
linear models. We present an illustration based on results of Gaona (2000) in
crossed classification with the data measured in young bulls sanmartiniano,
and other example in hierarchical models with the results presented in Har-
ville & Fenech (1985) corresponding to mensurations of weight of a group
of male sheep. In the usual model of analysis of variance for mixed models,
some sums of the unbiased lineal predictors (BLUP) associated to random
effects are zero when the model has a single variable answer, however, this
property does not work in cases in which there are different evaluations in
the same experimental unit, which will be correlated.

Key words: Mixed linear models, Lagrange multiplier, Crossed design, Hie-
rarchical linear models.

1. Introduccién

Los modelos de efectos mixtos fueron ampliamente estudiados por Fisher hacia
1918, quien los denomind modelos de componentes de varianza. Estos modelos
fueron de gran utilidad en los estudios de genética cuantitativa y mejoramien-
to animal; sin embargo, su aplicaciéon en diferentes campos de la investigacion
cientifica se ha venido generalizando en las ultimas décadas, en las cuales se han
implementado nuevos desarrollos metodoldgicos que han contribuido a su estudio
y aplicacion.

En los estudios de modelos mixtos es fundamental que se tengan en cuenta los
siguientes aspectos:

1. Estimacién de efectos fijos.
2. Estimacion de efectos aleatorios.

3. Estimacion de los predictores lineales.

Este ultimo aspecto no ha sido ampliamente difundido a pesar de que tie-
ne diversas aplicaciones, principalmente en mejoramiento animal y programas de
inseminacién artificial, cuando se desean evaluar los méritos genéticos de los re-
productores.

Segun Hartley & Rao (1967) y Barroso & Bussab (1998), el modelo mixto
puede ser escrito en forma general como:

y=Xp+ 21U+ 2ZUs+---+ Z.U. +e (1)
donde:

= y es el vector de observaciones de orden n x 1,
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= X una matriz conocida de tamano n X p,

= ( un vector de constantes desconocidas de dimensién p x 1,
= 7; una matriz conocida de tamafio n X ¢;, coni=1,2,...,c,
= U; un vector de variables aleatorias de dimension ¢; X 1, y

= ¢ un vector de variables aleatorias de orden n x 1.

Para el modelo (1) se asume que Uy, Us, ..., U, se distribuyen de manera inde-
pendiente e idénticamente como:

U; ~ N(0;07 Ig;) (2)
e ~ N(0; Rog) (3)

donde:

» Z;Z!y R son matrices que se asumen conocidas, y

» 02,0%,...,02% son constantes desconocidas no negativas a las cuales se les

conoce como los componentes de varianza.

2. Notacion

El modelo (1) se puede escribir en forma matricial como:

Ynx1) = Xnxp)Box1) + ZnxgUgx1) + €mx1) (4)
donde:
w 7 =(Z1,%2s,...,2Z.); Z; serd una matriz conocida de tamano n X ¢; para
i=1,2,....c
» U= (ULUL, ... U un vector no observable de variables aleatorias desco-

nocidas de dimension ¢ x 1, con ¢ = > _;_; gi.

En el modelo (4) se asume que si Uy = e, entonces U = (U, Ut,..., Ul y
ademaés se satisface:

i) E(U;) =0
021, sii=1i;

11) OO’U(Ui,Ui/) = {O sii 75 i/

Para 1,9 =0,1,...,t.
Var(y) =Var(XB+ ZU +e)

)
= ZVar(U)Z" + Var(e) + ZCov(U,e) = ZDZ' + R (5)

donde:

Revista Colombiana de Estadistica 30 (2007) 13-36



16 Luis Alberto Lopez, Diana Carolina Franco & Sandra Patricia Barreto

» D = &Y ,021,, con @ el operador que representa la suma directa de
matrices,

s R= U%IN.
iii) De esta forma (5) se puede reescribir como:
Var(y) = Z(&i10713,)2" + R
S 7zt en ©
i=1
=V
iv)

Cov(y,U") = E[(y — E(y))(U — E(U))']

=ZD=C @

3. Sobre la obtencién del mejor predictor lineal
insesgado BLUP

Cuando en el modelo (1) se tiene interés en la estimacion de funciones lineales
de la forma K!8 + M!U a través de una funcién lineal de las observaciones L'y,
conocida como el predictor lineal, se busca que la varianza del error de prediccion
sea minima. La estimacion de esta funcién se obtiene asumiendo inicialmente
que K'3 va a ser una funcién lineal paramétrica estimable. Para obtener estas
estimaciones existen diferentes métodos, como se puede ver en Henderson (1982).

Al minimizar la varianza del error de prediccion se tiene:
s Kt Mt _ Lt —
%11[111 [Var( 6+ MU y)]
rgl{}l [Var(M'U) + Var(L'y) — Cov(M'U, L'y) — Cov(L'y, M'U)| =

1511[51 [MtDM +L'VL—-M'DZ'L — LtZDM} (8)
Si el predictor es insesgado, se satisface que:

E[K'S+ M'U] =K'

E[L'y] = L'Bly] = L'X}3
igualando los valores esperados se tiene que:
L'Xp=K'g

siempre que L'X — Kt = 0.
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Construccion del mejor predictor lineal insesgado (BLUP) y restricciones asociadas 17

Se busca entonces minimizar la varianza del error del predictor sujeta a la
restriccion L'X — K! = 0, lo cual en el presente trabajo se hace a través de la
minimizaciéon de una funcién de Lagrange. Los resultados que se muestran al
minimizar esta ecuacion se obtienen siguiendo a Henderson (1982, 1984).

F=M'DM+ L'VL-2L'ZDM + \'(X'L — K)

En la funcion anterior, al derivar e igualar a cero, se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones:

oF

— =2VL-2ZDM X =

IL1 1% + A 0

oF

— =X'L-K=

ONt 0

matricialmente:

[V X} {L] B [ZDM} )
Xt 0 %/\ K

con V =ZDZ'+ Ry haciendo 6 = £, el sistema (9) es equivalente a:

ZDZ'+R X]|[L| [ZDM (10)
Xt 0] 0] | K
operando con la primera ecuacion se tiene:
(ZDZ'+ R)L + X0 = ZDM
entonces,
ZDZ'L+ RL+ X0 — ZDM =0
RL+ZD|Z'L - M|+ X0=0
finalmente,
RL+ZS+X0=0 (11)
con S = D[Z'L — M] y como D es no singular, entonces se satisface que:
D'S=Z'L-M
de lo anterior se tiene que:
M=2'L-D7'S (12)

Teniendo en cuenta (9), (11) y (12), entonces:

R A X] [L 0
zt —-D7!' o |S|=|M
Xt 0 0 0 K

De (11) se sigue que:
RL = —(Z5 + X6)
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Ademas, por ser R una matriz no singular, entonces se tiene que:
L=—-RYZS+X0) (13)
Si ahora se reemplaza (13) en (12), se tiene que:

M =Z'-R Y(ZS+ X0)]- D 'S
M=—[Z'R*ZS+ Z'R™'X0+ D 'S]
M=-[(Z'R'Z+ D ")S+Z'RX0)

reemplazando L obtenido en (13) con la condicion X'L = K, se tiene el sistema:
Z'R'Z+D7' Z'R'X
—_——— ~——
Cc11 C12 S — _M
X'R'Z X'R'X| |0 ~-K
—_—— —_——
c21 C22

La solucién al sistema anterior esta dada por:

{S] _ {011 012]
0 C21 €22

-1

de (11) se tiene que:

RL=—Z5— X8 (14)
—1
ci1 Ci2 -M
RL=—-\Z X
[ ] [021 022] [—K]

—1

_ c11 C12 M
L=R"'(Z X] Lﬂ 022] {K]

De esta forma se obtiene finalmente la funciéon lineal de prediccion, la cual esta

dada por:
-1

Zt
Lty = t +1 |€11 Ci12 1 1
y=lrt w | o2 8 Ry (15
o de otra manera:
U
Lty — [Mt Kt} B
Ly = M'U + K'(3 (16)

Las estimaciones para los vectores U y ( se obtienen a partir de la solucién del
siguiente sistema de ecuaciones:

X'R7IX X'R™1Z
Z'R7'X Z'R7'Z+ D!

s
i

XtR™ 1y
ZtRfly

(17)
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Construccion del mejor predictor lineal insesgado (BLUP) y restricciones asociadas 19

conocidas como las soluciones de las ecuaciones normales de Henderson, segin
Searle (1987) y McCulloch & Searle (2001). Estas ecuaciones proveen los mejores
predictores lineales insesgados (BLUP).

Del sistema de ecuaciones (17), se encuentran las soluciones explicitas para U
y . Desarrollando la segunda de estas ecuaciones se tiene:

Z'R'XB+ [Z'R™'Z+D MU = Z'R™ Yy

U=[2'R'Z+D Y Z'R 'y — Z'R' X 3]

- . 18
U=[Z'"R*'Z+D ' Z'R (y — XP3) 18
reemplazando este resultado en la primera ecuacion de (17) se tiene:
X'RIXB+X'RZ[Z'RZ+ D' Z'RTY(Y — XB) = X'R™ Yy
reagrupando términos en la ecuaciéon anterior, se tiene:
X'BXj3 = X'By
donde:
B=R*'-R'Z[Z'R'Z+D "' Z'R!
y
V'=[ZDZ'+ R]™!
utilizando el complemento de Schurb, puede ser escrito como:
RY'-R'Z[Z'R'Z+ D Y17 Z'R™!
de aqui,
B=Vv"!
y A
XWlXp=X'Vly

que es la ecuacion de minimos cuadrados generalizados para 3.

Por otro lado, U es el BLUP(U) y usando la identidad:

D'+ Z'RZ)7'Z' R = DZ'V !
entonces:
BLUP(U) =U = DZ'V~ 'y — Xf3]
con:
f=[XVIIX]TXV Ty
o de otra manera (ver Henderson (1984) y Searle (1987)):
BLUP(U) =U = DZ!Py (19)
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A U se le conoce como el mejor predictor para U, con D = Var(U), Z, X y y
como se definieron al principio de esta seccién; ademas:
P=v'!'-vIixX(Xvlx)xtv!
puesto que:
PX =0

siendo
V =Var(y)=ZDZ'+ R

como se defini6 en la seccion anterior.

4. Una restriccion general sobre el BLUP(U)

En Searle (1997) se presenta una forma general de la restriccién que proviene
del hecho PX = 0. En un articulo de referencia se demuestra que esto se obtiene
siempre y cuando existan unos vectores A y 7, tales que:

ZD\= X1

Entonces, una restriccion sobre los U esta dada por (ver Henderson (1984) y
Searle (1987)): .
MU =XNDZ'Ply=(PX1)ly=0 (20)
siendo:
NU = MN[DZ'V "y — X3)]
=\NDZ'WV Ty - X(X'VTIX)" X'V XYy)
=AN'DZ'WV Ty —N'DZ'WVTIX(X'VTIX) T XV XYy
= (XT)IV! - X(XVIX) "XV IX )y
= (X7)'Ply
= (PX7)y=0
de donde: XU = 0, lo cual se satisface en los modelos de efectos mixtos jerarquicos
o cruzados con estructura balanceada o desbalanceada y en presencia de celdas

vacias, pero no en modelos mixtos en los cuales estan involucrados datos de tipo
longitudinal, como se muestra empiricamente en la seccién 5.3.

En Searle (1997) se demuestra que los resultados numeéricos visualizados por
McLean et al. (1991) son evidentemente ciertos en datos no correlacionados.

5. Tlustracion de los resultados

En esta seccion se lleva a cabo una ilustraciéon de los resultados expuestos
previamente, la cual se hace con dos ejemplos numéricos aplicados a problemas
reales de mejoramiento animal.
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5.1. Aplicacién con un modelo de efectos cruzados

En este caso se considera la informacion presentada en Gaona (2000), la cual
fue recopilada entre 1990 y 1996 en el marco del Proyecto de Evaluacion Genética
bajo el plan de Modernizacién de la Ganaderia y contiene registros del peso al
nacimiento de ganado criollo sanmartiniano, el sexo de la cria (hembra o macho),
un intervalo del niimero de partos de la madre de la cria, la época de nacimiento
del animal (invierno o verano), la edad del animal y el codigo del padre de la cria.

De acuerdo con las variables citadas, el modelo de interés tiene la siguiente
estructura:

Yijkin = [+ o + B + ¢ + v + ava + afj + cyr + €ijkin

donde:

= Y(207x1) es el vector que tiene informacion referente a los pesos al nacimiento
de la cria,

= 4 es la media general,

= «; representa el efecto del i-ésimo sexo,

= [3; representa el efecto de la j-ésima época,

= ¢ representa el efecto del k-ésimo ntimero de partos,
= ; es el efecto del [-ésimo padre,

= ¢;kin €5 la componente aleatoria de error.

De esta manera, los factores sexo, época y ntimero de partos corresponden a
efectos fijos y el factor padre es aleatorio con media cero y varianza dada por a,2y.
Es claro que las interacciones de los efectos fijos con el factor padre van a ser
aleatorias.

En términos matriciales, el modelo anterior puede ser escrito como:
y=1lpu+ Xoa+ X108+ XoC+ Z1y + Zoay + Z3By + Z4Cy + e

Las dimensiones de las matrices asociadas con este modelo son las siguientes:

Xo(207x2)s X1(207x2)» X2(207x5)s £1(207x20)> £2(207x40)s £3(207x40)s Z4(207x69)-

Se considera la informacion en un arreglo, en el cual cada ;. corresponde
al peso del animal observado en la celda correspondiente al i-ésimo sexo, j-ésima
época, k-ésimo parto y [-ésimo padre; donde 4,5 = 1,2, k = 1,2,3,4,5y | =
1,2,...,20. El arreglo de la informacion se muestra en la tabla (2).
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Los componentes de varianza, del vector @' de tamano 1 x 169, a estimar son:
7 V2 V3 V4 V5 Y6 7 8 Yo Y10
Y11 T2 713 T4 Y15 Y16 M7 718 719 Y20

v, 1,2 av1,3 1,4 avi,s av1,6 a7 av1,8 av1,9 avY1,10
avyi,il aY1,12 Y1L,13 0 Q1,14 QY115 QY116 QY117 QY118 QY119 QYY1,20

av21 2,2 ay2,3 ay2,4 av25 av2,6 ay2,7 ay28 ay2,9 ay2,10
a1l 2,12 @Y2,13 Q2,14 Q2,15 QY216 QY2,17 QY218 QY219 (YY2,20

By Byvi,2  Bnz Bna Bns Bve Bnr Bns Brie By
Bva1 Byiaz Pryiaz Brvaa Bryias Byiie Briar Bryias Bryiie Bri2o

By2a1 By By Brea Bres Byee B2z Bres Brze  Br2,10
By2,11 By212 Bry2s By21a Byeas Breie Brziar Bry2is By2iie 82,20

Cvis Cmiy7 Cvig  Cvyio  Cyi,i2 Cyi,is Cviiie Cyi,ir Coais

Cvy21  Cvy2,3 Cv2a Cry2s5 Cy9  Crvy210 Cvy2,11 Cy2,12 Cry2,15 Cv2.16
Cy2,17 Cv218 Cvy2,19  Cy2,20

Cys,p Cyzz2 Cvyss  Cysa Cyzs Cyse Cysr Cyzs Cryso  Cysn
Cv3,12 Cv3,13 Cv3,14 Cvy3,15 Cy3,16 Cyz,ir Cvziis Cvys,19 Cys2o

Cva1  Cya2  Cvyaa  Cyas  Cyae  Cryar  Cyag  Cyae  Cya2 Cyais
Cya14 Cva15 Cryg1r Cyais Cryai9 Cryaoo

8"75,1 Cys2 Cvys3 Cvss Cyse  Cyss Cvys9  Cysi2 Cys,13 Cys1a
5,19

El factor padre es aleatorio y, como se puede comprobar, la suma de las esti-
. 20 .
maciones »,—, 4 es cero.

1 =-0684 Fp=-0.129 F3=-0.380 F;=-0.764 75= 0.161
Fo= 0946 Fr= 0255 Fg= 0.657 Fo= 0.232 F10= 0.959
Fi1= 0049 Fp= 1.124 Fz3= 0400 714 =—0.853 715 =—0.101
Fi6= 0.029 Fi7=-1.052 Fig=—0.178 Fig=—0.192 Fao = —0.472

La interaccion aleatoria padre*sexo proviene de una combinacion de un efecto
. . . . 20 . .
fijo y uno aleatorio, por lo tanto la suma de las estimaciones y ,_; ay;; es igual a
cero, para ¢ = 1, 2.

Para ¢ = 1, las estimaciones de a-y;; son:

a7y = 0116 @y o= 0000 &y,3= 0157 @y, =-0228 ay; 5= 0.021
~0.106 &y, 5= 0.099 @y g=-0073 &y, 9= 0.357
@y = 0.063 a5 =-0.205 av,,35= 0.063 @y, ,y= 0114 &, ,5=—0.156

0.080 &y 15 = —0.173 &9, 19 = —0.180 @y 99 = —0.085

A= 0276 &7yq

57Y1,16: 0.092 57Y1,17*

Para ¢ = 2, las estimaciones de a-y;; son:

g = —0.109  @yyo = —0.042 @Yy = 0281 @y, =—0.022 ayys = 0.032
0.190  @yyg= 0.116 ayy9= 0.149 ayy o= —0.042
0.574 @y 3= 0.069 G714 =—0.395 a@yy,5= 0.123

g6 = —0.083 @y 7 =—0.425 Gyyq5= 0.114 @yyq9= 0.117 @9, = —0.070

Yy = 0035 ayy7=
Y11 = —0.046 a7y 1o

La interaccion aleatoria padre*época proviene de una combinaciéon de un efecto
fijo y uno aleatorio, por lo tanto la suma de las estimaciones 220 B, es igual a
Jjoy » P 1=1 P71 g
cero, para j = 1, 2.
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Para j = 1, las estimaciones de [3v;; son:
Byig = —0.093 By 5= 0.064 [y 3= —0.016
Brie= 0199 By, ,= 0124 [y, 5= 0.152
Bri11 =—0.064 Byyqp= 0111 Byy,3= 0.052

By = 0.000 By 17 =-0.115 [yy 5 =—0.069

Para j = 2, las estimaciones de [3;; son:

Bryaq= 0004 Bygq=—0.081 [v,5=—0.034
Byae=—0.076 Byy;=—0.091 [yyg=—0.067
Broar = 0071 Bygip= 0085 Byy 3 =—0.000
Bj‘/z,w = 0.003 %2,17 = —0.022 E:YZ,lS = 0.046

By1.4 = —0.043
Brvy0= 0.003
Bv1.14 = —0.076
E’ih,w = —0.080

Bv2.4 = —0.057
Byge = 0.027
%2,14 =—0.034
%2,19 = 0.055

Br1,5 = —0.002
B1.10 = —0.050
Bri5 = 0.013
E’ih,zo =—0.110

Bras= 0.023
Byaa0= 0.175
BTYZ,IS = —0.026
%2,20 = 0.048

La interaccion aleatoria padre *partos proviene de una combinacién de un efecto
. . . . 20 & .
fijo y uno aleatorio, por lo tanto la suma de las estimaciones ) ;_; Cy,, es igual a

cero, para k =1,2,3,4,5.
Para k = 1, las estimaciones de C~yy; son:

—0.040 Crny7=-0506 Cvyg=—0.118
0.132 Cvy46=—0.006 Cvy 7= 0.200

Cv15
Cv1,15

Para k = 2, las estimaciones de C~yy; son:

Crgq =—0029 Cryg=-0063 Cry,= 0046
Crga0= 0510 Cryqq = 0218 Cyyqy = —0.163
Crgar =—0.495 Cryyqg = —0.183 Cyyp9 = 0.209

Para k = 3, las estimaciones de C~yy; son:

Crysq =—0.090 Crgp= 0308 Crgs=-0243
Chse= 0505 Cryg,= 0087 Crygzg= 0.193
Cysip= 0418 Cyzyz= 0129 Crys 4 =—0.069

0.356

Czar = —0.255 Chyz 5= —0.263 Cry g

Para k = 4, las estimaciones de Cyy; son:

Cry1=0.035 Cryp=—0127T Cryyy=—0294
Cy7=0554 Cryg=—00T1 Cryo= 0045
Cy1a=0123 Cryqs=—0.024 Cryqr = —0.010
6'TY4,20 = 0.020

Para k = 5, las estimaciones de C~yy; son:
Crsq=-0280 Cyzq=-0250 Cys3=0.100
Crsg= 0344 Crysg= 0287 Crzqp=0.146
C5,19 = —0.189

Cy9=—0.17T Cryy 4 = 0.243

Cryas = 0.272

Cryg.5 = —0.040
éj72,15 = —0.040
é772,20 =—0.017

Crysy = —0.158
Cryso= 0.204
éj73,15 =-0.122
Cryz.00 = —0.254

Crys= 0.081
Cry 1 = —0.047
Cry1s = 0.080

Crss= 0.379
Crsa3 = —0.117

Cg9 = —0.235
Crgag = 0.282

Crys 5 = —0.294
Crysq1 = —0.192
Cs.16 = —0.260

Cr4,6 = —0.090

Cryq13 = 0.201
Cy 19 = —0.477
Crs6= 0.087

Cry5.14 = —0.507
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5.2. Aplicacién con un diseno jerarquico

Se considera la informacion presentada en Harville & Fenech (1985), recopilada
en el Departamento de Ciencia Animal de la Universidad de California, la cual
contiene los pesos al nacer de 62 ovejos machos que provienen de 5 familias de
poblaciones distintas, dos familias de control y tres familias de seleccion. Cada
ovejo tiene una madre diferente y la edad de la progenitora fue clasificada en 3
categorias: de 1 a 2 anos, de 2 a 3 anos y mayor de 3 anos.

Teniendo en cuenta las variables citadas, el modelo apropiado tiene la siguiente
estructura:
Yijkd = pt + 0i + Tj + Sk(j) + €ijkd
cont=1,2,3,7=1,3,4,5,k=1,2,...,n5,d=1,..., 0%, > 0, donde y;;xq
corresponde al peso del d-ésimo ovejo, proveniente del k-ésimo padre dentro de

la j-ésima familia, cuya madre pertenece a la i-ésima categoria de edad; p es la
media general y e;;xq es la componente aleatoria de error.

En este caso, el factor correspondiente a la edad de la madre (d1,d2,03) y el
factor que hace alusion a la familia (1, w2, 75, 74, 75 ) son de efectos fijos, mientras
que el factor que se refiere a los padres dentro de las familias (Sy(1), S2(1), - - -, Ss(5))
es de efectos aleatorios independientemente distribuido N (0, 0%).

Adicionalmente, los errores aleatorios eiiii,...,e35819 tienen distribucion
N(0,0?), siendo independientes uno de otro y de los efectos de los padres den-
tro de las familias.

En términos matriciales, el modelo anterior puede escribirse como:
y=1lp+Xed+ Xam+ Z15+e¢

En el cual las dimensiones de los vectores y las matrices son respectivamente:
Y(e2x1)> L(62x1), X0(62x3)s 0(3x1)s X1(62x5)» T(5x1)s L1(62x23), O(23x1), €(62x1)-
En la tabla 1 se presenta el arreglo con la informacién empleada en el anélisis.

Teniendo el modelo que se expuso previamente, los componentes de varianza

S/
estimados en este caso estdn dados por S = [5’"]’ donde:
S11 —3.391 - & - - -
e Si() 0.201
2(1) 1.980 g
& 2(4) 0.011
Sa1) —0.584 & 1
g 3(4) —0.
(1) 1562 S 1.243
g 1(5) -1
S1(2) —1.560 3 o1
Zr Soo 0.665 o 22(5) 0.
S'=| P® | = S"=1 S35 | =| —0.905
532 0819 S ~0.133
S —0.020 4(%) '
4(2) ' s —1.267
S 0.373 5(%) ‘
1(3) ‘ 5 1.063
S —0.148 6(5) :
2(3) ' g 0.703
S 0.824 7(5) :
23(3) ' Ss(s 1.302
L 54(3) i L —0.372 i - (5) - - -

Se puede verificar que Zfil S'k(j) =0.
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TABLA 1: Peso de nacimiento de ovejos machos

Familia Padre Edad Peso | Familia Padre Edad Peso | Familia Padre Edad Peso
madre madre madre

1 1 1 6.2 3 2 1 11.0 4 3 3 9.9
1 2 1 1.3 3 2 2 10.1 5 1 1 11.7
1 3 1 9.5 3 2 2 11.7 5 1 1 12.6
1 3 1 10.1 3 2 3 8.5 5 2 1 9.0
1 3 1 11.4 3 2 3 8.8 5 2 3 11.0
1 3 2 11.8 3 2 3 9.9 5 3 3 9.0
1 3 3 12.9 3 2 3 10.9 5 3 3 12.0
1 3 3 13.1 3 2 3 11.0 5 4 3 9.9
1 4 1 10.4 3 2 3 13.9 5 5 2 13.5
1 4 2 8.5 3 3 1 11.6 5 6 2 10.9
2 1 3 13.5 3 3 3 13.0 5 6 3 5.9
2 2 2 10.1 3 4 2 12.0 5 7 2 10.0
2 2 3 11.0 4 1 1 9.2 5 7 2 12.7
2 2 3 14.0 4 1 1 10.6 5 7 3 13.2
2 2 3 15.5 4 1 1 10.6 5 7 3 13.3
2 3 1 12.0 4 1 3 7.7 5 8 1 10.7
2 4 1 11.5 4 1 3 10.0 5 8 1 11.0
2 4 3 10.8 4 1 3 11.2 5 8 1 12.5
3 1 2 9.0 4 2 1 10.2 5 8 3 9.0
3 1 3 9.5 4 2 1 10.9 5 8 3 10.2
3 1 3 12.6 4 3 1 11.7

5.3. Aplicacion con datos de tipo longitudinal

Finalmente, se ilustra de modo empirico que la restriccién sobre los BLUP dada
por AU = 0 no se satisface en modelos mixtos en los cuales estan involucrados
datos de tipo longitudinal. La demostraciéon de este resultado empirico no es
trivial por la naturaleza de la matriz P. Se considera nuevamente la informacion
empleada en el modelo de efectos cruzados de la seccion 5.1. Los datos se muestran
en las tablas 2, 3 y 4.

El modelo de efectos aleatorios con estructura longitudinal con relacién al tiem-
po se representa en forma matricial como: y = Z¢A + Z,B + E, donde:

" Y(txn) €8 la matriz que tiene informacioén referente a los pesos al nacimiento,
al destete y final de la cria (t = 3), con n el nimero de unidades experimen-
tales.

» Z(ixr) €s la matriz de especificacion del modelo intraunidades experimenta-
les.

" @(rxf) €s la matriz de coeficientes polinomiales desconocidos.

» A(yxn) es la matriz de especificacion del modelo entre unidades experimen-
tales.

» Zy(txq) ©s la matriz de especificacion de efectos aleatorios.

= Byxn) €s la matriz que contiene los efectos aleatorios.
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» E(;xn) es la matriz que contiene los errores asociados a cada unidad experi-
mental.

La matriz P en modelos con medidas repetidas esta dada por:
P=VI - X(X'V'X)" X'V

cuya forma general es:

Py Pa ... P,

Po1 Py ... Py,
P= _

Pnl Pn2 Pn

Siendo

P=%7 - XX (S X8 X)) TS
Py = =37 X(DL XIS X)) TG e

para i # j; i,j=1,...,n con X; no estructurada y V = Diag(X1,Xs,...,3,).

En la obtencion del BLUP se us6 una matriz no estructurada, pero puede

trabajarse con otras estructuras, las cuales pueden estudiarse en Andreoni (1989)
y Jennrich & Schluchter (1986).

Con los programas que se muestran en el apéndice, se obtuvieron los diferentes
BLUP, asociados a los efectos aleatorios y, como se muestra en los resultados, esto
no satisface las restricciones impuestas por Searle (1997) y visualizadas empirica-
mente por McLean et al. (1991). La razon esta por demostrarse.

Se exponen a continuacion los arreglos con la informacion longitudinal y los
resultados obtenidos.

El factor padre es aleatorio; se puede comprobar que la suma de las estimaciones
21221 41 no es cero.
1= 2508 Fp=-1.180 F3= 0.195 74=-1.815 75= 0.013
J6 = —2.281 7y =-1.820 As= 1115 7Fg=—1.598 F19=—1.609
F11=—2.349 Fio= 1.922 F13= 0475 Fu= 0.823 F15= 0.645
J16 = 1.060 717 = 3.590 18 =—0.414 F19= 2.820 7g9 = —4.066

La interaccion aleatoria padre*sexo proviene de una combinacion de un efecto
. . . . 20 . .
fijo y uno aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones ), ¢/y;; no es igual
a cero, para i = 1, 2.

Para i = 1, las estimaciones de a-y;; son:

@Yy, = —3.289 @Yy o= 8446 @y, 5= —1456 a¥, = 4.003 a¥, 5= —8.999
@Y= —5AST @Yy g=—1119 @Y= —3.060 &¥;9=—10.333 @, 0= 14.397
Y11 = —2.861 ayy g = —6.9256 ayy 3 =—2497 ay;u= 0903 a7y 5= 1.582
@116 = 3648 GYy g — 10638 &Y 15— T.906 Gy, = —6.177 a¥y0 — 18.938
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TABLA 2: Peso promedio al nacimiento de novillos por celda

=1
j=1 j=2

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
1=1 25.0 22.0 28.0 27.0 28.0
=2 27.0 27.0 31.0 25.0 26.5
=3 28.0 29.0
=4 25.6 22.0 25.0
=5 25.0 28.0 30.0 26.5 28.0
=6 31.5 26.0 31.0 28.0
=7 28.0 29.0 20.0
=8 26.0 28.5 28.0 29.0 28.5 27.5
=9 25.0 24.0 27.0 27.0 27.0 28.0 29.3
=10 27.6 38.0
=11 28.0
=12 270 28.0 27.0 27.0 30.0 26.0 28.0
=13 28.0 28.0 28.0 28.0
=14 24.0 28.5 25.0 26.5
l=15 26.0 25.0 26.0
=16 26.0 29.0 29.0 26.5
=17 27.0 27.0 23.0
=18 22.0 28.0 25.0
=19 27.0 28.0 23.0
=20 23.0 25.0 28.0 28.0

i =2
j=1 j=2

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
1=1 26.0 26.0 25.75
=2 27.0 26.3
=3 23.0 24.0 26.0
=4 26.0 25.5 25.0
=5 26.0 25.5 29.0 28.0 27.0 28.5
=6 28.5 29.0 28.0 27.0
=7 26.0 28.0 30.0
=8 28.0 27.5 29.5 26.0 27.0
=9 25.0 27.5 28.0 29.0 27.0
=10 28.0
=11 25.5 24.0 29.0
=12 30.0 29.5 35.0
=13 28.0 27.5 26.0 28.0
=14 26.0 21.0 23.5 25.0
l=15 26.0 27.0 27.0
l=16 24.0 25.0 27.0
=17 21.5 23.5 25.0 23.0 27.0
=18 26.0 27.0 28.0
=19 28.0 25.5 30.0
=20 25.0
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TABLA 3: Peso promedio al destete de novillos por celda

i=1
j=1 j=2

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 134.5 153.2 202.7 147.7 153
1=2 179.1  172.5 184.3 105.5 149.2
1=3 195.8 130.6
=4 139.1 134.7 144.6
=5 144.2  178.2 1494 135.6 152.9
=6 166.2 117.8 166.6 112.8
=7 184.8 149 133.7
1=38 119.4 182.2 182.3 162.7 182.4 153.3
=9 137.3 130.4 203.2 162.1 165.4 169.3 154.2
=10 150.4 162.0
=11 126.8
=12 136.1 171.7 148.1 141.8 124.3 185.3 161.9
=13 163 164.9 132.8 161.8
=14 154.2 172.3 181.1 184.1
=15 158.5 176.6 159.7
=16 182.5 175.3 178.2 170.0
=17 214.6 156.6 113.5
=18 133.6 165.9 172.1
=19 149.8 165.6 145.0
=20 151.4 128.2 161.3 165.3

i =2
j=1 j=2

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 106.3 159.5 149.0
1=2 143.2 152.5
1=3 107.0 129.3 126.4
=4 125.8 123.7 121.0
=5 148.8 160.9 124.3 167.3 145.1 176.2
=6 171.7 127.8 132.0 125.3
=7 125.8 127.1 126.5
=8 144.7 185.8 139.6 145.0 142.5
=9 103.9 148.2 159.2 1174 148.8
=10 155.1
=11 133.8 164.4 151.2
=12 176.2 162.2 119.2
=13 170.7 161.5 169.5 165.1
=14 165.1 164.0 180.6 169.4
=15 170.1 163.2 166.2
=16 182.2 146.4 189.7
=17 115.1 131.8 133.8 159.7 138.3
=18 163.3 168.2 142.3
=19 160.2 212.6 152.7
1 =20 143.7
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TABLA 4: Peso promedio final de novillos por celda

=1
j=1 ji=2

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 121.6 149.9 229.9 214.5 229.7
=2 209.1 187.8 197.1 166.5 176.5
1=3 187.0 198.8
=4 161.3 171.6 187.2
=5 159.6 223.2 187.7 241.3 187.1
=6 194.4 121.6 1914 187.8
= 184.8 164.2 168.2
=8 186.1 238.0 249.0 1829 192.5 189.5
=9 167.9 203.1 261.5 166.8 170.2 174.3  206.8
=10 168.3 183.0
=11 248.2
=12 178.8 239.2 219.7 173.4 164.4 248.6 244.6
=13 204.7 200.8 151.1 246.8
=14 159.6 181.4 250.7 184.1
1=15 176.3 182.0 183.2
=16 194.3 188.1 177.2  168.4
=17 235.9 165.1 100.8
=18 171.1 184.1 155.0
=19 185.1 179.6 215.5
1 =20 164.2  146.7 294.8 158.2

=2
j=1 j=2

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 141.8 2249 184.4
=2 165.7 209.6
1=3 176.6 208.8 173.3
=4 172.7 185.5 167.8
=5 121.1  173.7 207.7 161.2 119.3 200.5
=6 175.5 174.6 172.2  146.4
= 166.9 157.7 166.7
=8 190.6 219.1 1784 190 205.9
=9 148.1 188.4 165.9 159.9 195.4
=10 167.5
=11 165 243.6 188.4
=12 168.6 179.5 139.3
=13 231.5 2144 212 218.4
=14 164.1 201.6 203.3 167.3
=15 192.1 171.7 172.6
=16 189.6 158.1 213.2
=17 175.4 177.3 211.9 212.2  220.7
=18 170.6 173.5 151.9
=19 203.9 217.6 158.1
=20 192.7
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Para ¢ = 2, las estimaciones de ay;

@y, = 6.276
6= 4.194
ayy 11 = 0.961

@p16 = —2.857

T35 = —9.168
a7 = 0.564
Y12 = 8.750

a%2,17 = —6.686

Luis Alberto Lopez, Diana Carolina Franco

Son:
g = 2.561
Yy = 3.593
ayg 3 = 2.324

g1 = —T7.494

@y,4 = —4.231
Tag = 9.106
ayg,14 = —0.551
¥Yz,19 = 8270

& Sandra Patricia Barreto

g5 = 9421
g0 = —13.777
@Yg15 = —0.986

&,20 = —21.909

La interaccion aleatoria padre*época proviene de una combinacion de un efecto
. L . . 20 4 .
fijo y uno aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones y ,_, 7, no es igual

a cero, para j =

1,2.

Para j = 1, las estimaciones de [3;; son:

Byiq = 16.788
Br16 = —6.914
5:11,11 =—5.414
E:/1,16 = 5.192

Bri1o= —5.122  [fyp 4 =2.245
Byiqn= —A6TT [y =8.490
Byiaa = —7.534 By g3 = 1243

By1.47 = —16.173

5:71,18 =5.028

Para j = 2, las estimaciones de [3v;; son:

Bra = —10.827
Brae = 8124
5:72,11 = 2560
E:YZJG = —6.355

Brao = 4.586
Braq = 7.686
3:12,12 = 6.917
Byaa7 = 17.893

Byas = 0.147
Byas = —10.879
5772,13 = —4.359
%2,18 = —3.549

By1.4 = —5.913
Brie= 9.359
By1.44 = —6.387
By1.10 = —9.487

Byaa= 9245
By2.0 = —10.963
Braaa= 4508
Bya10 = 10.135

Bry15 = —2.595
E:YI,IO = —=5.277
5:11,15 =—1.135
B1.00 = 17.046

Bras= 2930
5772,10 = 6.551
ﬁ'}/2’15 = 0.571

Byg.00 = —21.713

La interaccion aleatoria padre *partos proviene de una combinacion de un efecto
fijo o aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones 220 C o es igual
jo y un rio; sin embargo, la sum imacion 1—1 Oy no es igu

a cero, para k =

1,2,3,4,5.

Para k = 1, las estimaciones de C~yy; son:

Cvy 5 = 4.810

Cv1,15 =4.213  Cvq 46 = —4.385 Cvyq 17

Cy 7= —4.374

—2.662
= —19.879

Cvi

Para k = 2, las estimaciones de Cyy; son:

Crygq = —3.106
Crz.10 = —1.409
Crgar = 5.187

Cryg s = —1.442
0.741
12.082

C’72,11
Cvs18

Crgy= 3.295
Crygap = —5.874
Crygn9 = —1.279

Para k = 3, las estimaciones de Cyy; son:

Crysy = —1.662
Crys g = —4.672
éj73,12 = —6.829
Crysqr= T1.577

Crsp= 1136
Crs7 =10.023
Crys13 = 13.695
Crsas = 2.819

Cs3= —5.350
Crsg= —6.845
é773,14 = 6.787

Crysq9 = —31.742

Cry9=4.362 Cvy 4y = —12.190

év’h,ls = 6.255

Cryg5 = —3.278
4.085
= —2.506

Cv2.15
Cv2,20

Crys 4 = —12.816

Crzo= 4.942
Crsus = 6228
Crspo = 2810

Crygo = —8.715
Crgag = 9.891

Crss= 1561
Crsqp = 0.593
C3,16 = —0.860
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Para k = 4, las estimaciones de Cyy; son:

Cryg1= 9982 Cry,=-13641 Cryy= 9341 Crys= 9850 Cryg= 2.710

Crgr=—4369 Cryg= —4286 Cryg= 18.690 Cv,15=-6.690 Cv,,5= 8.385
Cysqa= 1287 Cryyqs= 8151 Cryyr=-7.224 Cryyjg= 3272 Cryqg=12.514
Cra.00 = —0.782

Para k = 5, las estimaciones de Cyy; son:

Crysi= 2646 Cyso=14675 Cyz3= 3.914 Cyzs5=-4494 Cys= 6.331
Crss=—5944 Cysg=13.061 Crs 1y =—1.173 Crvs3=—5319 Crs4=—1.708
Cy5.10 = —5.631

La interaccién aleatoria padre *tiempo proviene de una combinacion de un efecto

. Lo . . 20 " .
fijo y uno aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones » lil Ay, Do es igual
a cero, para h = 1,2, 3.

Para h = 1 (peso al nacimiento), las estimaciones de Ayp; son:

M1 =—0389 Ay =-1521 Aypg= 0191 Xy, = 2768 Ayy5= 0.120
Mag= 4046 Aygr= 4.005 Aypg=—2.025 Ayyg=—0.056 Xyy 0= 2.143
Mo = —1307 Aygqp= 0.082 Aygpqg=—2.116 Ayy 4= —4.705 Ayy 5 = —1.522
Mage = —3441 Mypq7= 1349 Mypq5= 0.196 Mypq9=—3.385 Aygq0 = —2.966
Para h = 2 (peso al destete), las estimaciones de Ay son:

Mg =—0.392  Aygo= L5IT  Aypg=—12.059 Ayp, = —14.199 Xy, 5= 1.936

Mg = —4508 Ayp7=-5.099 Ay,5= 6.086 Mype= —1.393 Iyyq0= 1681
Mg = —8.846 Mygqp = —0.061 Nypq3= 4127 Xypqu = 18.857 Xy, 5= 14.573
Maie = 20.549 Mygqp = —6.835 Aypq5= 8191 Xypq9= 13.712 Xy, = —4.023

Para h = 3 (peso final), las estimaciones de Ay, son:

Mai= 0362 AMgo= —2753 Ayg3= 3316 Aygy=-9.197 Xyy5= —2.849
Mg =—11.046 Ayy;=—15.014 Ayp5= 11.825 Aypg= 0.104 Myyq9=—15.885
Maogr = 1LTI0 Myppp= 8.552 Mygqs= 14.847 Mygqy=—0.546 Xyy 5= —4.529
Moge = —6.145 Aygqp= 4972 Aygqg = —15494 Ayp 9= 9.595 Ays .0 =  3.103

6. Conclusiones

Cuando se lleva a cabo el analisis de varianza en modelos de efectos mixtos bajo
normalidad, ciertas sumas asociadas al BLUP que involucran los efectos aleatorios
o la interaccion de estos con los efectos fijos, son iguales a cero (equivalente al
concepto X-restriccion). Sin embargo, cuando existe algtn tipo de correlacion
serial, esta propiedad se pierde, haciendo que la propuesta de Searle (1997) solo
sea valida en modelos mixtos sin estructura de correlacion.
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A. Apéndice

Codigo de los programas en SAS a través de los cuales se obtuvieron los resul-
tados presentados en cada una de las tres aplicaciones.

/*APLICACION CON UN MODELO DE EFECTOS CRUZADOS*/

/*Se obtienen las estimaciones*/

proc mixed data=novillo info;

class padre sexo epoca partos;

model pn= sexo epoca partos /noint solution;

random padre padrexsexo padre*epoca padrex*partos /solution;
run;

/*APLICACION CON UN DISENO JERARQUICO*/
/*Se realiza el andlisis de varianza*/
proc glm data=ovejos;

class padre edadmadr familia;

model peso= edadmadr familiapadre(familia);
random padre(familia);

run;

/*Se obtienen las estimaciones de D1(23%23)*/
proc mixed data=ovejos info;

class padre edadmadr familia;

model peso= edadmadr familiapadre(familia)
/noint solution outp=p; random padre(familia)
/type=un solution;

run;

/*Se especifican de manera detallada las matrices X Z D R Vkx y
se calculan los Blups*/

V=Z+D*t (Z)+R;

IV=inv(V);

IG=ginv (t (X)*IV*X) ;

P=IV-IV*X*xIG*t (X)*IV;

BU=Dxt (Z) *P*Y;

run;

/*APLICACION CON DATOS DE TIPO LONGITUDINAL*/
/*Construccidn de y*/

data novillo;

set dato;
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y=pn;age=0;output;
y=pad;age=8;output;
y=pal6;age=16;output;
drop pn pad pal6;
run;

/*Creacidn del archivo que contiene Gnicamente el vector y*/
proc sql;

create table y as

select y from novillo;

run;

/*Estimacién de sigma2 a través de CMEx*/

proc glm data=novillo;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos padre padrexsexo padre*epoca
padrexpartos padrexage;

random padre

padre*sexo padre*epoca padre*partos padre*age;

run;

/*0btencidén de las estimaciones de D1x*/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos padre padrexsexo padre*epoca
padrexpartos padrex*age;

random padre/type=un solution;

run;

/*0btencidén de las estimaciones de D2%/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos padre padrexsexo padre*epoca
padrexpartos padrexage;

random padre*SEX0/type=un solution;

run;

/*0btencidén de las estimaciones de D3x*/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos/noint solution outp=p;
random padre*EPOCA/type=un solution;

run;

/*0btencidén de las estimaciones de D4x*/
proc mixed data=novillo info;
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class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos/moint solution outp=p;
random padrexPARTOS/type=un solution;

run;

/*0btencidén de las estimaciones de D5x*/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos/noint solution outp=p;
random padrexage/type=un solution;

run;

/*Calculo de los BLUPx*/
proc iml;

use D1;

use D2;

use D3;

use D4;

use D5;

read all into est;
X0=J(621,1,1);
X1=J(621,1,1);

/*Construccién de Rx/
I1=d1;

12=d2;

12=d2;

13=d3;

I14=d4;

I5=d5;
012=3(20,40,0);
013=J(20,40,0);
014=3(20,69,0) ;
015=J(20,60,0) ;
021=J(40,20,0);
023=J(40,40,0);
024=3(40,69,0) ;
025=J(40,60,0) ;
031=J(40,20,0);
032=J(40,40,0);
034=J(40,69,0) ;
035=J(40,60,0) ;
041=3(69,20,0) ;
042=J(69,40,0) ;
043=J(69,40,0) ;
045=J(69,60,0) ;
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051=J(60,20,0) ;
052=J(60,40,0) ;
053=J(60,40,0) ;
054=J(60,69,0) ;
R1=I1]]lo012]|l013]|]014]||015;
R2=021|1I21023]]024|]025;
R3=031|1032] |I3]||034]||035;
R4=041|]042]| |043]||I4]||045;
R56=051|052] 053] |054]| | I5;
D=R1//R2//R3//R4//R5;

run;

proc iml;

use sasuser.ZzZ;

read all into z;

use d;

read all into d;

use salr;

read all into r;

use y; read all into y;
use sasuser.xX;

read all into x;
zt=t(z); V=z*xd*zt+r;
xt=t (x); vml=inv(v);
uno=xt*xvml*x;
unom=ginv(uno) ;
dos=vml*x*unom*xt*vml ;
P=vml-dos;
blup=d*zt*p*y;

print blup;

run;

create blup from blup;
append from blup;
data blup;

set blup;
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