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Resumen

En el estudio de la confiabilidad es muy frecuente el desconocimiento
de parametros poblacionales; por tanto, es necesario recoger informacion
muestral relevante para la estimacion de estos a través de distribuciones de
probabilidad, conocidas como distribucién a priori. Los métodos bayesia-
nos permiten incorporar opiniones subjetivas acerca de incertidumbres con
respecto al pardmetro o vector de parametros de interés. La incertidumbre
acerca del verdadero valor de un parametro de interés 6 en la poblacion es
modelada por la funcién de densidad a priori w(0), (0 € ©). Para obtener
las distribuciones predictivas bayesianas, se implementara la metodologia
MCMC, la cual exige calibracién, diseno, implementacién y validaciéon de
algoritmos apropiados.
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Abstract

In reliability studies it is common to not know the population parame-
ters, therefore, it becomes necessary to collect a sample in order to estimate
the parameters of the assumed probability distribution. Bayesian methods
allow to incorporate subjective information about uncertainties regarding
the parameter or parameters of interest. From the bayesian point of view,
the uncertainty about the true value of a parameter of interest 6 in the po-
pulation, is modeled by the prior density function 7 (), (0 € ©). We will
implement the methodology MCMC to obtain the predictive bayesian distri-
butions, which requires the calibration, design, implementation, in addition
to the validation of appropriate algorithms.
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146 Carlos Javier Barrera & Juan Carlos Correa

1. Introduccion

Los rapidos avances tecnolédgicos, los grandes desarrollos de productos sofisti-
cados, la intensa competicion global y las cada vez mayores expectativas de los
clientes han puesto més presion en el procedimiento de manufactura de productos
de alta calidad. Los intervalos predictivos permiten predecir la duracion y el costo
de garantia de un producto; ademas, permite hacer un seguimiento del producto
en campo para proporcionar informacion de las posibles causas de falla y los mé-
todos para mejorar la confiabilidad del producto. En los estudios de confiabilidad
es muy frecuente el desconocimiento de parametros poblacionales; por tanto es
necesario recopilar informacion muestral relevante para los parametros (Meeker &
Escobar 1998).

La estadistica bayesiana permite la incorporacion de informaciéon no muestral
sobre caracteristicas desconocidas del fenomeno en estudio. Hewett (1968), Kalb-
fleisch (1971), Dunsmore (1974) y Christensen & Huffman (1985), entre otros, han
realizado trabajos en el area de distribuciones predictivas.

La utilizacion de distribuciones conjugadas es una limitante para expresar el
conocimiento a priori acerca de un parametro desconocido; sin embargo, cuando
se utilizan distribuciones a priori no conjugadas, el problema es computacional, ya
que usualmente se llegan a expresiones muy complejas y sin soluciéon cerrada de la
distribucién a posteriori. Por esta razon, las soluciones via simulacion son las més
aceptadas para la solucion de este tipo de problemas (Hill 2002).

En el presente articulo se construye la distribuciéon predictiva bayesiana para
datos de sobrevida a partir de distribuciones a priori no conjugadas, no informati-
vas. Se emplea la Markov chain Monte Carlo Methods (metodologia Monte Carlo
por cadenas de Markov -MCMC-) para obtener los parametros de las distribucio-
nes a posteriori, la cual exige calibracion, diseno, implementacion y validaciéon de
algoritmos apropiados.

En la primera parte de este articulo, se presenta el desarrollo tedrico de la meto-
dologia MCMC. Posteriormente, se realiza una aplicacion para datos de sobrevida
de computadores donde se implementard la anterior metodologia. Se utilizaran
distribuciones a priori no conjugadas y se obtendran las respectivas distribucio-
nes predictivas bayesianas para el modelo Weibull en presencia de observaciones
censuradas. En la tercera seccién, se verifica la convergencia de los algoritmos uti-
lizados por el proceso MCMC y, en la dltima seccidn, se presentan las conclusiones
respectivas.

2. Metodologia

El problema que se estudiara puede tipificarse asi: sea X una variable aleatoria
que representa el tiempo de vida de un producto con fdp (funcién de densidad
de probabilidad) p(z | 0) (z € X;0 € O), donde 6 es un parametro o vector
de parametros que caracteriza la distribucion. Sea X, Xo, ..., X,, una muestra
aleatoria de esta distribuciéon. Sea ademas Yi,Ys,..., Yy una segunda muestra
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aleatoria de observaciones futuras independientes de una distribucion con funcion
de densidad de probabilidad p(y | 0) (y € Y;0 € ©). Se desea hacer predicciones
acerca de alguna funcion de Y7,Y5,...,Yy. Se asume que las dos distribuciones
contienen el mismo parametro 6 (Dunsmore 1974).

El conocimiento previo acerca de los pardametros de una distribuciéon de interés
se expresa en una distribucién de probabilidad, la cual se conoce como distribucion
a priori. La determinacién de la distribucion a priori es un problema fundamental
en la estadistica bayesiana. En muchos casos, es necesario utilizar procesos de
elicitacion para obtener estas distribuciones.

La distribucién a posteriori se calcula mediante el teorema de Bayes como:
(0 | Datos)  m(0) L(0 | Datos)

SiY es una muestra aleatoria de observaciones futuras de determinado proceso,
con fdp p(y | 6), entonces la distribucion predictiva de Y es:

ply | Datos) = /@ p(y | ) (6 | Datos) d6 = Ey\pases [p(y | 6)]

con § € © (Hill 2002).

Cuando no es factible el calculo directo de la distribucion a posteriori, se utiliza
la metodologia MCMC.

Cuando las distribuciones a posteriori son de alta dimensién o cuando no tie-
nen una forma distribucional conocida, las soluciones analiticas o numeéricas co-
munes no pueden obtenerse. Una solucién es generar muestras para los parame-
tros de interés considerando un procedimiento MCMC, donde se simula una cade-
na de Markov con distribuciéon estacionaria dada por la distribucién a posteriori
(0 | Datos) (Hill 2002).

Los métodos MCMC son algoritmos iterativos que se utilizan cuando no es
factible el muestreo directo de una distribucion de interés (6 | Datos).

Una cadena de Markov es generada muestreando
oD (6 | M)

donde 7 es llamado el kernel de transicion de la cadena de Markov. En una cadena
de Markov, la muestra 6t depende solo de 8 y no de 9@, M) . gt=1
(Kao 1997).

El muestreador de Gibbs es un kernel de transiciéon creado por una serie de
distribuciones condicionales completas, es decir, un esquema de actualizacién mar-
koviana basada en todas las probabilidades condicionales declaradas.

Si la distribucion limite de interés es m(6), donde 6 es un vector de dimen-
sion k de parametros a estimar, entonces el objetivo es producir una cadena de
Markov que, a través de ciclos, garantice que las declaraciones condicionales se
muevan alrededor de esta distribucion. Sea © el conjunto de todas las distribu-
ciones condicionales para 0, las cuales se definen como: 7(0) = 7(6; | 6—;), para
1 =1,2,...,k, donde la notacién #_; indica una forma paramétrica especifica de
© sin el coeficiente 0; (Casella & George 1992).
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3. Estimacién de la distribucién predictiva via
MCMC

Para obtener la distribucion predictiva bayesiana via MCMC, se utiliz6 el mues-
treador de Gibbs, con el cual generamos muestras de la distribucion a posteriori de
los parametros. En el caso estudiado, donde se asume que las observaciones mues-
trales se distribuyen Weibull, la distribucién a posteriori presenta dos pardmetros
de interés (o y (). Asi, se hacen m iteraciones del muestreador de Gibbs para
obtener m pares de valores de los parametros (o, ;). Para una secuencia de valo-
res que se hallen en el rango de posibles resultados para las observaciones futuras
y, se remplazaron los pares («;, ;) en p(y | «;, 5i), i = 1,2,...,m, formando m
funciones. La fdp predictiva bayesiana se obtuvo calculando el promedio ergddico
de las anteriores m funciones de distribucién, es decir, calculando

m

= bl | e )

i=1
que es una mezcla de m densidades.

Este promedio es una densidad, ya que es una combinacién lineal convexa de
densidades:

Zaiph cona; >0, 'y

Zaizl — /YZaZ—pidy:Zai/Ypidy:Zaizl

donde a; es una constante. En general, la fdp predictiva se obtiene asi:

m

1
p(y | I) = E0|X [p(y | 91i792i)] ~ E Zp(y | 911’5921’)

i=1
donde X es el vector de datos y 6 el vector de pardmetros.

Usualmente las distribuciones predictivas resultan de forma cerrada o se resuel-
ve la integral por medio de métodos numéricos. En este problema, la distribucion
predictiva resulta de alta densidad; por tanto, se obtiene a través de un promedio
de densidades, el cual no aparece en la literatura y es muy simple de hallar compu-
tacionalmente (Hill 2002, Hewett 1968, Kalbfleisch 1971, Dunsmore 1974, Chris-
tensen & Huffman 1985, Komaki 2001, entre otros).

4. Aplicaciéon

Para llevar a cabo esta aplicacion, se utilizaron los datos proporcionados por la
seccion de bienes y suministros, y la oficina de soporte técnico de la Universidad
Nacional de Colombia, sede Medellin, donde se tomaron 72 observaciones, de las
cuales 55 fueron censura. Estas observaciones registran los tiempos para la prime-
ra falla fisica de los computadores de escritorio del bloque 21 en la sede. No se
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consideraron fallas debido al usuario; por ejemplo, si el computador presenta una
falla debido a que el usuario ha borrado un archivo del sistema, entonces esa falla
no se registra en nuestra base de datos. Todos los computadores en estudio son
Pentium IV de 1.5 GHZ, Dell Optiplex, modelo GX240, comprados en la misma
fecha (febrero 4 de 2002). Estos equipos, desde el mes de compra, han estado dia-
riamente en funcionamiento, realizando actividades comunes en salas de computo
del bloque 21. Los datos son los presentados en la tabla [l

TABLA 1: Tiempos (en meses) para la primera falla de 72 computadores.
14.07 17.80 19.43 21.33 24.60 28.97 29.63 33.73 37.60 37.67 40.87 52.40
53.97 60.57 64.27 65.43 65.43 667 66T 66T 66T 66T 66T 66T
66T 66T 66T 66T 66T 66T 66T 66T 66T 66t 66t 66T
66T 66T 66T 66T 66T 66T 66T 66t 66T 66t 66t 66T
66+ 66T 66t 667 66T 667 66t 66T 667 667 66T 66T
66T 66T 66T 66T 667 66T 66T 66t 66T 66t 66t 66t

Las observaciones censuradas (667) indican que en el momento de obtener los
datos para realizar el presente estudio, es decir, a los 66 meses de haber adquirido
los computadores, estos equipos no habian presentado la primera falla fisica.

El objetivo de esta aplicacién es modelar el tiempo desde que se compra un
computador especifico hasta que presente la primera falla, empleando la meto-
dologia MCMC para obtener los parametros de la distribucion a posteriori. Los
procedimientos utilizados para generar las graficas de las distribuciones a posterio-
ri y predictiva, y el chequeo de convergencia de las a posteriori, fueron realizados
con el programa R (R Development Core Team 2007).

4.1. Estimacion de las distribuciones a priori y a posteriori

Las distribuciones a priori y a posteriori se estimaron asumiendo que las obser-

vaciones muestrales siguen una distribuciéon Weibull en presencia de observaciones
censuradas.

4.1.1. Distribucién Weibull cuando hay censura
Suponga que la distribucion de las observaciones experimentales es una Weibull;
por tanto,

p(x|a,ﬁ):%xafle*xa/ﬁ, 0<z< oo, a >0, G>0

La estimacion de la distribucién a priori de Jeffreys lleva a célculos complejos
de los parametros de la distribuciéon a posteriori, la cual viene dada por la expresion

(v, B | Datos)
‘ . [a%a In(z)2(z — B) + B(22° — 5)]

a2

1/2

an n

— noox —1

—e (Xiyaf)/s | |xf‘
i=1
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La complejidad de esta distribucién implica problemas computacionales en el
calculo de los parametros a partir de las distribuciones condicionales. Se utilizara
la distribucion a priori no informativa de Laplace, donde

m(a,B) =1

La verosimilitud, cuando se consideran los datos censurados, viene dada por

L(OZ,6|DatOS)*We 2 /QHIQ 1

Entonces, la distribucion a posteriori para « y § esta dada por

m(a, B | Datos) We 2, /ﬁHxa 1

Posteriormente, se construye la respectiva fdp predictiva bayesiana.

4.2. Calculo de los parametros de las distribuciones
a posteriori por medio de la metodologia MCMC

La distribucion a posteriori, cuando hay censura, viene dada por

m(a, B | Datos) We 2, /ﬁHxa 1

Se uso6 el muestreador de Gibbs para generar muestras a partir de las siguientes

distribuciones condicionales de o y f3.

La distribucion condicional de «, dados (3 y los datos, es

(O‘|6,Dat08)0(o¢ e zlz/ﬁnxal

La condicional de 3, dados « y los datos, es

1 [e3
(B | a, Datos) o 7 (22 27)/8

La figura [[l muestra la distribucion a posteriori estimada para o y (3.

Ahora, como
e P 1 {~a yi—le /3,
p(ylx):EﬂDatos |:By 16 (v )/ﬁ:| Egg i 16 y“i/Bi

donde 0 = («, ).
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Ficura 2: fdp predictiva bayesiana, cuando hay censura.

Entonces puede aproximarse la predictiva por este promedio ergodico.
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152 Carlos Javier Barrera & Juan Carlos Correa

La figura 2 muestra la fdp predictiva bayesiana.

Si se quiere construir el intervalo de probabilidad al 95 %, que es equivalente
al intervalo de confianza en la estadistica clasica, para el tiempo promedio de
ocurrencia de la primera falla fisica de un computador de escritorio, entre los 72
equipos en estudio, este seria 1.85 meses.

4.3. Chequeo de convergencia

Para verificar la convergencia de los algoritmos, se utilizoé el test KPSS
(Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin) que viene incorporado en la funcion
kpss.test del paquete tseries del lenguaje R (R Development Core Team 2007).
Este test tiene el siguiente juego de hipotesis:

Hy = La cadena de Markov ha alcanzado la distribucion estacionaria

vSs.

H, = La cadena de Markov no ha alcanzado la distribucién estacionaria

En la prueba se utiliza el estadistico LM desarrollado por Kwiatkowski et al.
(1992).

Para el chequeo de convergencia de la cadena de Markov generada de la distri-
bucién condicional de «, cuando hay censura y cuando se considera que los datos
se distribuyen Weibull, la condicional para el parametro « es:

n
(o | B, Datos) oc o™ [ [ af (T at)/8
=1

Ahora, generando 5000 muestras a partir de esta distribucion y quemando las
primeras 1000, se tiene, que el nivel KPSS es 0.1035, el parametro de truncamiento
es 6 y el valor p es 0.1. Por tanto, no se rechaza la hipotesis nula de que la cadena
de Markov haya alcanzado la distribucién estacionaria; sin embargo, se realizan
diagnosticos graficos y se verifica la correlacion existente entre los valores generados
para « con distintos rezagos.

Las autocorrelaciones para « con diferentes rezagos se muestran en la tabla

TaBLA 2: Autocorrelaciones de los « con diferentes rezagos.

Autocorrelacion de o con

1 rezago 5 rezagos 10 rezagos 50 rezagos
a | 0.02955384  —0.03599145  0.06363447  0.03170772

En la tabla [2] se observa que no existe una fuerte asociaciéon entre los valores
de los parametros generados con diferentes rezagos.

La figuraBlmuestra, respectivamente, los promedios moviles y la densidad para
la cadena de valores generados de la distribucién condicional de a.

Con base en la figura[3] los resultados de la prueba KPSS y las autocorrelaciones
con los diferentes rezagos, puede afirmarse que la distribuciéon para el parametro
« es estacionaria.

Revista Colombiana de Estadistica 31 (2008) 145-{I55]



Distribucion predictiva bayesiana para modelos de pruebas de vida via MCMC 153

0.000 —

—0.005 —f

-0.010 —

-0.015 —

o

1000 2000 3000 4000

Iteracion

80 —

60 —

40 —|

Densidad

20 —

-0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

Ficura 3: Promedios méviles y densidad para «, respectivamente.

Para el chequeo de convergencia de la cadena de Markov generada de la distri-
bucion condicional de (3, cuando hay censura y cuando se considera que los datos
se distribuyen Weibull, la distribucion condicional para el parametro [ es

1 "
7(0 | o, Datos) o @ e (Zisy2?)/8

A partir de esta distribucion, se genera igual niimero de muestras que en los
casos anteriores y se queman las primeras 1000 observaciones.

Las autocorrelaciones para los valores generados de 3 con diferentes rezagos se
muestran en la tabla

TABLA 3: Autocorrelaciones de los 8 con diferentes rezagos.

Autocorrelacién de 3 con
1 rezago 5 rezagos 10 rezagos 50 rezagos
B | 0.03476958  —0.01109447  —0.03358050  0.001319354

En la tabla[B] se observa que no hay una fuerte asociacién de los parametros
generados por la cadena de Markov con distintos rezagos.

El estadistico KPSS es 0.0805, el parametro de truncamiento es 6 y el valor p
es 0.1. Por tanto, hay evidencia de que ya se ha alcanzado la distribucién limite
para [3.
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De igual manera que en el caso anterior, de los promedios moéviles y la densidad
de (3, se obtuvieron las graficas, las cuales se muestran en la figura [l
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Q. 0.002 —

0.000 —

-0.002 —

—0.004 —

0 1000 2000 3000 4000

Iteracion

150 —

100 —

N ATAAAAI

0.85 0.90 0.95 1.00

Densidad

B

FiGurA 4: Promedios méviles y densidad para 3, respectivamente.

Los graficos y las pruebas teéricas permiten afirmar que la distribucion para 3
es estacionaria, es decir, estd muestreandose de la distribuciéon limite para .

5. Conclusiones

Es posible hallar la distribucién predictiva bayesiana a partir de a prioris no
conjugadas.

Se ha propuesto una metodologia basada en el algoritmo MCMC, que permi-
te calcular la distribucion predictiva en situaciones en que esta distribuciéon no
puede hallarse en forma analitica y no sea facilmente tratable con los métodos de
simulacion tradicionales. Estos casos pueden presentarse cuando se trabaja con
distribuciones no conjugadas o con problemas de alta densidad. Esta metodologia
tiene la ventaja de ser implementable con facilidad, pero hay que tener cuida-
do con los problemas de convergencia, en los cuales hay que recurrir a diversos
diagnosticos (Kwiatkowski et al. 1992).

En este caso, se utiliza la prueba KPSS para estacionariedad, la cual no aparece
en la literatura utilizada con este proposito.

[Recibido: febrero de 2008 — Aceptado: septiembre de 2008]
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