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ÙÚÛÜ ÝÞÜÞßÝàÚ áÝÛâÛãßäÞå Ûã ÝÞàÞãä ÝÞÜæçäÜ áèäßÛãÞå èé êÞëÛãÞ ìÏííîï ßãå ðßÝÝáççñ êÞëÛãÞ ìÏííÐï Ûã äÚÞ àáãäÞòä áó ôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç öäÞõ ÷ÞÜøáãÜÞ ÙÚÞáÝéù ÙÚÞéøÝáëÞå äÚßä ßãé õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç ÚßÜ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÜæèõáåÞçÜ äÚßä ßÝÞ
ÞúæÛëßçÞãä äá äÚÞ áÝÛâÛãßç õáåÞçù

ÙÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ äÚÞáÝé õáåÞçÜ ìûö÷Ùï àáãÜÛÜä áó õáåÞçÜßààáÝåÛãâ äá üÚÛàÚ äÚÞ ÛãäÞÝßàäÛáãÜ áó øÞÝÜáãÜ üÛäÚ ÛäÞõÜ àßã èÞ ßåÞúæßäÞçéÝÞøÝÞÜÞãäÞå èé ß æãÛúæÞ øßÝßõÞäÞÝ åÞÜàÝÛèÛãâ äÚÞ àÚßÝßàäÞÝÛÜäÛàÜ áó äÚÞ øÞÝÜáãì÷ÞàýßÜÞ Ïííþïù
ÙÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ äÚÞáÝé ìôö÷Ùï õáåÞçÜ ßÝÞ èßÜÞå áã äÚÞ

ßÜÜæõøäÛáã äÚßä øÞáøçÞ ÝÞúæÛÝÞ õáÝÞ äÚßã áãÞ èßÜÛà ßèÛçÛäé äá ÝÞÜøáãÜÞ àáÝÝÞàäçéäá ßã ÛäÞõ Ûã ß äÞÜäù ÙÚÞÝÞ ßÝÞ äüá õßÿáÝ äéøÞÜ áó ôö÷Ù õáåÞçÜ�äÚÞ àáõøÞãÜßäáÝéõáåÞçÜ ÷ÞàýßÜÞ ìÎþÑ�� ÎþþÐ� ÏííÐï ßãå äÚÞ ãáã�àáõøÞãÜßäáÝé áÝ øßÝäÛßç àáõøÞã�ÜßäáÝé õáåÞçÜ ì�éõøÜáã ÎþÐÑïù öã äÚÛÜ ÝÞÜÞßÝàÚ�üÞ áãçé ÝÞóÞÝ äá äÚÞ àáõøÞãÜßäáÝéôö÷Ù õáåÞçÜ� äÚßä üÞ üÛçç àßçç äÚÞõ ÜÛõøçé ôö÷Ù õáåÞçÜù
�äáæä ìÎþþíï ÛãäÝáåæàÞå äÚÞ àáãàÞøä áó ÞÜÜÞãäÛßç æãÛåÛõÞãÜÛáãßçÛäéù ÙÚÞ àÞã�äÝßç ÛåÞß áó �äáæä ÛÜ äÚßä ÞëÞã äÚáæâÚ äÚÞ ßèÛçÛäé ÜøßàÞ ÛÜ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç� äÚÞÜÞä áó ÛäÞõÜ æÜÞå Ûã ß äÞÜä õßé èÞ ÜÞãÜÛäÛëÞ� õßÛãçé äá åÛ�ÞÝÞãàÞÜ ßçáãâ áãÞ áó

äÚÞ åÛõÞãÜÛáãÜù ÙÚÞ ÜäßäÛÜäÛàßç äÞÜäÜ äá ßÜÜÞÜÜ æãÛåÛõÞãÜÛáãßçÛåßå àßã ÝÞÿÞàä äÚÞ
æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ßÜÜæõøäÛáãù �äáæä Þä ßçù ìÎþþþï åÞëÞçáøÞå �öôÙ��Ù� ß øÝáàÞåæÝÞäá äÞÜä äÚÞ ßÜÜæõøäÛáã áó ÞÜÜÞãäÛßç æãÛåÛõÞãÜÛáãßçÛäé áó äÚÞ øÞÝÜáã�Ü ßèÛçÛäéù

�ÞëÞÝßç ßæäÚáÝÜ äÝÛÞå äá åÞäÞÝõÛãÞ äÚÞ ÝÞçßäÛáãÜÚÛø èÞäüÞÞã äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞà�äáÝ
θ
ßãå äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ßèÛçÛäé åÞãáäÞå

θ
� áèäßÛãÞå èé �ääÛãâ ß æãÛåÛõÞã�ÜÛáãßç õáåÞç äá åßäß äÚßä üÞÝÞ âÞãÞÝßäÞå óÝáõ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞçÜù 	ãÜçÞéñ 
áÝÜéäÚ ìÎþÑ�ï ÞòßõÛãÞå äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÞÜäÛõßäÞÜ óáÝ äüá åÛõÞãÜÛáãßç åßäß

æÜÛãâ ß ãáãàáõøÞãÜßäáÝé õáåÞçù ÙÚÞé ÜäæåÛÞå ÜÛäæßäÛáãÜ Ûã üÚÛàÚ äÚÞ
θ
�Ü üÞÝÞ

àáÝÝÞçßäÞå üÛäÚ àáÝÝÞçßäÛáãÜ ëßçæÞÜ áó íùí� íùî� íù�� íùþ ßãå íùþ�ù �ßé Þä ßçù ìÎþÑÑïßçÜá àáõøßÝÞå äÚÞ Þ�ÞàäÜ áó æÜÛãâ ß ûö÷Ù õáåÞç äá ÞÜäÛõßäÞ äüá åÛõÞãÜÛáãßçåßäß óáÝ èáäÚ äÚÞ ãáãàáõøÞãÜßäáÝé ßãå äÚÞ àáõøÞãÜßäáÝé ôö÷Ù õáåÞçù ÷Þàý�ßÜÞ ìÎþþí� ÎþÑ�ï ÝÞøáÝäÞå äÚßä� Ûã ÜáõÞ ÜÛäæßäÛáãÜ� üÚÞÝÞ ß õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç åßäßõßäÝÛò üßÜ �ääÞå üÛäÚ ß ûö÷Ù õáåÞç� äÚÞ åÛõÞãÜÛáãßçÛäé ßãå äÚÞ åÛàæçäé üÞÝÞ
àáãóæÜÞåù

	àýÞÝõßã ìÎþÑþï ÝÞøáÝäÞå äÚßä� Ûã ÚÛÜ ÜÛõæçßäÛáãÜ� äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÞÜäÛõßäÞ
áó

θ
üßÜ ÚÛâÚçé àáÝÝÞçßäÞå üÛäÚ

(θ1 + θ2)/2 � äÚÛÜ àáÝÝÞçßäÛáã üßÜ èÞääÞÝ üÚÞã äÚÞ
àáÝÝÞçßäÛáã áó äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ üßÜ ÛãàÝÞßÜÞåù ÷ÞàýßÜÞ ñ 	àýÞÝõßã ìÎþÑÑï ÜæââÞÜäÞåäá èæÛçå æãÛåÛõÞãÜÛáãßç äÞÜäÜ óÝáõ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ÛäÞõÜ èé âÝáæøÛãâ äÚÞ ÛäÞõÜ
äÚßä õÞßÜæÝÞ õáÝÞ ÜÛõÛçßÝ äÚÞ çÛãÞßÝ àáõèÛãßäÛáãÜ áó ßèÛçÛäÛÞÜù
áçý ñ �ÝÞÞã ìÎþÑþï ÜäßäÞå äÚßä

θ̂
ÛÜ ÜäÝáãâçé ÝÞçßäÞå äá ÜáõÞ áøäÛõßç àáõ�èÛãßäÛáã áó

θ1
ßãå

θ2
� ÞëÞã óáÝ ÜÛõæçßäÞ ÜßõøçÞÜ üÛäÚ çáü àáÝÝÞçßäÛáãÜù �ááåéìÎþÑ�ï ÝÞøáÝäÞå ÜäæåÛÞÜ ßèáæä äÚÞ ÝáèæÜäãÞÜÜ áó æãÛåÛõÞãÜÛáãßç �ääÛãâ ßøøçÛÞå äá

äüá åÛõÞãÜÛáãßç åßäßù �Úßá Þä ßçù ìÏííÏï� Ûã ß ÜÛõæçßäÞå Üäæåé áó àáõøæäÞÝÛ�Þå
ßåßøäÛëÞ äÞÜäÜ� óáæãåÞå ÜÛõÛçßÝ ÝÞÜæçäÜù 	Ü 	àýÞÝõßã� äÚÞé àáõøßÝÞå äÚÞ ßèÛçÛäé θ̂üÛäÚ

(θ1 + θ2)/2 ù �ßçýÞÝ ñ �ÞÝÞäëßÜ ìÏííîï àáõøßÝÞå õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ßãå æãÛ�
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åÛõÞãÜÛáãßç øÝá�àÛÞãàé æÜÛãâ ÝÞßç åßäß óÝáõ ß çßÝâÞ�ÜàßçÞ õßäÚÞõßäÛàÜ äÞÜä ßãå
áèäßÛãÞå ÜÛõÛçßÝ ÝÞÜæçäÜù

÷ÞàÞãäçé� �ÚÞãâ ìÏííÐï ÜÚáüÞå äÚßä üÚÞã ÞßàÚ áãÞ áó äÚÞ ÛäÞõÜ õÞßÜæÝÞÜ ÞÜ�ÜÞãäÛßççé áãçé áãÞ ßèÛçÛäé � ß õæçäÛ�æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç �äÜ èÞääÞÝ äÚÞ åßäßù
öã äÚÛÜ øßøÞÝ� üÞ ÝÞëÛÞü äÚÞ øÝÞëÛáæÜ üáÝýÜ ßèáæä äÚÞ ÛõøáÝäßãä ÛÜÜæÞ áó Üéã�äÚÞÜÛ�Ûãâ äÚÞ çßäÞãä ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ Ûã ôö÷Ù õáåÞçÜù �Þ åÞÝÛëÞ äüá áøäÛõßç çÛãÞßÝàáõèÛãßäÛáãÜ áó äÚÞ àáõøáãÞãäÜ áó äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ� üÚÛàÚ ßÝÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜáó äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜù ÙÚÝáæâÚ ß ÜÛõæçßäÛáã Üäæåé� üÞ àáõøßÝÞå äÚÞ øÝáøáÜÞå ÛãåÛàÞÜ

üÛäÚ äÚÞ áäÚÞÝÜ øÝáøáÜÞå øÝÞëÛáæÜçé� ßãå üÞ ÛãóÞÝ äÚßä ßçç äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜ
ßÝÞ ÜÛõÛçßÝù 5æÝ ÛãåÛàÞÜ ßÝÞ ÞßÜÛÞÝ äá àáõøæäÞ ßãå ÛãäÞÝøÝÞä èé äÚÞ ÞòøÞÝäÜù ÙÚÞÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜ áèäßÛãÞå ßÝÞ ßçÜá ÞÜäÛõßäÛáãÜ áó äÚÞ çÛãÞßÝ àáõèÛãßäÛáã áó äÚÞ
çßäÞãä ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ äÚßä ÛÜ èÞÜä õÞßÜæÝÞå èé ß äÞÜäù �Þ ÜäßäÞ Úáü äÚÞ àáëßÝÛßãàÞ
áó äÚÞ çßäÞãä ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ ß�ÞàäÜ äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞòù 
Ûãßççé� üÞ ÛãóÞÝ äÚÝáæâÚß ÜÞàáãå ÜÛõæçßäÛáã Üäæåé äÚßä üÚÞã äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç åßäß ÛÜ �ääÞå üÛäÚ ß
æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç� äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç çßäÞãä ßèÛçÛäé ÛÜ øÝÞàÛÜÞçé äÚÞ ÜéãäÚÞäÛàÛãåÞò áó äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝù öã äÚÞ øßøÞÝ� äÚÞ äÞÝõÜ çßäÞãä ßèÛçÛäé ßãå çßäÞãä äÝßÛäßÝÞ æÜÞå ßÜ ÜéãáãéõÜù
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�ÚÞã ß ûö÷Ù õáåÞç ÛÜ æÜÞå äá �ä åßäß ÜÞä� Ûä ÛÜ æÜæßç äá ßÜÜæõÞ ß ãáÝõßçÜäßãåßÝå åÛÜäÝÛèæäÛáã óáÝ äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ áó äÚÞ ÛãåÛëÛåæßçÜù ðçÞßÝçé� Ûó äÚÞ åßäß ÛÜ
õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç� äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò áó äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ ÛÜ äÚÞ ÛåÞãäÛäé õßäÝÛòù�æä� Ûó ÝÞßççé äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò ÛÜ ãáä äÚÞ ÛåÞãäÛäé� äÚÞ áèëÛáæÜ úæÞÜäÛáã ÛÜ üÚßä
ÚßøøÞãÜ üÛäÚ äÚÞ ÛäÞõ ßãå äÚÞ ßèÛçÛäé øßÝßõÞäÞÝÜ üÚÞã äÚÛÜ ÛãóáÝõßäÛáã ßèáæääÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò áó äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ ÛÜ áõÛääÞå8

ÙÚÞ üáÝýÜ ÝÞëÛÞüÞå Ûã �ÞàäÛáã Î ÜæââÞÜäÞå æÜ äÚßä üÚÞã ß åßäß ÜÞä ÛÜ âÞãÞÝßäÞå
óÝáõ ß ôö÷Ù õáåÞç ßãå äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò áó äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ ÛÜ ãáä äÚÞ
ÛåÞãäÛäé� ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç àßã �ä üÞçç äÚÞ åßäßù ÙÚÛÜ çÞßå æÜ äá àáãÿÞàäæÝÞäÚßä Ûó äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç ÛÜ æÜÞå üÛäÚ äÚÞ ßÜÜæõøäÛáã äÚßä äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ ÚßëÞß ãáÝõßç ÜäßãåßÝå åÛÜäÝÛèæäÛáã� äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò áó äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ äÝßãÜóáÝõÜ
äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ÛäÞõÜ Ûã ÜæàÚ ß üßé äÚßä Ûã äÚÞ ÞòäÝÞõÞ àßÜÞ ßçç áó äÚÞõõæÜä èÞ ßçÛâãÞåù ÙÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó ßã ÛäÞõ ÛÜ åÛÜàæÜÜÞå Ûã �ÞàäÛáã îù 	çÜá� äÚÞÝÞÜæçäÜ ÝÞøáÝäÞå Ûã �ÞàäÛáã Î ÜÞÞõÜ äá ÜæââÞÜä äÚßä Ûã äÚÞ ÞòäÝÞõÞ àßÜÞ äÚÞ æãÛúæÞåÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ÛäÞõÜ ÛÜ ÿæÜä 1√

d
1d

� üÚÞÝÞ
d
ÛÜ äÚÞ åÛõÞãÜÛáã áó äÚÞ ßèÛçÛäé ÜøßàÞùÙÚÛÜ àáãÿÞàäæÝÞ çÞßå æÜ äá øÝáøáÜÞ ßãå øÝáëÞ äÚÞ ÝÞÜæçäÜ áó äÚÛÜ �ÞàäÛáãù ÙÚÞ

ÝÞúæÛÝÞå óßàäÜ óÝáõ
d�åÛõÞãÜÛáãßç âÞáõÞäÝé àßã èÞ àáãÜæçäÞå Ûã äÚÞ 	øøÞãåÛòù

9:GIKGH ;< =>?
Σ @> A

d × d BCDD>?EFG AHI JKBF?FL> I>MHF?> DA?EFNO BPGQ ?QA?
ARR F?B IFASKHAR >R>D>H?B AE> T AHI ?Q> KUVIFASKHAR >R>D>H?B AE> HKHH>SA?FL>W =>?
β1

AHI β2 @> PHF?AEC L>G?KEB KX
R

d O BPGQ ?QA? ARR ?Q>FE >R>D>H?B AE> HKHH>SA?FL>W=>?
|Σ| @> ?Q> I>?>EDFHAH? KX ΣO ?Q>H
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 βt
1
Σβ2√

(βt
1
Σβ1)(βt

2
Σβ2)




2

≥ 1 − |Σ|(1 − (βt
1
β2)2)

ìÎï

YZ[[\ < êÞä Σ1/2 èÞ äÚÞ ÜúæßÝÞå Ýááä áó
Σ ù êÞä γi = (Σ1/2βi)/

√
βt

iΣβi
�
i = 1, 2 ùÙÚÞã� äÚÞ ëÞàäáÝÜ

γ1
ßãå

γ2
ßÝÞ æãÛäßÝéù êÞä vol(γ1, γ2)

èÞ äÚÞ ëáçæõÞ áó äÚÞ
øßÝßççÞçáäáøÞ åÞäÞÝõÛãÞå èé äÚÞ ëÞàäáÝÜ

γ1
ßãå

γ2 ù 
Ýáõ ÞúæßäÛáãÜ ìî]ï� ìî�ï ßãåìîÐï Ûã äÚÞ 	øøÞãåÛò� Ûä óáççáüÜ äÚßä

vol2(γ1, γ2) = 1 −



 βt
1
Σβ2√

(βt
1
Σβ1)(βt

2
Σβ2)




2

ìÏï

ßãå
vol2(γ1, γ2) =

|Σ|vol2(β1, β2)

(βt
1
Σβ1)(βt

2
Σβ2)

ìîï

ÙÚÞ øÝáøÞÝäÛÞÜ áó õßäÝÛò Σ øÞÝõÛä æÜ äá àáãàçæåÞ äÚßä
βt

iΣβi ≥ 1, i = 1, 2 ùÙÚÞ ÝÞÜæçä óáççáüÜ óÝáõ äÚÛÜ óßàä ßãå ßçÜá óÝáõ äÚÞ øÝÞëÛáæÜ äüá ÞúæßäÛáãÜ ßãå
êÞõõß î Ûã äÚÞ 	øøÞãåÛòù
^IKI@@=K_ ;< H̀I>E ?Q> GKHIF?FKHB KX aQ>KE>D TO b> QAL> ?QA?



 βt
1
Σβ2√

(βt
1
Σβ1)(βt

2
Σβ2)



 ≥ (βt
1
β2)

ì]ï

YZ[[\ < ÙÚÞ ÝÞÜæçä óáççáüÜ óÝáõ äÚÞ óßàä äÚßä
|Σ| ≤ 1 ù

öã äÚÞ ãÞòä ÝÞÜæçä� üÞ ßÜÜæõÞ äÚßä
Σ1/2

m

ÛÜ äÚÞ ÜúæßÝÞå Ýááä áó
Σm ù

9:GIKGH c< =>?
Σm @> A B>dP>HG> KX d×d DA?EFG>B ?QA? QAL> ?Q> BAD> JEKJ>E?F>B?QAH Σ

FH aQ>KE>D TO AHI BPGQ ?QA? ?Q>FE I>?>EDFHAH?B AE> I>GE>ABFHS AHI ?QA?
|Σm| → 0

AB m → ∞
W =>?

βm = Σ1/2

m β O bQ>E>
β

FB AHC HK?Ve>EK L>G?KEO bQ>E>
ARR KX F?B GKDJKH>H?B AE> HKHH>SA?FL>W aQPBO βm/||βm|| → 1√

d
1d

O bQ>E>
1d

FB ?Q>
L>G?KE bF?Q TfB A? ARR F?B GKDJKH>H?BW
YZ[[\ < öä ÛÜ ÞßÜé äá ÜÞÞ äÚßä

|Σ| = 0
� Ûó ßãå áãçé Ûó

Σ = Jd
�üÚÞÝÞ

Jd
ÛÜ äÚÞ õßäÝÛòüÛäÚ Î�Ü Ûã ßçç áó ÛäÜ àáõøáãÞãäÜù ÙÚæÜ� Σ1/2

m → 1√
d
Jd ù

�æøøáÜÞ äÚßä Σ
ÛÜ ß àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛòù öä àßã èÞ ÜÚáüã äÚßä Ûó äÚÞ á��åÛßâáãßçÞçÞõÞãäÜ áó äÚÞ õßäÝÛò Σ

èÞàáõÞ çßÝâÞ� äÚÞã äÚÞ åÞäÞÝõÛãßãä áó äÚÞ õßäÝÛò ΣåÞàÝÞßÜÞÜ åæÞ äá äÚÞ ÝÞçßäÛáãÜÚÛø

| Σ |= (1 − R2
p.1···p−1)(1 − R2

p−1.1···p−2) · · · (1 − R2
2.1)
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üÚÞÝÞ
R2

k··· .d

ÛÜ äÚÞ ÜúæßÝÞå õæçäÛøçÞ àáÝÝÞçßäÛáã àáÞàÛÞãä èÞäüÞÞã äÚÞ ëßÝÛßèçÞ
k
ßãå äÚÞ óáççáüÛãâ ëßÝÛßèçÞÜù �ÞÞ� óáÝ ÞòßõøçÞ ìgÞhß ÏííÏï� ìgÞhß ñ ÷áåÝiâæÞ�Ïííîïù
Ýáõ äÚÞáÝÞõÜ Î ßãå Ï üÞ àáãàçæåÞ äÚßä� Ûó äÚÞ á��åÛßâáãßç ÞçÞõÞãäÜ áó äÚÞ

õßäÝÛò Σ
ßÝÞ ÛãàÝÞßÜÞå� ßçç äÚÞ äÝßãÜóáÝõÞå ëÞàäáÝÜ

Σ1/2

m β
ÚßëÞ ß ÜõßççÞÝ ßãâçÞèÞäüÞÞã äÚÞõ äÚßã äÚÞ áÝÛâÛãßç ëÞàäáÝÜ� ßãå äÚÞ ÝÞÜøÞàäÛëÞ äÝßãÜóáÝõÞå ãáÝõßç�Û�Þå ëÞàäáÝÜ ÚßëÞ ß âÝÞßäÞÝ áÝäÚáâáãßç øÝáÿÞàäÛáã èÞäüÞÞã äÚÞõù 	çÜá� ßçç äÚÞäÝßãÜóáÝõÞå ëÞàäáÝÜ ßÝÞ àáãåæàäÞå äáüßÝå äÚÞ æãÛäßÝé ëÞàäáÝ 1√

d
1d ù öã äÚÞ çÛõÛä

àßÜÞ� ßçç äÚÞ äÝßãÜóáÝõ ëÞàäáÝÜ ßçÛâã üÛäÚ äÚßä æãÛäßÝé ëÞàäáÝù

j× :() &6'2;) 57 '() +')4* +& '() 178: 453)0

öã äÚÛÜ �ÞàäÛáã� üÞ ÜÚáü äÚßä ßãé ÛäÞõ Ûã ß àáõøÞãÜßäáÝé ôö÷Ù õáåÞç ÛÜÞÜÜÞãäÛßççé æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ßãå øÝáëÞ äÚßä äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ ÚéøÞÝÜæÝóßàÞ áó ßã
ÛäÞõ Ûã ß ôö÷Ù õáåÞç ÛÜ õáãáäáãÛà ßçáãâ ßãé åÛÝÞàäÛáãù ÙÚÛÜ øÝáøÞÝäé ßççáüÜÞòàÚßãâÛãâ äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáã ìö÷
ï ßãå äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ ÚéøÞÝÜæÝóßàÞìö÷k�ï ßÜ Ûã äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç àßÜÞ� èæä ßçÜá øÞÝõÛäÜ æÜ äá åÞäÞÝõÛãÞ üÚßä ßã
ÛäÞõ ÝÞßççé õÞßÜæÝÞÜ Ûã ß ôö÷Ù õáåÞçù

öã äÚÞ çáâÛÜäÛà äüá øßÝßõÞäÞÝ õáåÞç ì�ßýÞÝ ñ �Þáý�ká Ïíí]ï� ì�áàý ÎþÐÏï�
ì�áàý ñ láãÞÜ Îþ�Ñï� ìkßõèçÞäáã Þä ßçù ÎþþÎï� äÚÞ øÝáèßèÛçÛäé áó ß àáÝÝÞàä ÝÞÜøáãÜÞóáÝ äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç àßÜÞ ÛÜ âÛëÞã èé

pj(θi) = P (Xij = 1 | θi, aj , bj) =
1

1 + e−aj(θi−bj)

ì�ï
üÚÞÝÞ

Xij
ÛÜ äÚÞ ÝÞÜøáãÜÞ áó øÞÝÜáã i

äá ÛäÞõ
j � Xij = 1

Ûó äÚÞ ÞòßõÛãÞÞ
i
ÝÞÜøáãÜÞÜàáÝÝÞàäçé äá ÛäÞõ

j
� ßãå

Xij = 0
áäÚÞÝüÛÜÞ� θi

ÛÜ äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ßèÛçÛäé øßÝßõ�ÞäÞÝ óáÝ øÞÝÜáã i ù ÙÚÞ ÜàßçÞ øßÝßõÞäÞÝ
aj

ÛÜ àßççÞå äÚÞ åÛÜàÝÛõÛãßäÛáã øßÝßõÞäÞÝ
áó ÛäÞõ

j
� ßãå

bj
ÛÜ äÚÞ åÛàæçäé áÝ øáÜÛäÛáã øßÝßõÞäÞÝ áó ÛäÞõ

j ùÙÚÞ óæãàäÛáã fj(θ) = pj(θ)
ÛÜ àßççÞå äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáã ìö÷
ï ßãå ÛäÜ

âÝßøÚ ÛÜ äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ àæÝëÞ ìö÷ðïù máäÞ äÚßä

fj(bj) =
1

2

ì�ï
ßãå�

f ′(bj) =
1

4
aj

ìÐï
Üá� ÞòàÞøä èé äÚÞ äÞÝõ

1/4
�
aj

ÝÞøÝÞÜÞãäÜ äÚÞ ÜçáøÞ áó äÚÞ ö÷ð ßä äÚÞ øáÛãä bj ùöã äÚÞ àçßÜÜÛàßç àáõøÞãÜßäáÝé ôö÷Ù õáåÞç� äÚÞÝÞ ÛÜ õáÝÞ äÚßä áãÞ ßèÛçÛäéõÞßÜæÝÞå èé ß äÞÜäù êÞä θi
èÞ ß ëÞàäáÝ áó

R
d äÚßä ÝÞøÝÞÜÞãäÜ äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ

áó äÚÞ ÞòßõÛãÞÞ
i ù ÙÚÞ øßÝßõÞäÞÝÜ áó ÛäÞõ

j
Ûã äÚÛÜ àßÜÞ ßÝÞn

aj
� ß ëÞàäáÝ áó

R
d ÝÞçßäÞå üÛäÚ äÚÞ åÛÜàÝÛõÛãßäÛáã áó äÚÞ ÛäÞõ ßãå

γj
� ß ÜàßçßÝ ÝÞçßäÞå üÛäÚ äÚÞ

åÛàæçäé áó äÚÞ ÛäÞõù ÙÚÞ øÝáèßèÛçÛäé äÚßä ßã ÞòßõÛãÞÞ üÛäÚ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ
θiÝÞÜøáãÜÞÜ àáÝÝÞàäçé äá ÛäÞõ

j
ÛÜ âÛëÞã èé

P (Xij = 1 | θi, aj , γj) =
1

1 + e−(at
j
θi+γj)

ìÑï

�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �



ÎîÏ Ò��"�� �"������ ���������� Ó§"µ Ô ¨�������� Õ� ��"
ÙÚÞ àáõøáãÞãä θik

áó
θi

ÝÞøÝÞÜÞãäÜ äÚÞ ßèÛçÛäé áó äÚÞ øÞÝÜáã i
Ûã äÚÞ

k�äÚåÛõÞãÜÛáãù ÙÚÞ ÛãäÞÝøÝÞäßäÛáãÜ áó aj
�Ü ßãå

γj
�Ü øßÝßõÞäÞÝÜ ßÝÞ ß çÛääçÞ åÛ�ÞÝÞãä

óÝáõ äÚáÜÞ Ûã äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç àßÜÞù ÷ÞàýßÜÞ ìÎþÑ�� ÎþþÐ� ÏííÐï ÜäßäÞÜ äÚßä äÚÞ
ôö÷Ù õáåÞç åáÞÜ ãáä øÝáëÛåÞ ß åÛÝÞàä ÛãäÞÝøÝÞäßäÛáã ßèáæä äÚÞ øßÝßõÞäÞÝÜ

ajßãå
γj ù öã äÚÛÜ àßÜÞ� äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáã fj(θ) = pj(θ)

ÛÜ ß õæçäÛëßÝÛßäÞóæãàäÛáã ßãå ÛäÜ âÝßøÚ ÛÜ ß ÚéøÞÝÜæÝóßàÞù êÞä αj
èÞ äÚÞ ãáÝõ áó äÚÞ ëÞàäáÝ

aj
�

äÚßä ÛÜ�

αj =

√√√√
d∑

k=1

a2
jk

üÚÞÝÞ äÚÞ
ajk

�Ü ßÝÞ äÚÞ àáõøáãÞãäÜ áó ëÞàäáÝ
aj ù ÙÚÞã� äÚÞ ëÞàäáÝ

aj
àßã èÞ

ÝÞüÝÛääÞã ßÜ
aj = αjβj

ìþï
üÚÞÝÞ

βj = (βj1, βj2, . . . , βjd)
t � βjk = ajk/αj ù ðçÞßÝçé� βj

ÛÜ ß æãÛäßÝé ëÞàäáÝ áó
R

d ù ÙÚæÜ� äÚÞ õáåÞç âÛëÞã èé �úæßäÛáã ìÑï àßã èÞ ÝÞüÝÛääÞã ßÜ

P (Xij = 1 | θi, αj , βj , bj) =
1

1 + e−αj(β
t
jθi−bj)

ìÎíï

üÚÞÝÞ
bj = −γj/αj ù ÷ÞàýßÜÞ ìÎþÑ�ï åÞ�ãÞå äÚÞ ëßçæÞ αj

ßÜ äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßçåÛÜàÝÛõÛãßäÛáã ìô�ö�ðï øßÝßõÞäÞÝ ßãå äÚÞ ëßçæÞ bj
ßÜ äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç åÛó��àæçäé ìô�ö

ï øßÝßõÞäÞÝù kÞ ÜÚáüÞå äÚßä

αj
ÛÜ äÚÞ ÜçáøÞ ßä äÚÞ øáÛãä áó äÚÞ

ÜäÞÞøÞÜä ÜçáøÞ Ûã äÚÞ åÛÝÞàäÛáã ÜøÞàÛ�Þå èé äÚÞ ëÞàäáÝ
βj

� àßççÞå äÚÞ IFE>G?FKH KXF?>D o ù
	ååÛäÛáãßççé� ÚÞ øÝáëÞå äÚßä

bj
ÛÜ äÚÞ åÛÜäßãàÞ óÝáõ äÚÞ áÝÛâÛã äá äÚÞ øáÛãä áóäÚÞ ÜäÞÞøÞÜä ÜçáøÞù �Þ üÛçç ÜÚáü Ûã äÚÛÜ �ÞàäÛáã üÚé äÚÞ ô�ö�ð ßãå ô�ö



ãßõÞÜ ßÝÞ ÿæÜäÛ�Þåù
	ä äÚÛÜ øáÛãä� üÞ ÛãäÝáåæàÞ äÚÞ àáãàÞøä áó ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ ÚéøÞÝÜæÝóßàÞù öã äÚÞ

ûö÷Ù õáåÞçÜ� áãÞ õßé æÜÞ äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáã ìö÷
ï ßãå ÛäÜ âÞáõÞäÝÛ�àßç ÝÞøÝÞÜÞãäßäÛáã�äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ àæÝëÞ ìö÷ðï�ßçõáÜä ÛãäÞÝàÚßãâÞßèçÞù öã äÚÞ
õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç àßÜÞ� ÚáüÞëÞÝ� äÚÞ õßääÞÝ ÛÜ ãáä Üá ÜäÝßÛâÚäóáÝüßÝåù
ÛÝÜä� üÞ �ò ÜáõÞ ãáäßäÛáãÜù 
áÝ ßãé v ∈ R

d � äÚÞ Ýßé áó
v
ÛÜ åÞ�ãÞå äá èÞ äÚÞ

çÛãÞ
R · v

Ûã
R

d åÞäÞÝõÛãÞå èé
R · v = {tv ∈ R

d | t ∈ R} ù �ÛõÛçßÝçé� óáÝ v, w ∈ R
däÚÞ åÛÝÞàäÞå çÛãÞ âáÛãâ äÚÝáæâÚ w

ÛÜ åÞ�ãÞå èé

w + R · v = {w + tv ∈ R
d | t ∈ R}

pGqC?D?IC ;< 	 åÛàÚáäáõáæÜ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ ÚéøÞÝÜæÝóßàÞ ÛÜ ß d�åÛõÞãÜÛáãßç ÜõááäÚ
ÜæèõßãÛóáçå M

áó
R

d × [0, 1]
� Üá äÚßä óáÝ ßãé äüá ëÞàäáÝÜ

v, w ∈ Rd äÚÞ Ûã�äÞÝÜÞàäÛáã áó
(w + R · v) × [0, 1]

ßãå
M

ÛÜ äÚÞ âÝßøÚ áó ß õáãáäáãÛà óæãàäÛáã
fv,w : w + R · v → [0, 1].

�Þ ÜÚßçç æÜÞ äÚÞ ãáäßäÛáã
fv = fv,0 ù �Þ�ãÛäÛáã Î ßãå äÚÞ ãáäßäÛáã üÞÝÞ äßýÞã

óÝáõ 	ãäßç�Ü øßøÞÝ ì	ãäßç ÏííÐïù
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rGHH= ;< aQ> SEAJQ KX ?Q> F?>D E>BJKHB> XPHG?FKH SFL>H @CO

f(θ) =
1

1 + e−αj(βt
j
θ+γj)

ìÎÎï
FB A IFGQK?KDKPB F?>D E>BJKHB> QCJ>EBPEX AG>W
YZ[[\ < êÞä v, w

èÞ äüá ßÝèÛäÝßÝé ëÞàäáÝÜ áó
R

d ßãå àáãÜÛåÞÝ äÚÞ çÛãÞ âÛëÞã èé
η(t) = w + tv, t ∈ R ù ðçÞßÝçé� βt

jη(t) = βt
jw + (βt

jv)t
ÛÜ ß õáãáäáãÛà óæãàäÛáã áó

ä ßãå äÚÞã
f(η(t))

ÛÜ ß õáãáäáãÛà óæãàäÛáã ßçáãâ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã
v
äÚÝáæâÚ w ù

	Ü ß àáãÜÞúæÞãàÞ áó êÞõõß Î� äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáã ìÎÎï åÞ�ãÞÜ ß åÛàÚáäá�õáæÜ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ ÚéøÞÝÜæÝóßàÞ ßãå äÚÞ ôö÷Ù õáåÞç ÛÜ àáõøçÞäÞçé åÞäÞÝõÛãÞå
èé äÚÞÜÞ ÚéøÞÝÜæÝóßàÞÜù
rGHH= c< aQ> F?>D E>BJKHB> XPHG?FKH fj(θ) KX A stua DKI>R FB GKHB?AH? FH ?Q>
KE?QKSKHAR GKDJR>D>H? KX L>G?KE βj

W
YZ[[\ < 
áÝ ßãé ëÞàäáÝ

η
Ûã äÚÞ áÝäÚáâáãßç ÜæèÜøßàÞ áó

βj

�
βt

jη = 0
� Üá�

fj(η) = 1/(1 + e−αjγj )ù
ÙÚÞ ãÞòä ðáÝáççßÝé àßã èÞ åÛÝÞàäçé øÝáëÞãù

^IKI@@=K_ c< vFL>H w ∈ R
d O ?Q> F?>D E>BJKHB> XPHG?FKH fj(θ)

FB GKHB?AH? FH ?Q>
QCJ>EJRAH> JAEARR>R ?K ?Q> KE?QKSKHAR GKDJR>D>H? KX L>G?KE βj

?QA? GKH?AFHB w
W

ÙÚÛÜ ðáÝáççßÝé ÛÜ üÞçç�ýãáüãù öä ÜäßäÞÜ äÚßä äÚÞ àáãäáæÝÜ áó ÞúæÛøÝáèßèÛçÛäéßÝÞ ÚéøÞÝøçßãÞÜ� ßãå äÚßä ßçç áó äÚÞõ ßÝÞ øßÝßççÞçù káüÞëÞÝ� äÚÞ ÛõøáÝäßãä óßàä ÛÜäÚßä äÚÞé ßÝÞ áÝäÚáâáãßç äá äÚÞ ëÞàäáÝ
βj ù ÙÚÞáÝÞõ î ÛÜ äÚÞ õßÛã ÝÞÜæçä áó äÚÛÜ�ÞàäÛáãù öä ÞÜäßèçÛÜÚÞÜ äÚßä äÚÞ ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáã fj(θ)

ÛÜ ß äÝÛëÛßç ÞòäÞãÜÛáãáó ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáã ìûö÷
ïù 	ààáÝåÛãâ äá �úæßäÛáã ìþï üÞ
üÛçç æÜÞ äÚÞ ÞòøÝÞÜÜÛáã aj = αjβj

Ûã äÚÞ gÝááóù öä ÛÜ ãáä ãÞàÞÜÜßÝé� èæä ÛÜ æÜÞóæçäá æãåÞÝÜäßãå äÚÞ ÝÞÜæçäù
9:GIKGH w< aQ> DPR?FIFD>HBFKHAR tux

fj(θ) KX A stua DKI>R FB A ?EFLFAR >NV?>HBFKH KX A GRABBFGAR t̀uxW
YZ[[\ < êÞä θ

èÞ ß ëÞàäáÝ Ûã
R

d � ßãå çÞä {βj , v1, . . . , vd−1}
èÞ ß ãáÝõÞå áÝäÚáâ�áãßç èßÜÛÜ áó

R
d äÚßä àáãäßÛãÜ äÚÞ ëÞàäáÝ

βj ù ÙÚÞã� äÚÞÝÞ ÞòÛÜä ÝÞßç ãæõèÞÝÜ
t, t1, . . . , td−1

ÜæàÚ äÚßä
θ = tβj + t1v1 + · · · + td−1vd−1

äÚÞã�

βt
jθ = (βt

jβj)t = t
ìÎÏï

kÞãàÞ�

fj(θ) =
1

1 + e−αjβt
j
θ−γj

=
1

1 + e−αjt−γj
=

1

1 + e−αj(t−bj)
= pβj

(t)
ìÎîï
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ÙÚÞ ãáäßäÛáã

pβj

ÛÜ æÜÞå äá ÞõøÚßÜÛ�Þ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã
βj

� ßãå äÚßä
fj(θ)

ÛÜ ßã
ÞòäÞãÜÛáã áó ß ûö÷
ù ÙÚÞáÝÞõ î ÜÚáüÜ ßã ÞòøçÛàÛä üßé äá àáãÜäÝæàä äÚÞ ÚéøÞÝÜæÝ�óßàÞ åÞ�ãÞå èé fj(θ)

óÝáõ ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ö÷ðù êÞä pj(t)
èÞ äÚÞ ûö÷
 åÞ�ãÞåèé

pj(t) =
1

1 + e−αj(t−bj)

ìÎ]ï
ÙÚÞ óæãàäÛáã pj(t)

àßã èÞ äÝÛëÛßççé ÞòäÞãåÞå äá ß õæçäÛëßÝÛßäÞ óæãàäÛáã èé
pj(t1, . . . , td) = pj(t1)ù ÙÚÞ áÝÛâÛãßç ÚéøÞÝÜæÝóßàÞ ÛÜ áèäßÛãÞå èé ß ÝÛâÛå ÝáäßäÛáã
áó äÚÞ ÚéøÞÝÜæÝóßàÞ åÞ�ãÞå èé pj(t1, t2, . . . , td)

áã äÚÞ ÚéøÞÝøçßãÞ åÞ�ãÞå èé äÚÞ
àßãáãÛàßç ëÞàäáÝÜ e1, e2, . . . , ed

� üÚÛàÚ ßçÛâãÜ ëÞàäáÝ e1
üÛäÚ ëÞàäáÝ

βj ù ÙÚÛÜ ÛÜ ß
âÞãÞÝßç ÝÞÜæçä� ÜÛãàÞ ßãé ÝáäßäÛáã Ûã

R
d àßã èÞ åáãÞ Ûã äÚÛÜ üßéù ÙÚÞ äÚÞáÝé áó

ÝÛâÛå ÝáäßäÛáãÜ Ûã
d�åÛõÞãÜÛáãßç ÜøßàÞÜ àßã èÞ óáæãå Ûã 	âæÛçÞÝß ñ gyÝÞ��	âæÛçßìÏíí]ï ßãå ôáÝäßÝÛ ìÏííÎïù 	 åÛÝÞàä ßãå ÛõøáÝäßãä àáãÜÞúæÞãàÞ áó ÙÚÞáÝÞõ î ÛÜ

ÜäßäÞå Ûã äÚÞ ãÞòä ðáÝáççßÝéù
^IKI@@=K_ w< =>? fB BPJJKB> ?QA? ?Q> IFE>G?FKHB KX ARR F?>DB FH A stua DKI>RGKFHGFI>O ?QA? FBO βi = β O X KE ARR

i
W aQ>HO ?Q> DKI>R FB >BB>H?FARRC PHFIFD>HBFKHARWtH K?Q>E bKEIBO ?Q> stua DKI>R FB A ?EFLFAR >N?>HBFKH KX A t̀ua DKI>RW

ÙÚÞ ÝÞÜæçä áó ðáÝáççßÝé î üßÜ �ÝÜä øÝáëÞã èé �äáæä ßãå ÷ÞàýßÜÞ Ûã ß øßøÞÝ øÝÞ�ÜÞãäÞå ßä ß õÞÞäÛãâ áó äÚÞ gÜéàÚáõÞäÝÛà �áàÛÞäé ì÷ÞàýßÜÞ ñ �äáæä Îþþ�ïù ÷ÞàýßÜÞìÏííþï ÝÞøÝáåæàÞå äÚÞ ÝÞÜæçä ìÙÚÞáÝÞõ Î� øßâÞ ÎþÐïù
5äÚÞÝ æÜÞóæç øÝáøÞÝäÛÞÜ áó äÚÞ ôö÷Ù õáåÞç óáççáüù 5ã äÚÞ ÚéøÞÝøçßãÞ βt

jθ −
bj = 0

üÞ ÚßëÞ äÚßä
fj(θ) = 1/2

ìÎ�ï
öä ÛÜ ÜäÝßÛâÚäóáÝüßÝå äá ëÞÝÛóé äÚßä óáÝ ßçç θ

Ûã äÚßä ÚéøÞÝøçßãÞ
∂fj

∂θ
(θ) =

1

4
αjβj

ìÎ�ï
�á� ßÜ Ûã �úæßäÛáã ìÐï� äÚÞ øßÝßõÞäÞÝ

αj
� ÞòàÞøä èé äÚÞ àáãÜäßãä

1/4
� ÛÜ äÚÞ

ÜçáøÞ áó äÚÞ ö÷k� óáÝ ßçç θ
Ûã äÚÞ ÚéøÞÝøçßãÞ βt

jθ − bj = 0 ù ÙÚÞ ÜçáøÞ Ûã äÚÞ
åÛÝÞàäÛáã

βj

ÛÜ õßòÛõæõ üÚÞã äÚÞ ö÷k� àÝáÜÜÞÜ äÚÞ ÚéøÞÝøçßãÞ ì÷ÞàýßÜÞ ÎþÑ�ïù
Ýáõ ÞúæßäÛáãÜ ìÎíï� ìÎ�ï ßãå ìÎ�ï� üÞ àßã àáãàçæåÞ äÚßä ö÷k� áó ÛäÞõ
j
Ûã

äÚÞ ôö÷Ù õáåÞç ÛÜ ß äÝÛëÛßç ÞòäÞãÜÛáã áó ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ö÷ð üÚáÜÞ øßÝßõÞäÞÝÜ
áó åÛÜàÝÛõÛãßäÛáã ßãå åÛàæçäé ßÝÞ ÝÞÜøÞàäÛëÞçé αj

ßãå
bj = −γj/αj ù 	çÜá� Ûä ÛÜ

àçÞßÝ äÚßä ÛäÞõ j
õÞßÜæÝÞÜ äÚÞ çÛãÞßÝ àáõèÛãßäÛáã áó äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ âÛëÞã èé βt

jθ ù

z× $%&'()*+,+&- '() 06')&' 6/+0+'%

	 æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝ Ûã ß ôö÷Ù õáåÞçÛÜ æÜæßççé àßççÞå ß àáõøáÜÛäÞù ÙÚÞ óáÝõßç àáãàÞøä ÛÜ âÛëÞã Ûã �Þ�ãÛäÛáã Ïù
pGqC?D?IC c< 	 GKDJKBF?> Θβ

áó äÚÞ àáõøçÞäÞ çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝ
Θ

ÛÜ ß çÛãÞßÝ
àáõèÛãßäÛáã áó

Θ
� äÚßä ÛÜ

Θβ = βtΘ =
∑d

k=1 βkΘk
� üÚÞÝÞ

β = (β1, β2, . . . , βd)
tÛÜ ß àáãÜäßãä ëÞàäáÝ àßççÞå äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ àáõøáÜÛäÞ Θβ ù öó V ar(Θβ) = 1

�
ΘβüÛçç èÞ àßççÞå ß ãáÝõßçÛ�Þå àáõøáÜÛäÞù
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�áõÞ ßæäÚáÝÜ ÚßëÞ åáãÞ äÚÞáÝÞäÛàßççé åÞëÞçáøõÞãäÜ äá àáãÜäÝæàä ß æãÛåÛõÞã�ÜÛáãßç ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝù {Þã ìÎþÑ�ï àáãÜÛåÞÝÞå ßã ßøøÝáò�ÛõßäÛáã áó ß ôö÷Ù õáåÞç èé ß ûö÷Ù� æÜÛãâ ß çÞßÜä ÜúæßÝÞÜ ìê�ï ßøøÝáßàÚù �ÚÞ

æÜÞå äÚÞ áèÿÞàäÛëÞ óæãàäÛáã

G
[
â, b̂, θ̂

]
=

∑

i

∑

j

[
âj(θ̂i − b̂j) − αjβ

t
jθi − γj

]2 ìÎÐï

üÚÞÝÞ
â = (â1, . . . , âp)

t �
b̂ =

(
b̂1, . . . , b̂p

)t �
θ̂ =

(
θ̂1, . . . , θ̂N

)t ßÝÞ äÚÞ àáÝÝÞÜøáãåÛãâ
øßÝßõÞäÞÝÜ Ûã ßã ßøøÝáòÛõßäÞ ûö÷Ù õáåÞç� ßãå p

ÛÜ äÚÞ ãæõèÞÝ áó ÛäÞõÜù ÙÚÞ
ÝÞÜøÞàäÛëÞ ê� ÞúæßäÛáãÜ åá ãáä ÚßëÞ ß àçáÜÞå ÜáçæäÛáãù ÙÚÞã� ÜÚÞ ßÜÜæõÞå äÚÞ
øßÝäÛàæçßÝ àßÜÞ üÚÞÝÞ βi = β, i = 1, . . . , p

� äá áèäßÛã äÚÞ ÜáçæäÛáã

θ̂i =
βtθi√
βtΣβ

ìÎÑï

üÚÞÝÞ
Σ

ÛÜ äÚÞ àáëßÝÛßãàÞ õßäÝÛò áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä θ ù ÙÚÛÜ ÝÞÜæçä àßã èÞ áèäßÛãÞå
ßÜ ß åÛÝÞàä àáãÜÞúæÞãàÞ áó ÙÚÞáÝÞõ î� ÜÛãàÞ Ûã äÚÛÜ øßÝäÛàæçßÝ àßÜÞ ßçç åÛÝÞàäÛáãÜáó äÚÞ ÛäÞõÜ àáÛãàÛåÞ� ßãå äÚÞã üÞ ÚßëÞ ÞÜÜÞãäÛßççé ß ûö÷Ù ßçáãâ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã

β ù
êÞä {X1, . . . , Xm}

èÞ ß ÜæèäÞÜä� ßãå çÞä Y =
∑m

j=1 Xj
èÞ äÚÞ ÜæèäÞÜä ãæõèÞÝ

àáÝÝÞàä ÜàáÝÞ� çÞä ξ(θ) =
∑m

j=1 pj(θ)
èÞ äÚÞ äÝæÞ ÜæèäÞÜä ÜàáÝÞù �Úßãâ ñ �äáæäìÎþþþï åÞ�ãÞå äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó ÜàáÝÞ

Y
ßÜ äÚÞ ëÞàäáÝ

ξ
äÚßä õßòÛõÛ�ÞÜ äÚÞ >NJ>G?>I

DPR?FIFD>HBFKHAR GEF?FGAR EA?FK ì�ôð÷ï åÞ�ãÞå ßÜ

EMCR(ξ, θ; Y ) = E

[
∇ξξ(θ)

[V ar(Y | θ)]
1

2

] ìÎþï

üÚÞÝÞ
∇ξξ(θ)

ÛÜ äÚÞ åÛÝÞàäÛáãßç åÞÝÛëßäÛëÞ áó äÚÞ äÝæÞ ÜàáÝÞ ξ(θ)
Ûã äÚÞ åÛÝÞàäÛáã

ξ ùÙÚÞ �ôð÷ óæãàäÛáã âÛëÞÜ äÚÞ ßëÞÝßâÞ åÛÜàÝÛõÛãßäÛáã øáüÞÝ áó äÚÞ áèÜÞÝëÞå ÜàáÝÞ
Y

Ûã äÚÞ åÛÝÞàäÛáã
ξ ù ÙÚÞé ÜÚáüÞå äÚßä ëÞàäáÝ

ξ
ÛÜ âÛëÞã èé

ξ =

m∑

j=1

ωiβj

ìÏíï

üÚÞÝÞ
ωi = cE

[
H

′

i(αjβ
t
jθ + γj) /

√
V ar(Y | θ)

] ù Hi(·)
ÝÞøÝÞÜÞãäÜ äÚÞ ÛäÞõ ÝÞ�

ÜøáãÜÞ óæãàäÛáãù ðçÞßÝçé� äÚÞ åÛÝÞàäÛáã ξ
Ûã �úæßäÛáã ìÏíï åÞøÞãåÜ áã äÚÞ ÝÞÜøáãÜÞóæãàäÛáã� ßãå Ûä ÛÜ ßã ßëÞÝßâÞ áã äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä øáøæçßäÛáãù öã äÚÛÜ àßÜÞ�

ξtθ
ÛÜ

äÚÞ àáõøáÜÛäÞ äÚßä ÛÜ èÞÜä õÞßÜæÝÞå èé äÚÞ ÜæèäÞÜäù ÙÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã ξ
üßÜ

àßççÞå äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ÜæèäÞÜäù
�ßãâ ìÎþÑ�� ÎþÑ�ï àáãÜäÝæàäÞå ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ßøøÝáòÛõßäÛáã äá ß õæçäÛåÛ�õÞãÜÛáãßç åßäß õßäÝÛò äÚßä ÚÞ àßççÞå äÚÞ E>X >E>HG> GKDJKBF?> ?EAF?ù kÞ æÜÞå äÚÞ

äÝßãÜóáÝõßäÛáã
y = ln[p/(1 − p)]

� äÚÞ ÛäÞõ çáâÛÜäÛà ÜàáÝÞ� ßãå ÝÞüÝáäÞ äÚÞ çáâÛÜäÛàôö÷Ù õáåÞç ßÜ
Y = θAt + 1Kγt ìÏÎï

üÚÞÝÞ
θ
ÛÜ äÚÞ õßäÝÛò áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛäÜ�A ÛÜ äÚÞ

K×d
õßäÝÛò áó äÚÞ åÛÜàÝÛõÛãßäÛáã

øßÝßõÞäÞÝÜ Ûã äÚÞ ôö÷Ù õáåÞç� K
ÛÜ äÚÞ ãæõèÞÝ áó ÛäÞõÜ�

1K
ÛÜ äÚÞ

K�ëÞàäáÝ áó
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áãÞÜ ßãå

γ
ÛÜ äÚÞ ëÞàäáÝ ßÜÜáàÛßäÞå üÛäÚ äÚÞ åÛàæçäéù ÙÚÞ áèÿÞàäÛëÞ óæãàäÛáã Ûã

äÚÛÜ àßÜÞ ÛÜ äÚÞ äÝßàÞ áó (
Y − Ŷ

)t (
Y − Ŷ

) � üÚÞÝÞ
Ŷ = GHt + 1Kγt ù kÞÝÞ

GÛÜ äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç çßäÞãä äÝßÛä Ûã äÚÞ ßøøÝáòÛõßäÞ õáåÞç ßãå H
ÛÜ äÚÞ ëÞàäáÝ

áó åÛÜàÝÛõÛãßäÛáã ÛäÞõ øßÝßõÞäÞÝÜ Ûã äÚßä õáåÞçù 5èÜÞÝëÞ äÚßä Ûä ÛÜ ßÜÜæõÞå äÚßä
äÚÞ åÛàæçä øßÝßõÞäÞÝÜ åá ãáä àÚßãâÞù �ßãâ ÜÚáüÞå äÚßä Ûã äÚÛÜ àßÜÞ

G = θω,
ìÏÏï

üÚÞÝÞ
ω

ÛÜ äÚÞ ìæãÛä�çÞãâäÚï ÞÛâÞãëÞàäáÝ ßÜÜáàÛßäÞå üÛäÚ äÚÞ çßÝâÞÜä ÞÛâÞãëßçæÞ áóäÚÞ õßäÝÛò AtAùÙÚÞáÝÞõ î ÜäßäÞÜ äÚßä ßçç ÛäÞõÜ Ûã ß àáõøÞãÜßäáÝé ôö÷Ù õáåÞç ßÝÞ ÞÜÜÞãäÛßççé
æãÛåÛõÞãÜÛáãßçù ÙÚÞã� äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ãßäæÝÞ áó ß ôö÷Ù õáåÞç àßã áãçé èÞ
ßääÝÛèæäÞå äá äÚÞ ÛäÞõ åÛÝÞàäÛáãÜ

βj ù ðáÝáççßÝé î ÜäßäÞÜ äÚßä üÚÞã äÚÞ åÛÝÞàäÛáãÜ áó
ßçç ÛäÞõÜ àáÛãàÛåÞ� äÚÞ õáåÞç ÛÜ ß äÝÛëÛßç ÞòäÞãÜÛáã áó ß ûö÷Ù õáåÞçù ÙÚÞÜÞ ÝÞÜæçäÜÞãàáæÝßâÞå æÜ äá åÞÝÛëÞ ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÜéãäÚÞäÛà ßèÛçÛäé Ûã ß åÛ�ÞÝÞãä üßé äÚßã
{Þã� �ßãâ� ßãå �Úßãâ ßãå �äáæäù

�Þ áèÜÞÝëÞå äÚßä Ûó ßçç βj
�Ü ßÝÞ äÚÞ ÜßõÞ� ßãå

βj = β
�
j = 1, . . . , K

� üÚÞÝÞ
KÛÜ äÚÞ ãæõèÞÝ áó ÛäÞõÜ Ûã äÚÞ äÞÜä� äÚÞã �úæßäÛáã ìÎíï ÝÞåæàÞÜ äá

P (Xij = 1 | θi, αj , β, bj) =
1

1 + e−αj(β
tθi−bj)

ìÏîï

äÚßä ÛÜ ß äÝÛëÛßç ÞòäÞãÜÛáã áó ßã ûö÷Ù õáåÞç� üÚÞÝÞ ÞßàÚ áãÞ áó äÚÞ ÛäÞõÜ õÞß�ÜæÝÞÜ äÚÞ ÜßõÞ àáõøáÜÛäÞ áó äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ âÛëÞã èé βtθi ù ÙÚÛÜ áèÜÞÝëßäÛáã ÜæââÞÜäÜ
çááýÛãâ óáÝ ß ëÞàäáÝ

β
äÚßä ÜæõõßÝÛ�ÞÜ äÚÞ

βj

�Üù �ÛãàÞ äÚÞÜÞ ëÞàäáÝÜ ßÝÞ ßçç æãÛ�äßÝé� äÚÞé ßÝÞ Ûã äÚÞ æãÛäßÝé ÚéøÞÝÜøÚÞÝÞ áó
R

d ù 	çÜá� üÞ àßã ßÜÜæõÞ äÚßä äÚÞ
àáõøáãÞãäÜ áó äÚÞ ëÞàäáÝÜ

βj
ßÝÞ ßçç ãáã�ãÞâßäÛëÞ� äÚÞã ßçç äÚÞ ëÞàäáÝÜ ßÝÞ Ûã äÚÞ

ÜßõÞ ÚéøÞÝ�úæßåÝßãäù ÙÚÞÝÞóáÝÞ� Ûä ÛÜ ÝÞßÜáãßèçÞ äá ÞòøÞàä äÚßä äÚÞ ëÞàäáÝ äÚßä
ÜæõõßÝÛ�ÞÜ ßçç äÚÞ βj

�Ü ÛÜ äÚÞ ÜßõÞ ÚéøÞÝ�úæßåÝßãä áó äÚÞ æãÛäßÝé ÚéøÞÝÜøÚÞÝÞùÙÚÛÜ çÞßåÜ æÜ äá ÜÞßÝàÚ äÚÞ ëÞàäáÝ
β
èé áøäÛõÛ�Ûãâ äÚÞ áèÿÞàäÛëÞ óæãàäÛáã âÛëÞã èé

h(β1, . . . , βd) =

d∑

l=1

K∑

k=1

(β2
kl − β2

l )2
ìÏ]ï

üÚáÜÞ ÜáçæäÛáã ÛÜ äÚÞ æãÛäßÝé ëÞàäáÝ âÛëÞã èé

βl =

√√√√√



 1

K

K∑

j=1

β2
kl



 ìÏ�ï

�Þ üÛçç åÞãáäÞ äÚÞ ÜáçæäÛáã ëÞàäáÝ Ûã äÚÛÜ àßÜÞ ßÜ
βh ù

	çäÞÝãßäÛëÞçé� Ûä ÛÜ ßçÜá ÝÞßÜáãßèçÞ äá áøäÛõÛ�Þ äÚÞ áèÿÞàäÛëÞ óæãàäÛáã

g(β1, . . . , βd) =

d∑

l=1

K∑

k=1

(βkl − βl)
2 ìÏ�ï
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üÚáÜÞ ÜáçæäÛáã� àáãÜÛåÞÝÛãâ ß æãÛäßÝé ëÞàäáÝ ÛÜ âÛëÞã èé

βl =

∑K
k=1 βkl

||
∑K

k=1 βkl||
l = 1, . . . , d

ìÏÐï
ÙÚÞ ÜáçæäÛáã ëÞàäáÝ Ûã äÚÛÜ àßÜÞ üÛçç èÞ åÞãáäÞå ßÜ

βg ù
�Þ �ãÛÜÚ äÚÛÜ �ÞàäÛáã üÛäÚ ßã ßøøÝáßàÚ ßèáæä äÚÞ ÝáçÞ áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä

àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛòù öä ÛÜ æÜæßç äá ßÜÜæõÞ äÚßä äÚÞ ßèÛçÛäÛÞÜ áó äÚÞ ÞòßõÛãÞÞÜ Ûã ß
äÞÜä àáãÜäÛäæäÞ ß ÜßõøçÞ åÝßüã óÝáõ ß ãáÝõßç d�åÛõÞãÜÛáãßç åÛÜäÝÛèæäÛáã N(0,Σ)ùÙÚÞ õßÝâÛãßç �ô ÞÜäÛõßäÛáã ÛÜ èßÜÞå áã äÚÛÜ ßÜÜæõøäÛáã ì�áàý ñ 	ÛäýÛã ÎþÑÎïùÙá áèäßÛã ßã ÛåÞãäÛ�ßèçÞ õáåÞç� õáÜä áó äÚÞ øÝáâÝßõÜ üÝÛääÞã äá ÞÜäÛõßäÞ
ôö÷Ù õáåÞçÜ ßÜÜæõÞ äÚßä

Σ = Id
� üÚÞÝÞ

Id
ÛÜ äÚÞ ÛåÞãäÛäé õßäÝÛòù �òßõøçÞÜ ßÝÞÙ��Ù
	ðÙ ì�ÛçÜáã Þä ßçù ÎþÑÐï ßãå ÝÞàÞãäçé äÚÞ |}~ øßàýßâÞ ì÷Û�áøáæçáÜ Ïíí�ïùÙÚáÜÞ ßÝÞ ÞòßõøçÞÜ áó øÝáâÝßõÜ äÚßä æÜÞ äÚÛÜ ßÜÜæõøäÛáãù öã âÞãÞÝßç� äÚÛÜ ÛÜ

ãáä ß ÝÞßçÛÜäÛà ÜÛäæßäÛáãù �áóäüßÝÞ m5k	÷ô ì
ÝßÜÞÝ ÎþÑÑï ÞÜäÛõßäÞÜ äÚÞ ÛäÞõ
øßÝßõÞäÞÝÜ ßãå äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò� èæä Ûä åáÞÜ ãáä ÞÜäÛõßäÞ äÚÞ çßäÞãä ßèÛçÛäÛÞÜù�yâÛã ñ �çßÜÜ ìÏííÎï ßãå �Þ çß ÙáÝÝÞ ñ gßä� ìÏíí�ï øÝáøáÜÞå ôðôð ßçâáÝÛäÚõÜ
äÚßä ÜÛõæçäßãÞáæÜçé ÞÜäÛõßäÞ äÚÞ ÛäÞõ øßÝßõÞäÞÝÜ� äÚÞ çßäÞãä ßèÛçÛäÛÞÜ ßãå äÚÞ
õßäÝÛò Σ ù öã äÚÛÜ üáÝý� üÞ ßÜÜæõÞ áãçé äÚßä äÚÞ åÛßâáãßç ÞçÞõÞãäÜ ßÝÞ ßçç Îù ÙÚÛÜßÜÜæõøäÛáã åÞ�ãÞÜ ß àáõõáã ÜàßçÞ ßçáãâ äÚÞ àßãáãÛàßç ßòÛÜ áó äÚÞ ßèÛçÛäé ÜøßàÞù
	àýÞÝõßã ìÎþÑþï ÜäßäÞå äÚßä� Ûã äÚÞ àßÜÞ üÚÞÝÞ äÚÞ õßäÝÛò Σ

ÛÜ ãáä äÚÞ ÛåÞãäÛäé�äÚÞ åÛàæçäé ßãå äÚÞ åÛõÞãÜÛáãßçÛäé àßã èÞ àáãóæÜÞåùÙÚÞ æÜæßç ßÜÜæõøäÛáã äÚßä äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò ÛÜ äÚÞ ÛåÞãäÛäé øÝáèßèçé ÝÞ�ÜæçäÛãâ äÚÞ øÝáèçÞõ õÞãäÛáãÞå èé 	àýÞÝõßãù êÞä�Ü ßÜÜæõÞ äÚßä
θ
� äÚÞ çßäÞãäßèÛçÛäé áó äÚÞ ÞòßõÛãÞÞÜ� ÛÜ ß ÜßõøçÞ óÝáõ ß ãáÝõßç åÛÜäÝÛèæäÛáã N(0,Σ)ù ÙÚÞã ΣÚßÜ äÚÞ ÜäáàÚßÜäÛà ÝÞøÝÞÜÞãäßäÛáã θ = Σ1/2Υ

� üÚÞÝÞ
Υ

ÚßÜ ß õæçäÛëßÝÛßäÞ ãáÝõßçÜäßãåßÝå åÛÜäÝÛèæäÛáã� ßãå Σ1/2
ÛÜ äÚÞ ÜúæßÝÞå Ýááä áó

Σ ù ÙÚÞã� üÞ ÚßëÞ äÚßä

βtθ =
(
Σ1/2β

)t

Υ
ìÏÑï

kÞãàÞ�üÚÞã Ûã äÚÞ ÞÜäÛõßäÛáã øÝáàÞÜÜ Ûä ÛÜ ßÜÜæõÞå äÚßä äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛòÛÜ äÚÞ ÛåÞãäÛäé õßäÝÛò� äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó ÞßàÚ ÛäÞõ ÛÜ ÞÜäÛõßäÞå Ûã ß äÝßãÜóáÝõÞå ÜøßàÞåÞäÞÝõÛãÞå èé Σ1/2 ù �úæßäÛáã ìÏÑï ÜÚáüÜ ß øÝáàÞåæÝÞ äá àáõøæäÞ äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ
åÛÝÞàäÛáã üÚÞã äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò ÛÜ ßëßÛçßèçÞù

öä ÛÜ àçÞßÝ äÚßä Ûó θ ÚßÜ ß õæçäÛëßÝÛßäÞ ãáÝõßç åÛÜäÝÛèæäÛáã N(0,Σ)
� ßãé àáõøáÜ�ÛäÞ

βtθ
ÚßÜ ß åÛ�ÞÝÞãä ÜàßçÞ� ÜÛãàÞ V ar(βtθ) = βtΣβ ù öã äÚÛÜ àßÜÞ� äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ

åÛÝÞàäÛáã õæÜä èÞ àáõøæäÞå óÝáõ äÚÞ äÝßãÜóáÝõÞå ëÞàäáÝÜ
Σ1/2β

� ßãå äÚÞ Üéã�äÚÞäÛà ßèÛçÛäé õæÜä èÞ àáõøæäÞå æÜÛãâ äÚÞ äÝßãÜóáÝõÞå ßèÛçÛäé Υ = Σ−1/2θ ù

�× $+4206'+5& *'23%
Ùüá ÜÛõæçßäÛáãÜ üÞÝÞ åÞëÞçáøÞå äá ÞëßçæßäÞ ßãå àáõøßÝÞ äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜ

βt
hθ

ßãå
βt

gθ ù ÙÚÛÜ ÛãåÛàÞÜ ßÝÞ àáõøßÝÞå üÛäÚ äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜ ξtθ
ßãå

ωtθ
�

üÚÞÝÞ
ξ
ÛÜ äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã áèäßÛãÞå èé �Úßãâ ßãå �äáæä ßãå

ω
ÛÜ äÚÞ

ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã áèäßÛãÞå èé �ßãâù
�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �
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ðáãàÞøäæßççé� äÚÞ àáãÜäÝæàäÛáã áó äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã áó �ßãâ ßãå äÚÞ ÝÞó�ÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáãÜ øÝáøáÜÞå Ûã äÚÛÜ øßøÞÝ ßÝÞ ëÞÝé ÜÛõÛçßÝù ÙÚÞ àáãÜäÝæàäÛáã áó äÚÞ
ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã øÝáøáÜÞå èé �Úßãâ ßãå �äáæä ÛÜ åÛ�ÞÝÞãäù

ÙÚÞ ëÞàäáÝ
ξ
ÛÜ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã Ûã üÚÛàÚ äÚÞ äáäßç ÜàáÝÞ Y

ÚßÜ õßòÛõæõ åÛÜàÝÛõ�ÛãßäÛãâ øáüÞÝ ì�Úßãâ ñ �äáæä Îþþþïù ÙÚÞ ëÞàäáÝ
ω

õßòÛõÛ�ÞÜ äÚÞ øÝáÿÞàäÛáã áó
äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ÛäÞõÜ ßçáãâ áó Ûäù ÙÚÞ ëÞàäáÝ

βh

ÞÜÜÞãäÛßççé õÛãÛõÛ�ÞÜ äÚÞ
ßãâçÞ èÞäüÞÞã äÚÛÜ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã ßãå äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ÛäÞõÜù ÙÚÞ ëÞàäáÝ
βg

õÛãÛõÛ�ÞÜ äÚÞ åÛÜäßãàÞ èÞäüÞÞã äÚÛÜ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã ßãå äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ
ÛäÞõÜ ßÜ øáÛãäÜ áó äÚÞ çßäÞãä ÜøßàÞù káüÞëÞÝ� ßçç äÚÞ åÛÝÞàäÛáãÜ ßÝÞ ëÞÝé ÜÛõÛçßÝ ßÜüÞ ÜÚáü Ûã äÚÛÜ �ÞàäÛáãù

Ùá ÝÞëÛÞü äÚÛÜ óßàä�üÞ âÞãÞÝßäÞ ß ÜÞä áó �í ëÞàäáÝ åÛÝÞàäÛáãÜ Ûã äÚÞ î�åÛõÞãÜÛáãßç
çßäÞãä ÜøßàÞù �Þ âÞãÞÝßäÞ ] àçæÜäÞÝÜ� ÞßàÚ áãÞ üÛäÚ �óäÞÞã åÛÝÞàäÛáãÜù Ùá åá
äÚßä� üÞ �òÞå óáæÝ åÛÝÞàäÛáãÜn

b1 = (1.0, 1.0, 1.0)t � b2 = (1.0, 0.2, 0.1)t � b3 =
(0.3, 1.0, 0.1)t ßãå

b4 = (0.25, 0.25, 1.0)tù ÙÚÞã� üÞ âÞãÞÝßäÞ äÚÞ ëÞàäáÝÜ áó ÞßàÚ
àçæÜäÞÝ èé ßååÛãâ Ýßãåáõ ãáÛÜÞ äá ÞßàÚ àáõøáãÞãä áó äÚÞ ëÞàäáÝÜ

bù ÙÚÞ ãáÛÜÞ ÛÜ
ÜõßççÞÝ Ûã àçæÜäÞÝ Î ßãå ÛÜ ßæâõÞãäÞå øÝáâÝÞÜÜÛëÞçé æãäÛç àçæÜäÞÝ ]ù

öã ß ÜÞàáãå ÜäÞø� üÞ àáõøæäÞ äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáãÜ
ω
�
βh

ßãå
βg

� óÝáõ ßççäÚÞ ÛäÞõ åÛÝÞàäÛáãÜ ßãå óÝáõ äÚÞ ÛäÞõ åÛÝÞàäÛáãÜ Ûã ÞßàÚ àçæÜäÞÝù 	ååÛäÛáãßççé�üÞ ÜÛõæçßäÞ ëßçæÞÜ áó ô�ö�ð ßãå ô�ö

 øßÝßõÞäÞÝÜ äá âÞãÞÝßäÞ ßçç äÚÞ ÛäÞõ
øßÝßõÞäÞÝÜ óáÝ �í ÛäÞõÜ� ßãå äÚÞã üÞ ßçÜá àáõøæäÞå äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáã

ξóÝáõ ßçç äÚÞ ÛäÞõÜ ßãå óÝáõ äÚÞ ÛäÞõÜ Ûã ÞßàÚ àçæÜäÞÝù �Þ æÜÞå ß çáâÛÜäÛà ÝÞÜøáãÜÞóæãàäÛáã� ßãå �úæßäÛáã ìÏíïù
�Þ àáãÜÛåÞÝÞå äüá åÛ�ÞÝÞãä åÛÜäÝÛèæäÛáãÜ óáÝ äÚÞ çßäÞãä ßèÛçÛäéù 
ÛÝÜä� üÞ ßÜ�ÜæõÞå ß î�ëßÝÛßäÞ ãáÝõßç ÜäßãåßÝå åÛÜäÝÛèæäÛáã ßãå äÚÞã ß î�ëßÝÛßäÞ ãáÝõßç åÛÜ�äÝÛèæäÛáã N(0,Σ)

� üÚÞÝÞ

Σ =




1.0 0.3 0.6

0.3 1.0 0.4

0.6 0.4 1.0





ÙßèçÞÜ Î ßãå Ï ÜÚáü äÚÞ ÝÞÜæçäÜù öã ÙßèçÞ Î àáçæõãÜ î� ] ßãå � àáÝÝÞÜøáãå äá
äÚÞ àáõøáãÞãäÜ áó äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáãÜ óáÝ äÚÞ �ÝÜä åÛÜäÝÛèæäÛáã áó äÚÞ çßäÞãäßèÛçÛäÛÞÜ ßãå àáçæõãÜ Ð� Ñ ßãå þ ßÝÞ äÚÞ àáõøáãÞãäÜ áó äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáãÜ
óáÝ äÚÞ ÜÞàáãå åÛÜäÝÛèæäÛáãù 
Ûãßççé� üÞ ÞëßçæßäÞ äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜ àáõøßÝÛãâäÚÞõ üÛäÚ äÚÞ áÝÛâÛãßç àáõøáÜÛäÞÜù �Þ àáõøæäÞå äÚÞ úæßãäÛäé

∆v =
1

Kv

Kv∑

j=1

E
[∣∣βtθv − βt

vjθ
∣∣] ìÏþï

üÚÞÝÞ
v
ÛÜ ÝÞÜøÞàäÛëÞ äÚÞ àçæÜäÞÝ� ßãå Kv

äÚÞ ÜÛ�Þ áó äÚÞ àçæÜäÞÝù
ÙßèçÞ Ï ÜÚáüÜ äÚÞ ÜàßçßÝ øÝáåæàä èÞäüÞÞã äÚÞ óáæÝ ÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáãÜù
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����� �� ��������� ���������� ��� �"�� �������� Õ������ �� # "�� � "�� ��� ��� ������
�� ��� ��������� ���������� ��� ��� ������������ N(0, I) "�� ������� !� � "��� ��� ��� ������������ N(0,Σ)�ÌÆË¸ºÁ¾ �ÁÌº¿¾ Ì¿Å½Â� Ì¿Å½Â� Ì¿Å½Â� ∆

Ì¿Å½Â� Ì¿Å½Â� Ì¿Å½Â� ∆»ÆÆ
ξ

�Â��� �Â���� �Â���� �Â ��� �Â ��� �Â���� �Â��   �Â� ��
ω

�Â�  � �Â���� �Â���� �Â ��� �Â �� �Â���� �Â�� � �Â��  
βh

�Â� �� �Â�  � �Â���� �Â ��� �Â �  �Â���  �Â���� �Â� ��
βg

�Â� �� �Â���� �Â� �  �Â ��� �Â � � �Â�� � �Â�� � �Â�� ��
ξ

�Â���� �Â���� �Â�� � �Â� �� �Â ��� �Â���� �Â���� �Â����
ω

�Â���  �Â���� �Â���� �Â� �� �Â �� �Â���� �Â���� �Â����
βh

�Â���� �Â���� �Â��� �Â� �� �Â ��  �Â���� �Â���� �Â����
βg

�Â� �� �Â���� �Â� �  �Â�� � �Â � � �Â�� � �Â�� � �Â�����
ξ

�Â���� �Â���� �Â� �� �Â�� � �Â���� �Â���  �Â�� � �Â�� �
ω

�Â���� �Â���� �Â���  �Â��� �Â��   �Â�� � �Â���� �Â�� �
βh

�Â���� �Â���� �Â�� � �Â���� �Â�� � �Â���� �Â���  �Â�� �
βg

�Â���� �Â���� �Â���� �Â��� �Â��   �Â�� � �Â���� �Â�� ��
ξ

�Â���� �Â���� �Â���� �Â��� �Â���� �Â  �� �Â �� �Â��� 
ω

�Â�    �Â���� �Â���� �Â�� � �Â���� �Â  �� �Â ��  �Â����
βh

�Â��� �Â��� �Â� �� �Â�� � �Â���� �Â  �� �Â ��� �Â����
βg

�Â�    �Â���� �Â���� �Â�� � �Â���� �Â  �� �Â ��  �Â���� 
ξ

�Â���� �Â�� � �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â����
ω

�Â���� �Â� �� �Â���� �Â�� � �Â���� �Â�  � �Â� �� �Â����
βh

�Â���� �Â� �� �Â���� �Â���� �Â���  �Â��   �Â���� �Â��� 
βg

�Â�� � �Â� �� �Â���� �Â�� � �Â���� �Â�  � �Â� � �Â����

����� ¡� ¤�"�"�  ������ ������� ��� ��������� ��������
ÌÆË¸ºÁ¾ < ξ.βh > < ω.βh > < βg.βh > < ω.βg > < ξ.βg > < ξ.ω >»ÆÆ �Â���� �Â���� �Â�� � �Â���� �Â���  �Â����� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â����� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â����� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â���� �Â��� �Â�� � �Â�� � �Â���� �Â���� �Â����
ÅÁ»¼ �Â��   �Â���� �Â��� �Â���� �Â���  �Â����

��¢� ���������� �� ��� �£������� �¤�¥��£ βt
hθ ¦��� ���

§������������¥ �¤�¥��£ �� � ¨©ª« ����¥
Ùá ÞëßçæßäÞ βt

hθ
ßÜ ß ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝ�üÞ æÜÞå äÚÞ óáç�çáüÛãâ ÜäÝßäÞâéù öä ÛÜ ÝÞßÜáãßèçÞ äá ÞòøÞàä äÚßä äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò áó äÚÞ ßèÛçÛäé ÛÜ

ß âááå æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÜæõõßÝé áó äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝù ÙÚÞã� Ûó ß õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßçåßäß ÜÞä ÛÜ �ääÞå üÛäÚ ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç� äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÞÜäÛõßäÛëÞ áó
äÚÞ ßèÛçÛäé øßÝßõÞäÞÝ õæÜä èÞ ßçÜá ßã ÞÜäÛõßäÛëÞ áó äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞòù

öã äÚÛÜ �ÞàäÛáã� üÞ ÞëßçæßäÞ äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò βt
hθ

Ûã óáÝäé ÜÛõæçßäÞå Þò�ßõøçÞÜù 
áÝ àçßÝÛäé� äÚÞ ÜæèÜàÝÛøä h
üÛçç èÞ áõÛääÞåù 	çç ÞòßõøçÞÜ ßÝÞ èßÜÞå áã

Ï�åÛõÞãÜÛáãßç õáåÞçÜù 5ãÞ ÚæãåÝÞå ÛäÞõ øßÝßõÞäÞÝÜ üÞÝÞ ÜÛõæçßäÞå ßÜ óáççáüÜù
ÛÝÜä� äÚÞ ô�ö�ð ìäÚÞ
αj

�Üï øßÝßõÞäÞÝÜ üÞÝÞ âÞãÞÝßäÞå óÝáõ ß æãÛóáÝõ åÛÜäÝÛèæ�äÛáã Ûã äÚÞ ÝßãâÞ
[.4, 2] ù �Þàáãå� äÚÞ øßÝßõÞäÞÝÜ

bj
üÞÝÞ âÞãÞÝßäÞå óÝáõ ß ãáÝõßçåÛÜäÝÛèæäÛáã N(0, 1)ù ÙÚÛÝå� äÚÞ ßãâçÞÜ äÚßä åÞäÞÝõÛãÞ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ëÞàäáÝÜ

�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �
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βj
üÞÝÞ âÞãÞÝßäÞå óÝáõ ß æãÛóáÝõ åÛÜäÝÛèæäÛáã Ûã äÚÞ ÝßãâÞ

[5, 50] ù ÙÚÞ ô�ö�ð øß�ÝßõÞäÞÝÜ üÞÝÞ âÞãÞÝßäÞå Ûã äÚÞ ÝßãâÞ
[.4, 2]

èÞàßæÜÞ� äÚÛÜ ÛÜ äÚÞ æÜæßç ÝßãâÞ áó äÚÛÜ
øßÝßõÞäÞÝ Ûã ÝÞßç äÞÜäÜù �Û�ÞÝÞãä øÝÛáÝ åÛÜäÝÛèæäÛáãÜ ßÝÞ ßÜÜæõÞå óáÝ äÚÞÜÞ øßÝßõ�ÞäÞÝÜ ßÜ ß çáâ�ãáÝõßç áÝ ß ãáã�ÛãóáÝõßäÛëÞ øáÜÛäÛëÞ ¬ßä åÛÜäÝÛèæäÛáã ì�ÚÞãâ ÏííÑïù
�Þ æÜÞå äÚÞ çßÜä áøäÛáãù ÙÚÞ ÝßãâÞ áó ßãâçÞÜ üßÜ àÚáÜÞã äá éÛÞçå ß õáÝÞ åÛÜøÞÝÜÞÜÞä áó ßãâçÞÜ ßÜ øáÜÜÛèçÞù öã äÚÞ ÜÛõæçßäÛáã áó äÚÞ øÝÞëÛáæÜ �ÞàäÛáã� äÚÞ ÜÛõæçßäÞåßãâçÞÜ üÞÝÞ çÞÜÜ åÛÜøÞÝÜÞå Ûã ÞßàÚ àçæÜäÞÝù

	 ÜßõøçÞ áó ]ííí ÞòßõÛãÞÞÜ üßÜ åÝßüã óÝáõ äÚÞ ãáÝõßç èÛëßÝÛßäÞ åÛÜäÝÛèæäÛáã
N(0, Id)ù Ùá ÞòßõÛãÞ äÚÞ Ûõøßàä áó äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã èÞäüÞÞã äÚÞ θ

�Ü�üÞ ÝÞÜøÞàäÛëÞçéÛãäÝáåæàÞå àáÝÝÞçßäÛáãÜ áó 0, .3, .6
ßãå

.9 ù öã ßçç àßÜÞÜ� äÚÞ åÛßâáãßç ÞçÞõÞãäÜ üÞÝÞ
Î� äÚæÜ Σ

ÛÜ ßçüßéÜ ß àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛòù 	çÜá� Ûã ßçç àßÜÞÜ ß ãáÝõßç ÜäßãåßÝååÛÜäÝÛèæäÛáã ÛÜ ßÜÜæõÞå óáÝ äÚÞ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝÜ Ûã äÚÞ ÞÜäÛõßäÛáã øÝáàÞÜÜù
Ûãßççé� óáÝ ÞßàÚ àáÝÝÞçßäÛáã õßäÝÛò ß ÜÞä áó èÛãßÝé ÝÞÜøáãÜÞÜ üÞÝÞ âÞãÞÝßäÞå
ßÜ óáççáüÜn óáÝ ÞßàÚ ßèÛçÛäé ëÞàäáÝ ßãå ÞßàÚ øßÝßõÞäÞÝ ÜÞä� äÚÞ øÝáèßèÛçÛäé áó ß
àáÝÝÞàä ÝÞÜøáãÜÞ üßÜ àáõøæäÞå æÜÛãâ �úæßäÛáã ìÑïù ÙÚÞã� ß Ýßãåáõ ãæõèÞÝ

uüßÜ áèäßÛãÞå� óÝáõ äÚÞ æãÛóáÝõ åÛÜäÝÛèæäÛáã Ûã äÚÞ ÝßãâÞ
[0, 1] ù öó äÚÞ øÝáèßèÛçÛäéáó àáÝÝÞàä ÝÞÜøáãÜÞ üßÜ âÝÞßäÞÝ áÝ Þúæßç äÚßã u

äÚÞ ëßçæÞ Î üßÜ ßÜÜÛâãÞå äá äÚÞ
ÝÞÜøáãÜÞù 5äÚÞÝüÛÜÞ� äÚÞ í ëßçæÞ üßÜ ßÜÜÛâãÞå ìÝáõÝÞé Þä ßçù Îþþþïù

�Þ �ääÞå Îí æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞçÜ óáÝ ÞßàÚ ÜÞä áó ÝÞÜøáãÜÞÜ æÜÛãâ äÚÞ |}~
øßàýßâÞ ì÷Û�áøáæçáÜ Ïíí�ïù 
ÛÝÜä� üÞ äááý äÚÞ �ÝÜä Îí ÛäÞõÜ� äÚÞã� üÞ äááý äÚÞ
�ÝÜä Ïí ÛäÞõÜ ßãå Üá æãäÛç ßçç ÛäÞõÜ üÞÝÞ äßýÞãù ÙßèçÞ î ÜÚáüÜ äÚÞ õßÛã ÝÞÜæçäÜù

	 ãæõèÞÝ áó ÜäßäÛÜäÛàßç ÛãåÛàÞÜ üÞÝÞ àßçàæçßäÞå ßä äÚÞ ÜÛõæçßäÞ ÜßõøçÞ çÞëÞç äáÞëßçæßäÞ äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò βtθ ù êÞä βk
�
k = 1, . . . , 40

èÞ äÚÞ ëÞàäáÝ
β
Ûã ÞßàÚ áãÞ

áó äÚÞ ]í ÜÛõæçßäÛáãÜù êÞä θ̂i
èÞ äÚÞ ÞÜäÛõßäÛáã áó äÚÞ ßèÛçÛäé øßÝßõÞäÞÝ áèäßÛãÞå�

üÚÞã äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç åßäß üßÜ �ääÞå üÛäÚ äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞçù ÙÚÞ
èÛßÜ ÛãåÞò àßã èÞ ÞòøÝÞÜÜÞå ßÜ

biask =
1

N

N∑

i=1

(
βt

kθi − θ̂i

)
(k = 1, . . . , 40)

ìîíï

ÙÚÞ ÞÝÝáÝ ÛãåÞò ÛãàçæåÞå ÛÜ äÚÞ õÞßã ßèÜáçæäÞ ÞÝÝáÝ ìõßÞï åÞ�ãÞå ßÜ

maek =
1

N

N∑

i=1

∣∣∣βt
kθi − θ̂i

∣∣∣ (k = 1, . . . , 40)
ìîÎï

Ùá ÞëßçæßäÞ äÚÞ øÝÞàÛÜÛáã áó äÚÞ DA> ÛãåÞò� üÞ ÛãàçæåÞå äÚÞ ÜäßãåßÝå åÞëÛßäÛáã
sdk

áó ëßçæÞÜ ∣∣∣βt
kθi − θ̂i

∣∣∣ ù 	 �åÞçÛäé ÛãåÞò üßÜ àáõøæäÞå� äÚÞ gÞßÝÜáã øÝáåæàä�õáõÞãä ÝÚá àáÝÝÞçßäÛáã� åÞãáäÞå èé ρ ù 	ååÛäÛáãßççé�üÞ àáõøæäÞå äÚÞ çÞßÜä ÜúæßÝÞÜìê�ï � �ääÛãâ èÞäüÞÞã äÚÞ ëßçæÞÜ βt
kθi

ßãå
θ̂i ù �Þ äááý äÚÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò ßÜ äÚÞ

ÞòøçßãßäáÝé ëßÝÛßèçÞù ÙÚÞ
c�ëßçæÞÜ üÞÝÞ äÚÞ àáÞàÛÞãäÜ ßãå äÚÞ

R2�ëßçæÞÜ äÚÞ
àáÝÝÞÜøáãåÛãâ R2 ÜäßäÛÜäÛàÜ áó äÚÞ �ääÛãâ Ûã ÞßàÚ ÜÛõæçßäÛáãù

	çÜá� üÞ àáõøßÝÞå äÚÞ ÞÜäÛõßäÛáãÜ
θ̂i

üÛäÚ
(θ1 + θ2)/2 ù ÙÚÞ ÛãåÛàÞÜ mae1 ßãå

c1 üÞÝÞ àáõøæäÞå èé ÝÞøçßàÛãâ äÚÞ ëßçæÞÜ βt
kθi

üÛäÚ äÚÞ ëßçæÞÜ (θ1 + θ2)/2
Ûã äÚÞ

øÝÞëÛáæÜ ÝÞÜøÞàäÛëÞ ÛãåÛàÞÜù
�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �
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����� ®� ¤�"������"� ������� �� ��"��"�� ��� ��������� ����� βtθ � ��� �"��� p �� ���
������ �� ������ σ �� ��� ������"���� ������� ��� θ ¯�� β1

"�� β2
"�� ������ ������ �� ������ β

�
γ1

"�� γ2
"�� ��� ������� "�� �"����� "����� ����� ������� βj

���� ��� ��� �� ��� ����µ���"� �� �"�� �����"�����
p σ β1 β2 γ1 γ2

�¹»¸ Å»Á ¸É
ρ

Ì
R2 mae1 c1 maeα�� �Â� �Â� �Â� �Â� � Â� �Â��� �Â�  �Â�� �Â   �Â�� �Â�� �Â � �Â�� �Â���� �Â� �Â�� �Â  ��Â� ��Â� �Â�� �Â�� �Â�  �Â � �Â� �Â � �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â � �Â�� ��Â ��Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â � �Â�� �Â�� �Â� �� �Â� �Â�  �Â�� � Â�  �Â� �Â��� �Â�� �Â�  �Â�� �Â�� �Â � �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â � �Â � �Â�  �Â� �Â��� �Â�� �Â� �Â�� �Â � �Â � �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â  �Â�� ��Â�   Â� �Â��� �Â�  �Â�� �Â�� �Â  �Â � �Â�� �Â�� �Â� �� �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â� �Â � �Â � �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â � �Â � �Â�� �Â�� �Â� �� �Â� �Â   �Â � �Â�  �Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â� �Â � �Â   �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â  �Â� ��Â�   Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â   �Â�� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â� �Â��� �Â�� �Â�  �Â�� �Â � �Â�� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â� �Â��� �Â�� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�  �Â�  � �Â� �Â   �Â � �Â�  �Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� � �Â� �Â  �Â� ��Â�   Â�

−

�Â��  �Â�� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� � �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â�
−

�Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�  � �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â � �Â � �Â�  �Â�
−

�Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â���� �Â� �Â � �Â�� ��Â�   Â�
−

�Â��  �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �� �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â� �Â��  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â   �Â   �Â� ��Â�
−

�Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�  �Â���� �Â� �Â  �Â�� ��Â�   Â�
−

�Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â�� �Â� �Â���� �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â� �Â�� �Â�  �Â� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â � �Â���� �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â� �Â� � �Â�  �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â � �Â���� �Â� �Â � �Â � �Â� ��Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â  �Â�� ��Â�   Â�
−

�Â�� �Â�  �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�  �Â� �� �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â�
−

�Â��� �Â�� �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â � �Â� �� �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â�
−

�Â��� �Â�� �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â   �Â�� � �Â� �Â   �Â   �Â� ��Â� �Â��� �Â�  �Â� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�  � �Â� �Â  �Â� ��Â�   Â�
−

�Â� � �Â�� �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â� �Â � �Â�� � �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â� �Â�� �Â�  �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â� �Â   �Â�� � �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â   �Â   �Â� ��Â� �Â��� �Â�  �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �� �Â� �Â  �Â� ��Â�   Â�
−

�Â� � �Â�� �Â� �Â�  �Â� �Â�� �Â�� �Â  �Â���� �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â� �Â��� �Â�  �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â���� �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â�
−

�Â��  �Â�  �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â����� �Â� �Â   �Â   �Â� ��Â� �Â��� �Â�� �Â�� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â����� �Â� �Â  �Â�� ��Â�   Â�
−

�Â�� �Â�� �Â� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â � �Â����� �Â� �Â � �Â�� ��Â  �Â� �Â��� �Â�  �Â�� �Â�  �Â�� �Â�� �Â�� �Â� �Â����� �Â� �Â�� �Â�� � Â�  �Â�
−

�Â��� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�� �Â�  �Â�� �Â��

�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �
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Ûãßççé� Ûã ÙßèçÞ î üÞ ÛãàçæåÞå äÚÞ

maeα ÛãåÞò óáÝ äÚÞ
α�øßÝßõÞäÞÝÜù ÙÚÛÜ

ÛãåÞò üßÜ àáõøæäÞå ßÜ

maeα
k =

1

p

p∑

j=1

|αjk − α̂jk|
ìîÏï

óáÝ ÞßàÚ ÜÛõæçßäÛáã k ù ÙÚÞ ëßçæÞ α̂jk
ÛÜ äÚÞ ÜçáøÞ øßÝßõÞäÞÝ áó äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßçõáåÞç ÞÜäÛõßäÞå Ûã ÜÛõæçßäÛáã k ù

°× ±+*Ø2**+5&
ðßÝÝáçç ñ êÞëÛãÞ ìÏííÐï ßãå êÞëÛãÞ ìÏííîï øÝáëÞå äÚßä ßãé ôö÷Ù õáåÞç àßãèÞ ßøøÝáòÛõßäÞå èé æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞçÜù káüÞëÞÝ� äÚÞÛÝ ßøøÝáòÛõßäÞ õáåÞçÜßÝÞ ãáã�øßÝßõÞäÝÛà ßãå äÚÞ ÝÞÜøáãÜÞ óæãàäÛáãÜ ßÝÞ ãáä ãÞàÞÜÜßÝÛçé õáãáäáãÞù
öã äÚÛÜ øßøÞÝ� üÞ ÝÞëÛÞüÞå äÚÞ õßÛã ßÜøÞàäÜ àáãàÞÝãÛãâ äá ÜéãäÚÞÜÛ�Þ äÚÞ çßäÞãäßèÛçÛäé ëÞàäáÝ Ûã àáõøÞãÜßäáÝé ôö÷Ù õáåÞçÜù �Þ æÜÞå àáõøáÜÛäÞÜ� äÚßä ßÝÞ çÛãÞßÝàáõèÛãßäÛáãÜ áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝùÙÚÞáÝÞõ î ÜÚáüÜ äÚßä ÞßàÚ ÛäÞõ

j
Ûã ß ôö÷Ù õáåÞç ÛÜ ÞÜÜÞãäÛßççé æãÛåÛõÞã�ÜÛáãßç ßçáãâ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã âÛëÞã èé äÚÞ ëÞàäáÝ

βj ù öäÞõ j
õÞßÜæÝÞÜ äÚÞ àáõøáÜÛäÞ

βj
tθi ù ÙÚÞã� ÞßàÚ ÛäÞõ õÞßÜæÝÞÜ ß åÛ�ÞÝÞãä çÛãÞßÝ àáõèÛãßäÛáã áó äÚÞ

θi
� æãçÞÜÜßçç äÚÞ ëÞàäáÝÜ

βj
ÚßëÞ äÚÞ ÜßõÞ åÛÝÞàäÛáãù

öã ÝÞßçÛÜäÛà øÝáèçÞõÜ� üÚÞÝÞ ß äÞÜä õÞßÜæÝÞÜ õáÝÞ äÚßã áãÞ çßäÞãä äÝßÛä� äÚÞ
àáõøáãÞãäÜ áó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝ ßÝÞ àáÝÝÞçßäÞåù káüÞëÞÝ� �úæßäÛáã ìÏÑï
ÜÚáüÜ äÚßä Ûó äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä Ýßãåáõ ëÞàäáÝ

θ
ÚßÜ õæçäÛëßÝÛßäÞ ãáÝõßç åÛÜäÝÛèæ�äÛáã

N(0,Σ)
� äÚÞã ßãé àáõøáÜÛäÞ βtθ

àßã èÞ ÝÞüÝÛääÞã ßÜ
Σ1/2βtΥ

� üÚÞÝÞ
ΥÚßÜ ß ãáÝõßç ÜäßãåßÝå åÛÜäÝÛèæäÛáãù ÙÚÛÜ äÝßãÜóáÝõßäÛáã ÚßÜ äüá ÛõøáÝäßãä àáã�ÜÞúæÞãàÞÜù 
ÛÝÜä� ßààáÝåÛãâ äá ðáÝáççßÝé Î� äÚÞ äÝßãÜóáÝõßäÛáã ÛãåæàÞå èé Σ1/2ÜÚÝÛãýÜ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã ëÞàäáÝÜ

βj ù �Þàáãå� Ûó ß ëÞàäáÝ
β

ÛÜ æãÛäßÝé� äÚÞ àáõøáÜÛäÞ
βtΥ

ÛÜ ãáÝõßçÛ�Þå� ßãå ßãé ãáÝõßçÛ�Þå àáõøáÜÛäÞ ÚßÜ ß ãáÝõßç ÜäßãåßÝå åÛÜäÝÛ�èæäÛáãù
öã �ÞàäÛáã î� üÞ ÜäßäÞå äÚßä ÞßàÚ ÛäÞõ ÛÜ ÞÜÜÞãäÛßççé æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ßçáãâ äÚÞ

åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ÛäÞõù öã ðáÝáççßÝé î üÞ øÝáëÞå äÚßä Ûó ßçç äÚÞ åÛÝÞàäÛáãÜ áó äÚÞ
ÛäÞõÜ àáÛãàÛåÞ� äÚÞ äÞÜä ÛÜ ÞÜÜÞãäÛßççé æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ßçáãâ äÚÞ æãÛúæÞ åÛÝÞàäÛáã áó
äÚÞ ÛäÞõÜùÙÚÞ ÛõøáÝäßãä ÛÜÜæÞ ßèáæä Úáü äá áèäßÛã ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞòáó äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç çßäÞãä äÝßÛä üßÜ åÛÜàæÜÜÞå Ûã �ÞàäÛáã ]ù gÝÞëÛáæÜ üáÝýÜ
áó {Þã� �ßãâ ßãå �Úßãâ ßãå �äáæä üßÜ ÝÞëÛÞüÞåù �ßãâ ßãå �Úßãâ ßãå �äáæä
øÝáøáÜÞå äüá ßçäÞÝãßäÛëÞ ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜ� àßççÞå ÝÞÜøÞàäÛëÞçé ÝÞóÞÝÞãàÞ àáõøáÜÛäÞì
ωtθ

ï ßãå äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ äÞÜä ì
ξtθ

ïù �Þ øÝáøáÜÞå äüá ãÞü ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÛàÞÜn
βt

hθ
ßãå

βt
gθ ù ðáõøæäÛãâ äÚÞÜÞ ßçäÞÝãßäÛëÞ ÛãåÛàÞÜ àßã èÞ ÞßÜÛÞÝ äÚßä ðáõøæäÛãâäÚÞ øÝÞëÛáæÜ ÛãåÛàÞÜ� ßãå äÚÞé ßÝÞ õáÝÞ ãßäæÝßç ßãå ÞßÜé äá æÜÞ èé äÚÞ ÞòøÞÝäÜùÙßèçÞÜ Î ßãå Ï áó äÚÞ �ÝÜä ÜÛõæçßäÛáã Üäæåé ì�ÞàäÛáã �ùÎï ÜÚáü äÚßä ßçç äÚÞÝÞóÞÝÞãàÞ åÛÝÞàäÛáãÜ ßÝÞ ëÞÝé ÜÛõÛçßÝù ÙÚÛÜ ÛÜ ãáä ÜæÝøÝÛÜÛãâ� èÞàßæÜÞ ßçäÚáæâÚäÚÞ àáãÜäÝæàäÛáãÜ ßÝÞ åÛ�ÞÝÞãä� äÚÞ áèÿÞàäÛëÞ Ûã ßçç àßÜÞÜ ÛÜ äÚÞ ÜßõÞn äá áèäßÛã ß

ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò áó äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç çßäÞãä äÝßÛäù káüÞëÞÝ� Ûó üÞ ÿáÛãä ßçç äÚÞ

�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �
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ÝÞÜæçäÜ� üÞ àßã àáãàçæåÞ ßååÛäÛáãßççé äÚßä ÞßàÚ áãÞ áó äÚÞ ÝÞóÞÝÞãàÞ àáõøáÜÛäÞÜ ÛÜßã ßøøÝáòÛõßäÛáã äá äÚÞ èÞÜä àáõøáÜÛäÞ äÚßä ÛÜ õÞßÜæÝÞå èé ß ÜæèäÞÜäù ÙÚÛÜ óßàä�ÛÜ ÛççæÜäÝßäÞå Ûã �ÞàäÛáã ]� üÚÞÝÞ üÞ àáõøßÝÞå äÚÞ äÚÞáÝÞäÛàßç ÜéãäÚÞäÛà ÛãåÞò βt

hθüÛäÚ äÚÞ æãÛåÛõÞãÜÛáãßç çßäÞãä äÝßÛä ÛãåÞò áèäßÛãÞå èé �ääÛãâ ß õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßçåßäß ÜÞä üÛäÚ ß ûö÷Ù õáåÞçù

²× ³5&Ø02*+5&* 6&3 72'2;) ´5;µ

Ýáõ ß âÞáõÞäÝÛàßç øáÛãä áó ëÛÞü� üÞ ÜÚáüÞå Ûã äÚÛÜ øßøÞÝ Úáü Ûã äÞÜäÜ äÚßä

õÞßÜæÝÞ õáÝÞ äÚßã áãÞ çßäÞãä äÝßÛä äÚÞ õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝÜ àßãèÞ ÜéãäÚÞÜÛ�Þå äá áèäßÛã æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õÞßÜæÝÞÜ áó äÚÞ ÞòßõÛãÞÞÜù ÙÚÞ ßøøÝáßàÚàßã èÞ ßøøçÛÞå äá ÜæèäÞÜäÜ áèäßÛãÞå óÝáõ àçæÜäÞÝÜ áó äÚÞ ÛäÞõÜ� áÝ äá äÚÞ óæçç äÞÜäù
öã äÚÞ øßøÞÝ� ãáäÚÛãâ üßÜ ÜäßäÞå ßèáæä äÚÞ ÛäÞõ øßÝßõÞäÞÝÜ äÚßä ßÝÞ ÞÜäÛõßäÞå

üÚÞã ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç ÛÜ æÜÞå äá �ä ß õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç åßäß ÜÞäù �Þ
ÜÚáüÞå äÚßä äÚÞ àáÝÝÞçßäÛáã Ûã äÚÞ çßäÞãä äÝßÛä ëÞàäáÝ õæÜä èÞ àáãÜÛåÞÝÞå üÚÞã ß
ÜéãäÚÞäÛà çßäÞãä äÝßÛä õæÜä èÞ àáõøæäÞåù öã äÚÛÜ àßÜÞ� ß ÝÛâÚä àáõøæäßäÛáã ÛõøçÛÞÜäá äÝßãÜóáÝõ äÚÞ åÛÝÞàäÛáã áó äÚÞ ÛäÞõÜ èé ß ãáã áÝäÚáâáãßç øÝáÿÞàäÛáãù �æä� ÛãäÚÛÜ ÜàÞãÞÝé� äÚÞ áøÞã úæÞÜäÛáã ÛÜn Úáü õæÜä èÞ õáåÛ�Þå äÚÞ ô�ö�ð ßãå ô�ö


øßÝßõÞäÞÝÜ äá àáãÜÞÝëÞ ßøøÝáòÛõßäÞçé äÚÞ ÜßõÞ øÝáèßèÛçÛäé áó ÝÞÜøáãÜÞ8ù öã áäÚÞÝ
üáÝåÜ� üÚßä ÛÜ äÚÞ ÝÞçßäÛáãÜÚÛø èÞäüÞÞã äÚÞ ÛäÞõ øßÝßõÞäÞÝÜ áó äÚÞ ôö÷Ù õáåÞçßãå äÚÞ ÛäÞõ øßÝßõÞäÞÝÜ áó äÚÞ ûö÷Ù üÚÞã ß æãÛåÛõÞãÜÛáãßç õáåÞç ÛÜ æÜÞå äá �äß õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç åßäß ÜÞä8ù

.Øµ&5´0)3-)4)&'*

ÙÚÛÜ ÝÞÜÞßÝàÚ ÛÜ èßÜÞå áã äÚÞ åáàäáÝßç åÛÜÜÞÝäßäÛáã Ûã �äßäÛÜäÛàÜ ßä äÚÞ ûãÛ�ëÞÝÜÛåßå mßàÛáãßç åÞ ðáçáõèÛß áó ¶çëßÝá ôßæÝÛàÛá ôáãäÞãÞâÝá �iß�� æãåÞÝ äÚÞ
ßåëÛàÞ áó �åÛçèÞÝäá ðÞøÞåßù ÙÚÞ ÝÞÜÞßÝàÚ üßÜ ÜæøøáÝäÞå èé ûãÛëÞÝÜÛåßå mßàÛáãßçåÞ ðáçáõèÛß äÚÝáæâÚ ß Üäæåé âÝßãäù ÙÚÞ àßçàæçßäÛáãÜ üÞÝÞ àáõøæäÞå üÛäÚ ·
ìÙÞßõ ÏííÑïù ÙÚÞ ÞÜäÛõßäÛáãÜ üÞÝÞ Ýæã üÛäÚ äÚÞ |}~�øßàýßâÞ ì÷Û�áøáæçáÜ Ïíí�ï
üÝÛääÞã óáÝ ·ù ÙÚÞ àáåÞ àßã èÞ áèäßÛãÞå èé Þ�õßÛçÛãâ äÚÞ ßæäÚáÝÜù ÙÚÞ ßæäÚáÝÜäÚßãý gÝáóÞÜÜáÝ ôßÝý ÷ÞàýßÜÞ óáÝ ÜÞãåÛãâ äÚÞ õßãæÜàÝÛøäÜ áó ôÛã �ßãâ äá æÜ�ßãå äÚßãý äÚÞ ÝÞóÞÝÞÞÜ èé äÚÞÛÝ ÜæââÞÜäÛáãÜ äá ÛõøÝáëÞ äÚÞ øßøÞÝù

[·¸¹º»º¼½¾ ¿ À|º½ ¼¸ ÁÂÂÃ Ä Å¹¸Æ}Ç¼½¾ ~ÇÈ½ ¼¸ ÁÂÉÂ]

8)7);)&Ø)*

	àýÞÝõßã�Ùù ìÎþÑþï� ÊûãÛåÛõÞãÜÛáãßç ö÷Ù ðßçÛèÝßäÛáã áó ðáõøÞãÜßäáÝé ßãå máã�àáõøÞãÜßäáÝé ôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç öäÞõÜ�� ËJJRF>I ÌBCGQKRKSFGAR s>ABPE>D>H?;w� ÎÎîÍÎÏÐù
�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �
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	âæÛçÞÝß� 	ù ñ gyÝÞ��	âæÛçß� ÷ù ìÏíí]ï� �ÞãÞÝßç ã��ÛõÞãÜÛáãßç ÷áäßäÛáãÜ� FHÊ��ð� �k5÷Ù ðáõõæãÛàßäÛáãÜ øßøÞÝÜ øÝáàÞÞåÛãâÜ�� ûãÛáã 	âÞãàé � �àÛ�ÞãàÞ gÝÞÜÜ� ð�ÞàÚ ÷ÞøæèçÛàù
	ãÜçÞé� Ùù ñ 
áÝÜéäÚ� ÷ù ìÎþÑ�ï� Ê	ã �òßõÛãßäÛáã áó äÚÞ ðÚßÝßäÞÝÛÜäÛàÜ áó ûãÛåÛ�õÞãÜÛáãßç ö÷Ù gßÝßõÞäÞÝ �ÜäÛõßäÞÜ �ÞÝÛëÞå óÝáõ Ùüá �ÛõÞãÜÛáãßç �ßäß��

ËJJRF>I ÌBCGQKRKSFGAR s>ABPE>D>H? Î� ÏÐÍ]Ñù
	ãäßç� Ùù ìÏííÐï� Ê5ã õæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ÛäÞõ ÝÞÜøáãÜÞ äÚÞáÝén ß àááÝåÛãßäÞ óÝÞÞ

ßøøÝáßàÚ�� ÏR>G?EKHFG ÐKPEHAR KX Ñ?A?FB?FGB ;� ÏþíÍîí�ù
�ßýÞÝ� 
ù �ù ñ �Þáý�ká� ù ìÏíí]ï� t?>D u>BJKHB> aQ>KEC� Ï Þåã� ôßÝàÞç �ÞàýÞÝ

öãàù
�yâÛã� 	ù ñ �çßÜÜ� ðù 	ù ìÏííÎï� Êôðôð ÞÜäÛõßäÛáã ßãå ÜáõÞ ôáåÞç�
Ûä 	ãßçéÜÛÜáó ôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ö÷Ù ôáåÞçÜ�� ÌBCGQKD>?EFÒA ÓÓì]ï� �]ÎÍ��Ïù
�áàý� ÷ù �ù ìÎþÐÏï� Ê�ÜäÛõßäÛãâ öäÞõ gßÝßõÞäÞÝÜ ßãå êßäÞãä 	èÛçÛäé üÚÞã ÷Þ�ÜøáãÜÞÜ ßÝÞ �àáÝÞå Ûã Ùüá áÝ õáÝÞ máõÛãßç ðßäÞâáÝÛÞÜ�� ÌBCGQKD>?EFÒA

wÔ� ÏþÍ�Îù
�áàý� ÷ù �ù ñ 	ÛäýÛã� ôù ìÎþÑÎï� ÊôßÝâÛãßç ôßòÛõæõ êÛýÞçÛÚááå �ÜäÛõßäÛáã áó

öäÞõ gßÝßõÞäÞÝÜn 	øøçÛàßäÛáã áó ßã �ô 	çâáÝÛäÚõ�� ÌBCGQKD>?EFÒA ÕÓ� ]]îÍ]�þù
�áàý� ÷ù �ù ñ láãÞÜ� êù Öù ìÎþ�Ñï� aQ> s>ABPE>D>H? AHI ÌE>IFG?FKH KX ?Q> ÐPIS>AHI ×QKFG>� �ßã 
ÝßãàÛÜàán káçåÞã��ßéù
ðßÝÝáçç� lù �ÛççÛßõÜ� �ù ñ êÞëÛãÞ� ôù ìÏííÐï� ÊôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ôáåÞçÛãâ üÛäÚ

ûãÛåÛõÞãÜÛáãßç 	øøÝáòÛõßäÛáãÜ�� ÐKPEHAR KX sA?Q>DA?FGAR ÌBCGQKRKSC Ø;ù
�Þ çß ÙáÝÝÞ� lù ñ gßä�� ÷ù ìÏíí�ï� ÊôßýÛãâ äÚÞ ôáÜä áó üÚßä üÞ ÚßëÞn 	 gÝßàäÛ�àßç 	øøçÛàßäÛáã áó ôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç öäÞõ ÷ÞÜøáãÜÞ ÙÚÞáÝé Ûã ÙÞÜä �àáÝÛãâ��

ÐKPEHAR KX ÏIPGA?FKHAR AHI Ù>QALFKEAR Ñ?A?FB?FGB wÚìîï� Ïþ�ÍîÎÎù
�ááåé� �ù ìÎþÑ�ï� �òßõÛãÛãâ äÚÞ ��ÞàäÜ áó ôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç �ßäß áã 	èÛçÛäé ßãå

öäÞõ gßÝßõÞäÞÝ �ÜäÛõßäÛáã æÜÛãâ äÚÞ ÙÚÝÞÞ�gßÝßõÞäÞÝ êáâÛÜäÛà ôáåÞç� FHÊÙÚÞ ÏííÏ ßããæßç õÞÞäÛãâ áó 	õÞÝÛàßã �åæàßäÛáãßç ÷ÞÜÞßÝàÚ 	ÜÜáàÛßäÛáã��ðÚÛàßâáù

áçý� Öù ñ �ÝÞÞã� Öù ìÎþÑþï� Ê	åßøäÛëÞ �ÜäÛõßäÛáã üÚÞã äÚÞ ûãÛåÛõÞãÜÛáãßçÛäé

	ÜÜæõøäÛáã áó ö÷Ù ÛÜ ÖÛáçßäÞå�� ËJJRF>I ÌBCGQKRKSFGAR s>ABPE>D>H? ;w� îÐîÍîÑþù

ÝßÜÞÝ� ðù ìÎþÑÑï� Êm5k	÷ô öön 	 
áÝäÝßã gÝáâÝßõ óáÝ 
ÛääÛãâ ûãÛåÛõÞãÜÛáãßçßãå ôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç máÝõßç 5âÛëÞ ôáåÞçÜ áó êßäÞãä ÙÝßÛä ÙÚÞáÝé�� ÙÚÞûãÛëÞÝÜÛäé áó mÞü �ãâçßãå� 	ÝõÛåßçÞ� 	æÜäÝßçÛßù
kßõèçÞäáã�÷ùù� �üßõÛãßäÚßã� kù ñ ÷áâÞÝÜ� kù lù ìÎþþÎï� xPHIAD>H?ARB KX t?>Du>BJKHB> aQ>KEC� �ßâÞ gæèçÛàßäÛáãÜ� mÞüèæÝé gßÝý� ûãÛäÞå �äßäÞÜù

�Á�¹¸º» �¿Æ¿Å�¹»¼» ÉÁ Ã¸º»É�¸º¹Ì» �� ������ ����� �
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Þãåßçç� ôù ìÎþ�Îï� Ë ×KPEB> FH ?Q> v>KD>?EC KX H ÛFD>HBFKHB� ðÚßÝçÞÜ �ÝÛã
ßãå ðáõøßãé êÛõÛäÞå� êáãåáãù

ÝáõÝÞé� �ù� gßÝÜÚßçç� ðù ñ ðÚßÜáã� �ù ìÎþþþï� �ÞãÞÝßäÛãâ öäÞõ ÷ÞÜøáãÜÞÜ �ÜÞå
áã ôæçäÛåÛõÞãÜÛáãßç ÛäÞõ ÷ÞÜøáãÜÞ ÙÚÞáÝé� FH Ê�û�ö Ï]�� �	�ù

êÞëÛãÞ� ôù ìÏííîï� Ê�ÛõÞãÜÛáã Ûã êßäÞãä ÖßÝÛßèçÞ ôáåÞçÜ�� ÐKPEHAR KX sA?Q>DA?V
FGAR ÌBCGQKRKSC ÕÔ� ]�íÍ]��ù

ôßäÚßÛ� ôù ìÎþþþï� Ê÷ßãåáõ ø�ðáãäÞãä áó ß ø�gßÝßççÞçáäáøÞ Ûã �æàçÛåÞßãã��øßàÞ��ËILAHG>B FH ËJJRF>I ÌEK@A@FRF?C w;ìÏï� î]îÍî�]ù
ôáÝäßÝÛ� �ù ìÏííÎï� Ê5ã äÚÞ ÷ÛâÛå ÷áäßäÛáã ðáãàÞøä Ûã ã��ÛõÞãÜÛáãßç �øßàÞÜ��ÐKPEHAR KX ?Q> ËB?EKHAP?FGAR ÑGF>HG>B ÕÎìîï� ]íÎÍ]Ïíù
gÞhß� �ù ìÏííÏï� ËHÜRFBFB I> ÛA?KB sPR?FLAEFAH?>B� ôà�Ýßü kÛççù
gÞhß� �ù ñ ÷áåÝiâæÞ�� lù ìÏííîï� Ê�ÞÜàÝÛøäÛëÞ ôÞßÜæÝÞÜ áó ôæçäÛëßÝÛßäÞ �àßääÞÝ

ßãå êÛãÞßÝ �ÞøÞãåÞãàÞ�� ÐKPEHAR KX sPR?FLAEFA?> ËHARCBFB ÝØìÏï� î�ÎÍîÐ]ù
÷ÞàýßÜÞ� ôù ìÎþÑ�ï� ÊÙÚÞ �Ûàæçäé áó ÙÞÜä öäÞõÜ äÚßä ôÞßÜæÝÞ õáÝÞ äÚßã áãÞ

	èÛçÛäé�� ËJJRF>I ÌBCGKRKSFGAR s>ABPE>D>H? Îìþï� ]íÎÍ]ÎÏù
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áÝ äÚÞ àáãàÞøäÜ áó n�åÛõÞãÜÛáãßç âÞáõÞäÝé� ÜÞÞ óáÝ ÞòßõøçÞ ìÞãåßçç Îþ�ÎïùêÞä v1, . . . , vd
èÞ ßã áÝåÞÝÞå ÜÞä áó ëÞàäáÝÜ Ûã

R
n, n ≥ dù ÙÚÞ øßÝßççÞçáäáøÞ å

üÛäÚ ÜÛåÞÜ
v1, . . . , vd

ÛÜ äÚÞ àáãëÞò Úæçç àÝÞßäÞå èé äÚÛÜ ëÞàäáÝÜù ÙÚÛÜ øßÝßççÞçá�äáøÞ ÛÜ åÞãáäÞå èé P (v1, . . . , vd)ù öä ÛÜ üÞçç ýãáüã äÚßä äÚÞ ëáçæõÞ áÝ àáãäÞãä áó
P (v1, . . . , vd)

ÛÜ
vol(v1, . . . , vd) = |V tV |1/2 ìîîï

üÚÞÝÞ
V = (v1, . . . , vd)

� ÜÞÞ óáÝ ÞòßõøçÞ ìôßäÚßÛ Îþþþïù öä ÛÜ ÛõõÞåÛßäÞ äÚßä

vol(λv1, . . . , vd) = λ · vol(v1, . . . , vd)
ìî]ï

	çÜá� Ûó � ÛÜ ÝÞâÛáã áó
R

n ßãå
Σ

ß
n × n

õßäÝÛò� äÚÞã

vol(ΣS) = |Σ|vol(S)
ìî�ï


Ýáõ �úæßäÛáã ìî�ï Ûä ÛÜ ÜäÝßÛâÚäóáÝüßÝå äÚßä

vol(Σv1, . . . , Σvd) = |Σ| · vol(v1, . . . , vd)
ìî�ï

rGHH= w< =>?
β1

AHI β2 @> PHF?AEC L>G?KEB KX
R

n O ?Q>H
vol2(β1, β2) = 1 − βt

1
β2

ìîÐï
YZ[[\ < öä óáççáüÜ åÛÝÞàäçé óÝáõ �úæßäÛáã ìîîïù
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