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BINOMIAL

JORGE ORTIZ PINILLA!
AMPARO CASTRO
TITO NEIRA
PEDRO TORRES
JAVIER CASTANEDA?

Resumen. Las dos reglas empiricas mds conocidas para aceptar la aproxi-
macién normal de la distribucién binomial carecen de regularidad en el
control del margen de error cometido al utilizar la aproximacién normal.
Se propone un criterio y algunas férmulas para controlarlo cerca de al-
gunos valores escogidos para el error maximo.

Abstract. The two most popular “rules of thumb” for the approximation
of the binomial distribution by the normal distribution lack of regular-
ity in the control of the maximal error. A criterion and some formulas
for selected values of maximal errors are proposed to solve this lack of
regularity.
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1. Introduccién

Tradicionalmente se ha considerado de manera empirica que los parametros n
y p deben satisfacer np > 5y n(l —p) > 5 como condicién para que la
aproximacién normal pueda ser utilizada en el marco de aplicacién del teorema
del limite central en el caso de la distribucién binomial. Una segunda condicién
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conocida establece mds estrictamente que np(1 — p) > 9, Siegel y Castellan
(1995).

Schader y Schmid (1989), hacen notar que con las condiciones anteriores, la
méxima diferencia en valor absoluto entre la funcién de distribucién binomial
exacta y la aproximacién normal, presenta variaciones cercanamente lineales
en funcién de p. De esto se deduce que la aplicacién de cualquiera de ellas no
permite controlar el error de aproximacion de manera uniforme. En efecto, si
p = 0.5, para cumplir la condicién np(1—p) > 9, n debe ser mayor o igual a 36 .
En este caso el valor absoluto del error es inferior a 0.00075384; mientras que si
p = 0.01, segtin la misma condicién n > 909, y el error llega a ser 0.02113783.
Con errores un poco mas grandes, se observa un comportamiento similar al
utilizar la primera condicién.

El objetivo de este articulo es presentar propuestas para los valores del
parametro n en funcién de p de tal manera que la magnitud del error de aprox-
imacién sea controlada cerca de valores § prefijados. El trabajo fue realizado
durante el desarrollo del curso de estadistica no paramétrica en el segundo
semestre de 1998, con el grupo de estudiantes cuya participacion motivé un
curso diferente y creativo.

2. Procedimiento

Para algunos valores prefijados (§ = 0.01,0.005,0.002) y para p variando desde
0.01 hasta 0.5 con incrementos de 0.01, se calculé el minimo valor del parametro
n de tal manera que la méxima diferencia en valor absoluto entre la funcién de
distribucién binomial exacta con parametros n y p y la funcién de distribucién
normal aproximada, fuera menor que §.

Para cada uno de los margenes de error trabajados se buscé también iden-
tificar un modelo que permitiera estimar para cada p, el valor de n necesario
para mantener el maximo error de aproximacion dentro del margen establecido.

k+0.5— np) ‘ 5}
np(1 —p)
donde F,, ,(k) representa la funcién de distribucién binomial con pardmetros

n y p, calculada en el punto k y ®(z) representa la funcién de distribucién
normal estandar calculada en el punto z.

indn: Fy ok —@(
mm{n kzrgllaxn (k)

La tabla 1 muestra los principales resultados obtenidos. En ella aparecen
los tamanos de muestra para una distribucién binomial que se requieren si se
necesita que la aproximacién normal (con correccién de Yates) arroje méximo
un error inferior al indicado. También se presentan los valores de np(1 — p).
Ellos permiten examinar los valores de p que satisfacen la segunda condicion
mencionada antes.
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Tabla 1. Valores minimos de n para obtener un error maximo en la aproxi-
macién normal de la distribucién binomial con parametros n, p
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Tabla 1. Valores minimos de n para obtener un error maximo en la aproxi-
macién normal de la distribucién binomial con pardmetros n, p (Continuacién).

Margen de error
0.010 0.005 0.002
p n  ap(lp) n np(l-p)  n  np(l-p)

0.17 136  19.1896 047 77.182 3412 481.43
0.16 151  20.2944 607 81.581 3801 510.85
0.15 167  21.2925 680 86.700 4247 541.49
0.14 192  23.1168 763 91.865 4758 572.86
0.13 215  24.3165 854 96.587 5353 605.42
0.12 242  25.5552 967 102.115 6042 638.04
0.11 273  26.7267 1099 107.592 6871 672.67
0.10 311  27.9900 1259 113.310 7859 707.31
0.09 365 29.8935 1454 119.083 9076 743.32
0.08 424  31.2064 1698  124.973 10598  780.01
0.07 500  32.5500 2012  130.981 12556  817.40
0.06 601  33.8964 2431 137.108 15168  855.48
0.06 757  35.9575 3017  143.307 18841  894.95
0.04 973 37.3632 3898  149.683 24352  935.12
0.03 1334 38.8194 5365 156.121 33562  976.65
0.02 2054 40.2584 8301 162.700 51952 1018.26
0.01 4288 42.4512 17108 169.369

Se puede observar que si el margen de error de aproximacién debe ser 0.01,
el criterio np(1 — p) > 9 exige un valor de n demasiado grande si p > .27 y uno
insuficiente si p < 0.27 y esta insuficiencia crece cuando p se acerca a 0.01. Si
p > 0.5 la situacién es simétrica y por lo tanto la regla np(1 — p) > 9 mantiene
el error por debajo de 0.01 solo si 0.27 < p < 0.73. Cuando el margen de error
es 0.005 puede verse que la misma regla solo funciona si 0.38 < p < 0.62. 'Y
para un error igual a 0.002 el intervalo de utilidad de la regla en cuestion es
solo para 0.45 < p < 0.55.

Si no se aplica la correccion de Yates, los tamanos requeridos para controlar
el error méaximo son todavia mayores.

La solucién al problema de controlar el margen de error que aparece en la
Tabla 1, se facilita en la practica con los modelos descritos a continuacion.

En la tabla 2 se muestran los coeficientes de modelos de regresion cuadratica
en donde se tomé np(l — p) como variable dependiente y p como variable
independiente. Las ecuaciones obtenidas permiten estimar el valor de n minimo
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para controlar el error de aproximacion con precisién suficiente. El coeficiente
de determinacién encontrado fue superior a .999 en los tres casos.

_bo + b1p + byp?
p(1—p)

Tabla 2. Coeficientes de modelos de regresién cuadratica para np(1 — p) en
funcién de p para cada margen de error.

Margen de error

0.010 0.005 0.002

by  44.1454644 177.0499937 1105.687260
by —177.8572335 —711.4000926 —4429.251942
by 1824136993  719.1980885  4443.666363

A partir de los modelos encontrados, se puede calcular n con las siguientes
ecuaciones:

44.1454644 — 177.8572335p + 182.4136993p>
error = 0.01, n=

p(1—p)
177.0499937 — 711.4000926p + 719.1980885p>
error = 0.005, =
p(1—p)
1105.687260 — 4429.251942p + 4443.666363p>
error = 0.002, n= (1 —p)

Es posible encontrar algunas simplificaciones a los modelos encontrados sin
sacrificar grandemente las estimaciones de n. Por ejemplo, para la primera
ecuacién (error = 0.01), se encontrdé que

1—4p(1—p)
p(1—p)
aproxima bastante bien el valor de n, siempre que los resultados no den menores

n ~ 44

que 4.

3. Conclusiones

Si el propésito es controlar la méxima diferencia entre la funcién de distribucion
binomial exacta y la aproximacién normal con correccién de Yates, las reglas re-
comendadas tradicionalmente para el valor minimo del pardmetro n presentan
inexactidutes importantes, generadas por la falta de regularidad en el control
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del error maximo. Para los valores de p cercanos a 0.5, las reglas, particular-
mente np(1 — p) > 9, sobreestiman el valor de n necesario. Pero si p toma
valores extremos (cerca de la unidad o de cero), el valor de n calculado a partir
de ellas es insuficiente. El caso es més critico con la primera regla enunciada
al comienzo, siendo precisamente la mas conocida y aplicada. Las propuestas
presentadas ofrecen un control uniforme del margen de error de aproximacién
en el sentido de poder afirmar que si se calcula n con las férmulas encontradas,
el error sera cercano al indicado para cada una.
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