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HIPOTESIS Y SUMAS DE CUADRADOS
TIPO III Y IV UN ENFOQUE A TRAVES
DEL MODELO DE MEDIAS DE CELDA

Santana C., Juan Camilo”
Lépez P., Luis Alberto™

Resumen

En este articulo se presenta una propuesta para obtener las funciones
estimables y las sumas de cuadrados tipo III y IV determinadas por el
procedimiento GLM del SAS en modelos de medias de celda conectados.
En el caso de tener informacién con celdas vacias, se construyen los con-
trastes e hipétesis efectivas y se ilustran los resultados obtenidos con un
modelo de clasificacién a dos vias con interaccién.

Palabras claves: Andlisis de varianza, Celdas vacias, Datos desbalan-
ceados, Funciones estimables, Modelos de medias de celda condicionados
y no condicionados, Reparametrizacion.

Abstract

This paper proposes a method to obtain the estimable functions and
type IIT and IV sums of squares given by SAS PROC GLM in connected
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cell means models. In the case of empty cells, contrasts and hypotheses
are constructed and the results are illustrated for a two way classification
model with interaction.

Key words: Analysis of Variance, Empty Cells, Unbalanced data, Es-
timable Functions, Conditioned and Unconditioned Cell Means Models,
Reparameterization.

1. Introduccion

Siempre que se trabajan disenos con o sin restricciones en la aleatorizacion,
se desea informacion completa y balanceada; pero la realidad induce a circuns-
tancias donde no se puede obtener toda la informaciéon deseada, ya sea por
costos, por condiciones del material experimental o por cualquier otro motivo,
con consecuencias como el desbalance en el experimento y la pérdida de la orto-
gonalidad del disenio. Los investigadores que manejan este tipo de informacion,
se enfrentan a problemas no triviales, por el desconocimiento de la forma como
se obtienen las diferentes sumas de cuadrados asociadas al analisis de varianza;
esto conlleva a que se cometan errores en el planteamiento y la interpretacion
de sus hipétesis estadisticas asociadas a los parametros de interés.

Las funciones estimables tipo I, I, Il y IV dentro de la légica de las salidas
del SAS consiste en L-valores ligados cada uno con los pardmetros del modelo
cuando éste tiene una estructura superparametrizada. Una forma amplia de ob-
tener estas funciones asi como las correspondientes sumas de cuadrados puede
estudiarse en Searle (1980).

Cuando se presentan estructuras de datos desbalanceados y hay presencia de
celdas vacias hay dificultad en la construccién e interpretacién de las hipétesis
lineales en los modelos superparametrizados, sin embargo, cuando se trabaja
con modelos de medias de celdas se tiene mas claridad en la identificacion e
interpretacién de estas hipétesis lineales.

La construccion de las funciones estimables tipo III y IV, y sus sumas de
cuadrados en los modelos de medias de celda, no ha sido ampliamente difundida
en la literatura estadistica, y las referencias encontradas como Jennings and
Ward (1982), Freund (1980), Hocking (1985, 1996) entre otros, no muestran
con claridad la metodologia de construccion de estas funciones estimables y sus
respectivas sumas de cuadrados, dificultando con ello su difusién y aplicacién
entre los investigadores. Por ello en este articulo se busca mostrar en forma
sencilla la construccién de dichas funciones en modelos de medias de celdas.



2. Marco teorico

El marco tedrico de los modelos de medias de celdas fue propuesto por
Speed et al. (1978), quienes presentan la siguiente definicién:

Definicion 1. Sea
y=Wu+e (1)
sujeto a

Gu=g (2)

donde y es un vector de N observaciones, p un vector de p (p= ran(W)) me-
dias de celda poblacionales, W una matriz de ceros y unos de orden N X p , que
vincula a las observaciones con su respectiva media poblacional y e ~ N (0, 0%I),
un vector de errores. La matriz G de orden r X p, representa restricciones linea-
les conocidas respecto a las medias de celda, aunque no siempre se pueden
imponer. Usualmente, estas restricciones van a reflejar los supuestos sobre las
interacciones que se imponen en el modelo.

Dada la estructura de G, se satisface que el ran(G) = r. Es posible reordenar
las columnas de esta matriz, lo cual conlleva a una particién de la forma G =

[Gl | GQ] , donde G5 es de orden rxr con ran(Ga)=ry G1 de orden r xx(p—r).

Una forma sencilla de cémo debe hacerse la particién puede verse en Lépez
(1999) alterna a la propuesta de Murray and Smith (1985).

La particién de G, obliga a una particién tanto de u como de W3 es decir,
pt = {uﬂ uﬂ y W = [W,| W,]. Para este conjunto de matrices particionadas

y teniendo en cuenta (2), se sigue que

Gipr + Gapa =g (3)

luego
p2 =Gyt (g — Gim) (4)

sustituyendo (4) en (1) se obtiene
y = Wi + WaG3'lg — WaG5 ' G

o de forma equivalente

y—WaGy'lg = (Wi — WaG5 'G1)i (5)
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haciendo
yr=y—WaG3'yg

V = (W, - WoG5'Gy)

se llega al modelo

v =V +e (6)

La solucién por minimos cuadrados, o por maxima verosimilitud, para py
en (6) es igual a:

fu=(V'V) Viy* (7)
Sustituyendo esta solucién en (4), se tiene como estimacién

fiz = G5 (g — G1fun) (8)

de tal forma que la solucién para p en el modelo (1) es

it = [it1a]

con
Var(in) = (VIV) o2 9)
Var(fia) = G5 'G1 (VIV) ™ GL(G3 1) 0? (10)
y
Cov(ju, fiz) = =G5 'G1(V'V) o2 (11)
con

o (y*—vﬂl)t(y*—vﬁl)
7= (N-p)

En Murray & Smith (1985), se desarrolla un procedimiento general para la

construccién de la matriz G dada en (2). Se supone que si se tienen k factores
(Fy,-- -, Fy) bajo estudio

G=Ap ®Ap, ® - ®Ap,
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donde Ap,,i =1, -,k hace referencia a la presencia de un factor de interés
y ® al producto directo, y de acuerdo con Hocking (1996), estos Ap, pueden
ser obtenidos por la expresion:

Ap, = (Izi_1 | lei_l) i=1,-- .k

donde I;;_; es una matriz identidad de orden igual al nimero de niveles
del factor [;, menos uno, mientras que J;;,_; es un vector columna de unos de
dimension [; — 1.

3. Modelo de medias de celda reparametrizado

El modelo de medias de celda reparametrizado propuesto por Bryce et al.
(1980), constituye una herramienta relativamente simple para la estimacién y
prueba de hipdtesis en modelos de efectos fijos y estructura desbalanceada de
datos.

En esencia el modelo de medias de celda reparametrizado parte del modelo
(1) no condicionado, de tal forma que si existe una matriz M no singular,
entonces (1) puede escribirse como

y=WM 'Mu+e=25+e (12)

En (12), la matriz Z = WM~! es de rango completo, lo cual facilita la
construccién de hipdtesis asi como la estimacién de pardametros, puesto que se
satisface que cualquier elemento de 6 = M p va a dar informacién de combina-
ciones lineales de los elementos de las medias de las celdas.

4. Estimabilidad y prueba de hipdtesis en el
modelo de medias de celda

En el modelo (1) se tiene como objetivo tedrico estimar el conjunto de
pardmetros (1) o alguna combinacién lineal de ellos, Lu, a partir de una com-
binacién lineal de los componentes del vector y que tenga como valor esperado
Lu. Por lo tanto, Lu es estimable si y sélo si existe una combinacién lineal de
los componentes del vector y, cuyo valor esperado sea Ly (ver Rao, 1945).
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Las ecuaciones normales para el modelo (1) a s vias de clasificacién sin la
restriccién (2), son (W!'W)j = W'y, donde W!'W = D{n; ;. s} es una matriz
diagonal con elementos iguales al nimero de observaciones por celda n; ;.. s. Las
ecuaciones normales llevan a que el mejor estimador lineal insesgado (M.E.L.I)
de i ;.5 sea fli j. s = Ui j..s, con varianza Var(fii ;. s) = 0%/n; . s, siendo 62
el estimador de la varianza residual, la cual es obtenida por

52 YU WWW) Wy
(N —p)

Segun Searle (1987), la hipdtesis lineal general de combinaciones de medias
de celdas se expresa como:

H:L'u=g (13)
y bajo la hipdtesis nula, se satisface que el cociente:

ZSOQ:(UﬂngP%WWm*Q_%Ugfw

2TL 0A'27"L

F

(14)

o
donde

SCQ = (L'fi—g)' L' (W'W) L] (i) (15)

siendo 7, el rango de la matriz L, y ademas las matrices asociadas a las
formas cuadraticas, SCQ y &2, son independientes; este resultado implica que
el cociente (14) se distribuya como una F con rz, y (N — p) grados de libertad.

La SCQ en (15) puede obtenerse en forma més sencilla a partir de la defi-
nicién del proyector ortogonal (vedse Iemma et al. (1999)), es decir

SCQ=y'K(K'K)"'K'y = y'Puy (16)

donde Py = K(K'K) 'K! y K puede obtenerse a partir de la definicién
de estimabilidad propuesta por Rao (1945).

5. Contrastes efectivos

Hocking et al. (1980), proponen un método para determinar las hipStesis a
ser examinadas cuando hay celdas vacias. El procedimiento estd basado en la
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premisa, que el investigador tiene en mente hipdtesis las cuales son apropiadas si
todas las celdas estan llenas, pero no se pueden evaluar debido a la presencia de
las celdas vacias. La idea a partir de esta situacién es poder examinar hipétesis
equivalentes a la hip6tesis deseada (hipdtesis efectiva) y obtener conclusiones
acerca de la misma.

En Hocking (1996) se presenta un desarrollo teérico bastante claro acerca
de los conceptos de contrastes e hipotesis efectivas; algunos de los resultados
se resumen a continuacién.

Definicion 2. Los contrastes G,oft, se dicen contrastes efectivos, si Gu = 0
implica que Gootto = 0, ¥ Goo es de rango maximo.

A partir del modelo (1) sujeto a (2) y en presencia de m celdas vacias, se
define el vector de medias de celda poblacional como

_ | Mo
g Lﬁm}
donde pt, y iy, denotan el vector de medias de celda asociado con las celdas
observadas y faltantes respectivamente. La matriz de frecuencias de celda es

entonces escrita como W = [WO|Wm}, donde W, es una matriz de ceros,

asi mismo, las restricciones impuestas al modelo son particionadas como

G = [GO| Gm] (17)

de tal forma que la construccién de G, se obtiene haciendo operaciones
entre filas en la ecuacién (17), hasta obtener la siguiente expresién

donde Gy, es de orden t X m de rango t; con esta particién se construyen
las restricciones e hipdtesis efectivas, de gran interés en la obtencion de las
funciones estimables tipo III y IV que se desarrollan a continuacién.
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6. Funciones estimables y sumas de cuadrados
tipo III y IV

6.1. Funciones estimables tipo III

Para la mayoria de disenos desbalanceados generalmente es posible exami-
nar el mismo conjunto de hipédtesis (funciones estimables) que se probarian en
disenios balanceados. Para aquellos disenos los cuales no fueron inicialmente
pensados como balanceados, y para los cuales hubo pérdida parcial de observa-
ciones, generalmente no hay razon para alterar las hipétesis que se realizarian
en disenos balanceados, es decir, en disenios con informacién perdida, las fun-
ciones estimables pueden parecerse a las empleadas en el caso balanceado.

Definicion 3. Un conjunto de funciones estimables (L/s), asociadas a cada
uno de los factores del modelo, son funciones estimables tipo I1I si y sélo si cada
L es una hipdtesis de rango maximo ortogonal a todos los L's de los factores
que contienen al factor en cuestién.

Definiciéon 4. Si F'1 y F2 son dos factores cualesquiera, se dice que F'1
estd contenido en F'2 si :

= Ambos factores involucran el mismo ntimero de variables continuas y si
el nimero es positivo entonces los nombres de las variables coinciden.

= Si F'2 tiene mas variables que F'1, y si F'1 tiene variables, entonces todas
las variables de F'1 estan contenidas en F'2.

Esta propiedad de contenencia es propia de las funciones estimables tipo II, TII
y IV.

Se puede por tanto obtener las funciones estimables tipo IIT a partir de las
funciones tipo II, haciendo que cada L de orden inferior sea ortogonal a los L
de todos los factores que contengan al factor de interés. Adicionalmente, si un
factor no esta contenido en otro factor, las funciones estimables tipo II y tipo
IIT son iguales.

En Melo (2000) se obtienen las hipédtesis tipo II a través del modelo de
medias de celda modificado, descrito en las ecuaciones (3) a (11) adaptando
un procedimiento propuesto por Goodnight (1978), el cual suministraba las
mismas hipétesis cuando se trabaja con el modelo superparametrizado.

Para obtener las funciones estimables tipo III, se partié de la siguiente
expresién desarrollada en Melo (2000):



Hy = (ViMVa) (V4 MW) (19)

donde

M=1-V(V{W) Vf

vy Vj, j = 1,2 corresponde a la matriz dada bajo el modelo de medias de
celda modificado, con la restriccién (2) apropiada.

Si se desea encontrar las hipdtesis tipo III para un factor Fi, se define en
primera instancia a ¥} como una matriz cuyos factores asociados no contienen
a F y a factores asociados a F7, mientras que V5 es una matriz que contiene
al factor Fj.

Cada vector fila linealmente independiente obtenido a partir de (19), se
busca que sea ortogonal al subespacio generado por los vectores asociados a los
factores de orden superior que contienen a Fi, obteniendo de esta manera las
hipétesis tipo III del factor en cuestion.

Los factores de orden superior pueden ser calculados por medio de contrastes
efectivos en caso que se presenten celdas vacias. Si los factores de orden superior
no existen bajo el modelo de medias de celda (por efecto de una alta dispersién
de las celdas llenas), las hipédtesis tipo III serdn calculadas bajo una redefinicién
de las matrices Vi y V5 anteriormente descritas.

La matriz V7 se construye con todos los factores, menos el de interés, y en
la matriz Vs se incluye al factor de interés y a todos los demés definidos en
V1. Esta forma de construir las matrices, preserva la filosofia del calculo de las
hipétesis tipo III, que busca reducir la suma de cuadrados cuando un factor es
ajustado por todos los demas.

El procedimiento para obtener las hipétesis tipo III sin interaccién, pue-
de ser muy costoso en tiempo computacional, cuando en el modelo de medias
de celdas modificado hay mas de dos factores de clasificacién. Es mads reco-
mendable en ese caso construir las hipdtesis tipo IIT con el modelo de medias
reparametrizado.

En el modelo de medias de celda reparametrizado que se muestra en (12),
la matriz Z se obtiene a partir de la matriz M ~! y W, pudiéndose construir

A=|2(2'2)" 2" - 2:(22:) " 7] (20)
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con la cual se obtienen las hipétesis tipo III para un factor de interés. En
(20), la matriz Z contiene todos los factores que intervienen en el analisis, en
tanto que la matriz Z; va a tener informacién de todos los factores menos el de
interés. La matriz A es simétrica e idempotente, por lo tanto se puede expresar
como A = R'R, y con esta descomposicién, las hipétesis tipo III para un factor
dado seran de la forma

Hy :RWp =0 (21)

6.2. Sumas de Cuadrados tipo III.

Para un modelo de clasificacion cruzada a dos vias con A, B y AB, factores
principales e interaccién respectivamente, la suma de cuadrados tipo III aso-
ciada a un factor es calculada como una reduccién en la suma de cuadrados,
cuando el factor es ajustado por todos los demés, incluyendo las interacciones.
En términos de la notacién R(.) propuesta en Searle (1987), se expresa como:

R(A| B,AB) = R(A,B,AB)— R(B,AB)
R(B| A,AB) = R(A,B,AB)— R(A, AB)
R(AB | A,B) = R(A,B,AB)— R(A,B)

Para modelos de clasificacién con interaccion, se calculan las sumas de cua-
drados a partir de la expresién SCQ en (15). Para los modelos sin interaccién,
se propone calcular las sumas de cuadrados a partir de (22) empleando proyec-
tores ortogonales como se describié en (16), de tal forma que

SCQu =y [Va(ViVa) Vi - Vi (viva) Wiy (22)

Cuando se trabaja con el modelo reparametrizado, la suma de cuadrados
tipo III, para un factor especifico, se define como:

SCQ2 = y'Ay (23)

donde A estd dada en (20). Las hipétesis y las sumas de cuadrados tipo III
para los modelos sin interaccion, bajo el modelo de medias de celda modificado
y el reparametrizado son iguales.
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6.3. Funciones estimables y sumas de cuadrados tipo IV

Las funciones estimables tipo IV no tienen el propédsito de explicar alguna
suma de cuadrados en funcién de un orden predeterminado, como si lo son las
tipo I, II, y ITI. Estas funciones se obtienen de subconjuntos no tnicos de celdas
llenas. Este hecho hace que algunos paquetes estadisticos arrojen en la salida
de las sumas de cuadrados tipo IV, un comentario respecto a la no unicidad de
estas sumas de cuadrados.

La no unicidad de estas hipdtesis fue comentado inicialmente por Freund
(1980), quien lo atribuyé a un reordenamiento de los datos, el cual consideraba,
influfa en las funciones estimables y las sumas de cuadrados. Jennings & Ward
(1982) discuten los resultados de Freund y sugieren que la escogencia del sub-
conjunto de datos que deberd usarse es arbitraria, pero limitada por el patréon
de celdas llenas.

Definiciéon 5. Para un factor Fi, las hipétesis tipo IV se calculan como
contrastes simples de la diferencia entre medias de celda, respecto a la posicién
del factor en la tabla de contingencia :

1. Si el factor Fy estd ubicado en las filas, se calculan como las medias de
celda que estan en la misma columna, comenzando por la tltima fila.

2. Si el factor F} esté ubicado en las columnas, se calculan como las medias
de celda que estan en la misma fila, comenzando por la ultima columna.

En la definicién anterior el término tltima fila o columna, no debe enten-
derse literalmente puesto que para ciertas tablas de contingencia, la tltima fila
(o columna) puede tener informacién faltante, de modo que para satisfacer la
definicién anterior, se debe tomar la fila (o columna) anterior. En presencia de
celdas vacias se preserva la filosofia descrita en la definicién 5, pero se debe
tener cuidado en la forma como es aplicada.

En modelos a k vias de clasificacién, se calcula las hipdtesis tipo IV para
un factor cualquiera, generando tablas de contingencia sobre las modalidades
de los otros factores y realizando la lectura como en la definicién 5. Por ejem-
plo, para un factor Fj, y otro seleccionado arbitrariamente, F5, se generan
tablas de contingencia sobre las modalidades de los demas factores Fi, ..., F},
generandose



102 Santana C. Lépez L.

tablas de contingencia, donde I; = 3, ...,k corresponde al niimero de modali-
dades del i-ésimo factor. Independientemente del factor que acompane a F}
en la construccién de la tabla de contingencia, los contrastes obtenidos seran
los mismos; ademads como las tablas generadas son disyuntas, entonces los con-
trastes generados son linealmente independientes. Construidas todas las tablas
asociadas al factor, se reagrupan todos los contrastes asociados al factor en una
matriz notada como Hs, y se crea una nueva matriz, C', que suma para cada
fila los coeficientes de las medias de celda, con el fin de generar las modalidades
asociadas al factor de interés, obteniendo la matriz C' aumentada.

cin)

En esta matriz, si hay filas iguales, se mantiene solo una y, posteriormente
con las filas resultantes, se hace una reduccién entre filas de tal forma que C' se
transforme en C* = A,,,,4, donde mod corresponde al nimero de modalidades

del factor en cuestion siendo, A,,oq = [Imod,l\ - Jmod,l} y Hj se transforma

en H3. En esta dltima matriz van a estar los coeficientes lineales asociados con
el factor Fj.

Con este método, el nimero de contrastes linealmente independientes para
el factor Fy serd (I3 —1), desde que haya informacién en cada fila o columna que
relacione todas las modalidades del factor Fi, entre si; si hay filas o columnas
sin datos, entonces el niimero de contrastes serd menor que (I —1) y en tal caso
C* = A,0q N0 puede ser obtenido completamente, debido a la alta dispersién de
las celdas llenas en el modelo. Cuando esto sucede, debe tenerse cuidado con la
aplicacién de la definicién 5, como se muestra en el trabajo de Hudson & Searle
(1982). Para las interacciones ocurre algo semejante ya que en presencia de m
celdas vacias el nimero de contrastes linealmente independientes se reduce.

Por ejemplo, los contrastes para la interaccién entre los factores F} y Fy,
pueden ser obtenidos con el procedimiento anterior, calculando sobre cada una
de las €2 tablas de contingencia, contrastes efectivos y agrupandolos en forma
semejante a la descrita para los factores principales. Para las interacciones de
orden mayor que dos se debe emplear el método de contrastes efectivos discutido
al inicio de esta seccién.

Las hipétesis tipo IV construidas a partir del método anterior son aplicables
en modelos con interaccidn, pero pueden ser empleadas igualmente en modelos
sin interaccién, ya que cualquier otro contraste tipo IV puede ser construido
en funciéon del arreglo factorial. Sin embargo, los obtenidos a través de la me-
todologia propuesta son construidos de manera légica y proveen una visién
mas clara de la naturaleza de las hipdtesis que va a probar el experimentador,
con relacién a un determinado arreglo factorial. Cuando se quiera construir
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contrastes en modelos sin interaccién, para probar hipdtesis respecto a un fac-
tor, se debe determinar si el modelo es conectado, pues cuando esto sucede, se
pueden plantear hipotesis semejantes a las que se construyen con experimentos
balanceados como puede verse en Murray & Smith (1985).

6.4. Sumas de cuadrados tipo IV.

Para calcular las sumas de cuadrados tipo IV en modelos con interaccién
se parte de la expresién general de las hipétesis lineales presentada en (15).
Para los modelos sin interaccion se puede usar el modelo reparametrizado o el
modelo de medias de celda modificado.

Con los modelos reparametrizados la ecuacién (15) se calcula como:
—1
S0Qs = (L)' (LM (z'z) (u )] () (25)

~ donde M~ no relaciona la interaccién entre los factores y i = M ~15, con
0, obtenido a partir de la ecuacién (12).

Cuando se trabaja con el modelo de medias de celda modificado con la
restriccion (2) sobre las interacciones, se obtiene el modelo (6) a partir del cual
se encuentran las estimaciones de las medias de celda (7) y (8), lo mismo que
sus varianzas y covarianzas (9) a (11), con las cuales se construye la matriz
de varianzas y covarianzas llamada 3. En el célculo de la suma de cuadrados
se requiere el reordenamiento de los coeficientes en la matriz de contrastes Lf,
en forma semejante a como se hace la particién de u, teniendo asi la siguiente
expresion para la suma de cuadrados tipo IV

SCQu = (L')' L' S L] i) (26)

7. Ejemplo numérico

En esta seccién se ilustran los resultados tedricos desarrollados anteriormen-
te cuando los datos se ajustan con el modelo de medias de celda. El conjunto
de datos propuesto es ficticio y sélo se busca ilustrar la manera de aplicar estos
desarrollos.

Los datos fueron caracterizados por el modelo y;ji = pij + ey 5 @ =
1,2,...,&, jz 1,2,...,() y k= 1,2,...,nij ;o Ny =0
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donde 1, corresponde a la k - ésima observacién asociada al nivel i-ésimo
del factor A en el nivel j-ésimo del factor B; u;; la media de celda poblacional
asociada la nivel i-ésimo del factor A en el nivel j-ésimo del factor B y e;j;i es
una componente de errores aleatorios el cual se supone sigue una distribucién
normal. Si ademds a = 3 y b = 4, segin el siguiente arreglo

Tabla 1. Estructura de datos para un arreglo Factorial 3 x 4
con celdas vacias

i/j] 1] 2] 3] 4
1 [ 1[2]0]0
2 [ 1]01]2
301 |1]1

Las filas corresponden a las modalidades del factor A, y las columnas a
las del factor B. La informacion consignada en cada entrada de la tabla 1
corresponde a la cantidad de observaciones (n;;). Para esta Tabla se ilustra
el calculo de las sumas de cuadrados y las funciones estimables tipo III y IV
asociadas al factor A.

Si ademas suponemos los siguientes datos como las respuestas de interés,
entonces la matriz W es

y=[33 4455667 17)

SO DO DD OO OO O
OO OO OO OO
[N e NeloNo oo lNolo o)
DO DD DD OO OO OO
OO DD DODOOoO R OOO
[N e N e N Nl oo Nl
[N o NoNoNellT oo NNl
OO R HOODOOO
DO DO DD OO OO OO
[N e oNoNoNoNo NNl
OHOOOoOOOO OO
—_ O OO DD OO

Para obtener las hipétesis y sumas de cuadrados tipo III, con el modelo
de medias de celda modificado, inicialmente se considera la ecuacién (19). Las
matrices V7 y V5 para el factor A se construyen teniendo en cuenta las siguientes
restricciones:
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Gy — Gp =Gau v Gy = Ga=Gn
Gap =G |4, Gap =G12 |g, 19

Para que en las matrices Gy y G se satisfaga que G2z y G12 sean no singu-
lares, se deben construir teniendo en cuenta que en Gao se agrupen las medias
de las celdas {11,12,13,21,22,23,31,32,33} y en la matriz G12 se agrupen las
medias de celda {11,12,13,14,21,22,23,24}; las matrices Go1 y G11 se cons-
truyen respectivamente con los complementos de cada conjunto de medias de
celda agrupados por Gas y G12. A partir de estas restricciones, se calculan las
matrices V y Vi, siguiendo los pasos (3) a (6).

Una vez construidas las matrices G y G1, se construye H; de orden 3 x 12,
con rango ran(H;) = 2, a partir de la ecuacién (19).

Para construir las funciones estimables tipo III asociadas al factor A es nece-
sario obtener las interacciones efectivas. Para ello, se construyen los contrastes
efectivos:

M1l M12 13 H14 21 H22 (23 24 31 32 33 434

c [t -1 o00-1001 010 -1
a2=10 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 —1 1

Se puede observar que estos dos vectores son linealmente independientes y
generan el subespacio de las interacciones. Posteriormente se toma cada uno
de los vectores fila de la matriz H; y se ortogonalizan sobre este subespacio,
obteniendo la matriz que corresponde con los contrastes tipo III para el factor
A, es decir,

Hi1 M12 HM13 H14 M21 M22 H23 H24 M31  H32 H33  HU34

;o[ 0406 0 0 -04 002 02 0 -06 -02 02
ATl 02 02 0 0 02 0 04 04 0 —02 —04 —04

La suma de cuadrados tipo III, asociada al factor A para este arreglo de
datos fue

SCQa = (Ly) [y (W'W) L] T (Lha) = 8,147541

Con celdas vacias las hipdtesis tipo III pueden no ser de mucha utilidad
para el investigador; esto se puede ver en los contrastes obtenidos tanto en el
modelo superparametrizado como en el modelo de medias de celda.
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Por otro lado, cuando se trabaja con el modelo de medias de celda reparame-
trizado, para la construccién de las hipétesis y sumas de cuadrados tipo III, se
obtiene la matriz

M7t =[l,@d | AL@dy | J,® A | AL @ A

con a = 3y b= 4;las columnas de la matriz Z = WM 71, que corresponden
a este modelo son:

1 1 o 1 o0 0 1 0]
1 1 0 0 1 0 -1 0
1 1 0 0 1 0 -1 0
1 0 1 1 0 0 -1 0
s_|1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 -1 -1 -1 1 -1
1 0 1 -1 -1 -1 1 -1
1 -1 -1 0 1 0 1 o0
1 -1 -1 0 0 1 0 -1
|1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 |

Con la matriz Z anterior se calcula A definida en (20) y se prueba la
hipétesis (21), para cada uno de los factores e interacciones. La matriz de
contrastes y la suma de cuadrados tipo III obtenida a partir de este método es
la misma que la de la seccién anterior.

Asi por ejemplo, para el factor A, la matriz A = R'R, es:
[ 0,57 020 020 -0,57 —0,17 —0,08 —0,08 —0,40 0,17 0,17

0 022 022 0 044 022 022 —044 —044 —0,44
0 0 0 0 0 0 0 0

OO OO OO oo
SO oo oo oo
SO OO O oo
OO OO OO oo
SO OO O oo
S oo oo oo
jeoll e llen il an B en B e M @)
SO OO o oo
OO oo o oo
SO OO O oo

Finalmente los contrastes asociados al factor A con el modelo de medias de
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celda reparametrizado, y las respectivas sumas de cuadrados coinciden exacta-
mente con las obtenidas con el modelo de medias de celdas modificado.

En la construccion de las hipétesis y sumas de cuadrados tipo IV, se tuvo en
cuenta la definicién 5; y en concreto para el factor A se obtuvieron los siguientes
contrastes iniciales:

H24 — H34
H23 — 33
H12 — 132

a partir de los cuales se obtienen los contrastes tipo IV para el factor A:

H11 H12 13 Mi14 21 M22  M23 H24 31 32 M33  H34

00 0 00 0 05 05 0 0 —05 —05

LYy =
Alo 1 0 0 0 0O O 0 0O -1 0 0

vy la suma de cuadrados tipo IV para el factor A, obtenida a partir de la

expresion (25) da:
SCQA = 7,6666667

Los resultados de esta suma de cuadrados se resumen en la Tabla 2.

Tabla 2. Resumen del andlisis tipo III y IV para el arreglo factorial

3 x4
Factor | g.l. RIII(~|~) SSir SS1v
A 2 R(A | B,AB) | 8.147541 | 7.666666
B 3 R(B | A AB) | 2.112449 | 2.088235
AB 2 R(AB | A,B) | 0.081967 | 0.081967

8. Ejemplo sobre conectés en el modelo de me-
dias de celda

Se empleara la tabla 1 para mostrar cémo la conectés permite al investigador
probar las hipdtesis de interés, como si estuviera analizando un modelo con
todas las celdas llenas.

La conectés en el modelo de clasificacién a dos vias sin interaccion.

El investigador puede suponer que la interaccién entre los factores A y B
puede no ser de interés en su estudio y por lo tanto no tenerla en cuenta para
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el andlisis. Para ello, puede considerar la matriz de contrastes que define la
interaccién como una matriz G semejante a la planteada en (2) y tomar g =0
para este caso.

Esta restriccion lleva a la estimacién de todas las celdas como puede verse
a continuacién:

3,049
3,475
4,262
4,540
3,950
—1a 4,377
5,163
5,442
5,622
6,049
6,836
7,114

El investigador podréa generar contrastes que le permitan concluir respecto
a un factor principal; por ejemplo, si quiere probar la significancia del factor A
puede tomar el contraste:
H11 p12 pH13 p14 21 H22 H23 24 H31 M32 H33 134
11 1 1 0 0 O O -1 -1 -1 -1
o o o o 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

y emplear (15) para obtener la suma de cuadrados, construir (14) y probar
la significancia del factor A. La suma de cuadrados asociada al factor A es

SCQ 4 = 8,0846995

la cual corresponde con la suma de cuadrados tipo IV para el factor A en
el modelo sin interaccion. Para el factor B ocurre algo semejante.

9. Conclusiones

Se han propuesto dos métodos para la obtencién de la base de las funciones
estimables y las sumas de cuadrados tipo III y un método para la obtencién
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de las funciones estimables y las sumas de cuadrados tipo IV, a través de los
modelos de medias de celda desbalanceados con celdas vacias.

Las funciones estimables tipo III se obtuvieron para modelos de clasificacién
a dos vias con interaccién en presencia de celdas vacias y para cualquier modelo
a k-vias con interaccién en ausencia de celdas vacias. Para modelos a k-vias de
clasificacién sin interaccién siempre es posible obtener la base de las funciones
estimables.

Las funciones estimables tipo IV se pueden obtener para cualquier modelo a
k-vias con interaccién o sin interaccion en presencia o ausencia de celdas vacias.

Referencias

[1] BRYCE, G. R; SCOTT, D. T. & CARTER, M. W. Estimation and hy-
pothesis testing in liner models - A reparameterization approach to the cells

means model. En: Communications in Statistics. Vol 2. 1980. P 131 - 150.

[2] FREUND, R. J. The case of missing Cells. En: The American Statistician.
Vol 34. 1980. P 94 - 98.

[3] GOODNIGHT, J. H. The sweep operator : Its importance to statistical
computing. En: Proceedings of the Eleventh Interface of Statistics and Com-
puter Science. Institute of Statistics, N. C. State University., Raleigh, N. C.
1978.

[4] HOCKING, R. R. Methods and Applications of Linear Models. John Wiley
& Sons. N.Y. 1996.

[5] HOCKING, R. R; SPEED, F. M. & COLEMAN, A. T. Hypotheses to be
tested with unbalanced data. En: Communications in Statistics. Vol 2. 1980.
P 117 - 129.

[6] HUDSON, G. F. & SEARLE, S. R. Hypothesis testing with type IV sums
of squares of the computer routine SAS GLM. En: Proceedings, 7th Annu.
SAS User

[7] JENNINGS, E. & WARD, J.H. Hypothesis Identification in the case of
missing cell. En: The American Statistician. Vol 36. 1982. P 25 - 27.

1] p— Los Modelos de Medias de Celda, una herramienta fundamental
en la Estadistica Industrial. Simposio de Estadistica. Rionegro, Antioquia.
1999.



110 Santana C. Lépez L.

[9] MELO, C. E. Hipdtesis Efectivas en Modelos de medias de celda, cons-
truccion a través del método de Murray - Smith. Bogota. 2000. Trabajo de
Especializacion en Estadistica. Universidad Nacional de Colombia. Departa-
mento de Matematicas y Estadistica.

[10] MURRAY, L.W. & SMITH, D.W. Estimability, Testability and Connec-
tedness in the cell means model. En: Communications in Statistics. Vol 14.
1985. P 1889 - 1917.

[11] RAO, C. R. On the lineal combination of observations an the general
theory of least Squares. Sankhya. 1945. P 237 - 256.

[12] SEARLE, S. R. Linear Models for Unbalanced Data. John Wiley & Sons.
N. Y. 1987.

[13] SEARLE, S. R. Arbitrary Hypothesis in Linear Models with Unbalanced
Data. Communications in Statistics - Theory and Methods. A(9)2. P 181-
200. 1980.



