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Resumen

En este articulo, el cual es de caracter divulgativo y estd basado en el
trabajo de Ferndndez, B. [4], consideraremos un tipo especial de sistema
de particulas en el espacio euclidiano d-dimensional R?, sujeto en su
evolucién a través del tiempo a migracion, reproduccién e inmigracién de
particulas. El objetivo central es estudiar el comportamiento asintético
del sistema.

1. Introduccion

Los sistemas infinitos de particulas son modelos matemaéticos de fenémenos
que se presentan en el campo de la fisica, la biologia y otras ciencias. Ellos
son utiles pues ofrecen aproximaciones para sistemas finitos muy grandes que
ocurren en la realidad tales como la descripcion de las colonias de bacterias o
la descripcién del crecimiento de tumores cancerosos.

Entre los trabajos realizados en ésta area se destacan los de Martin-Lof
[9], Gorostiza, L.G. & Kaplan, N. [7], Dawson, D.A. [2], Gorostiza, L.G. [8] y
Fernandez, B. & Gorostiza, L.G. [5].
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En este articulo, el cual es de caracter divulgativo y estd basado en el
trabajo de Ferndndez, B. [4], consideraremos un tipo especial de sistema de
particulas en el espacio euclidiano d-dimensional R?, sujeto en su evolucién a
través del tiempo a migracién, reproduccién e inmigracién de particulas. El
objetivo central es estudiar el comportamiento asintético del sistema.

Para lograr el objetivo hemos dividido el articulo en dos partes: En la
primera se daran los conceptos y resultados generales necesarios para la pre-
sentacion del modelo, y en la segunda, se hara la aplicacién de dicha teoria
general en la descripcion y andlisis del sistema de particulas objeto del estudio.

Consideramos el espacio S(R?) de las funciones ¢ : R? — R infinitamente
diferenciables, para las cuales, para todo p =0,1,2,...

d
= 4 INdL
(1) 61l Ogﬂg@p:g@jﬂ(ulzﬂ) |D"¢(z)| < oo,
donde * = (x1,...,74) € R k = (ky,...,kg) € N& (N¢ = N U {0}),
k| =ky+ -+ kg y Db = —2"

8:6’;1 -~8:ch ’
La ecuacién (1) define una norma en S(R9) para cada p y este sistema de
normas define en dicho espacio una topologia de espacio vectorial topolégico
localmente convexo. Asi mismo se define otro sistema de normas equivalentes

p d
(2) ol = > /Rd H(l + [a)P| D ¢ () P der,

|k|=0

las cuales inducen la misma topologia, y con esta topologia S(R?) es metrizable,
separable y completo. Definimos como S, (R%) al completado de S(R?) respecto
de la norma ||| - ||| . Si n < m, S;n(RY) C S, (RY) y S(RY) = N7, Sy (R?). Sean
S!(RY) y S'(R?) los espacios duales de S, (R?) y S(R?) respectivamente, a
S'(R%) se le conoce como el espacio de distribuciones temperadas de Schwartz.
El espacio S/, (R) es un espacio de Hilbert, con norma

[Fll-n = sup [(F, )],
il =1

donde F € S;,(R?), ¢ € S, (RY) y (F,¢) = F(¢).

Consideramos B(RY) (la o-dlgebra de Borel). El espacio M*(R?) de las
medidas 1 de Radon en (R, B(R%)), es decir, las medidas que son finitas para
conjuntos compactos. Para f € Cx(R?), la familia de funciones continuas con
soporte compacto, definimos

. f) = [ @)duta).
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Una sucesion (u,), de medidas de Radon se dice que converge vagamente a
una medida de Radon p, si (itn, f) — (i, f) para cada f € Cx(R9). Se dice

n—oo
que una medida p es temperada si existe p tal que

(e, (1 +]2]*)7P) < oo,

El espacio M (R?) con la topologia de la convergencia vaga es un espacio
metrizable, separable y completo, es decir, es un espacio polaco.
El espacio de las medidas temperadas se caracteriza por (ver [6]):

MF(RY) = MT(RY) N S"(RY).

Definicién 1.1. Sean (Q,F, P) un espacio de probabilidad y E un espacio
topoldgico con o-dlgebra de Borel B (es decir la o-adlgebra generada por los
conjuntos abiertos de E). Una aplicacién X : Q — F es un elemento aleatorio
o una variable aleatoria (v.a.) sobre € con valores en €&, si para todo B € €&,
XYB)eg.

Si X es una v.a., la distribucién Px de X, es una probabilidad sobre (E, &)
y esté definida por Px(A) := P(X~1(A)) para todo A € €.

Con esta definicién podemos observar que cualquier medida de probabilidad
sobre un espacio topolégico es la distribucion de alguna v.a. sobre algtin espacio
de probabilidad.

Definicién 1.2. Una medida de probabilidad u en (R%,B(R%)) se llama gaus-
siana, si su funcién caracteristica

) i= [ e utn)
Rd
estd dada por
fi(y) = W =3@Quuy) -y c RY,

donde m,, es el vector medio y Q,, : R? — R es un operador lineal positivo
llamado operador de covarianza (su matriz respecto a la base candnica se llama
la matriz de covarianza), (-,-) denota el producto interno.

Ademds se tiene que:

o) = [ @utdo). ye R

¥y que
Q) = [ {2 = (.l a) (2. mlade).
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Definicién 1.3. Una medida gaussiana p en (R, B(R%)) se llama estandar, si
es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en R y su funcién
de densidad esta dada por
e llzll?/2
p(r) = Wa
entonces, si 1 es una medida gaussiana estdndar en (R, B(R?)), su funcién
caracteristica viene dada por

fi(z) = e~ lI=I?/2,

por lo que p tiene valor medio cero y operador de covarianza @ = I, con [ la
identidad.

2. Variables aleatorias en S'(R?)

Consideramos el espacio de las distribuciones temperadas S’(R?) con la
topolo-
gia fuerte y denotemos por B(S’) a la o-algebra de Borel de S’(R%).

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Sea X : Q — S'(R?) una variable
aleatoria, entonces a cada w € 2 se le estd asociando un funcional lineal con-
tinuo X (w) tal que X (w)(¢) = (X (w),¢) := (X, ¢)(w), ¢ € S(RY). Si d =1,
decimos que X es una v.a. generalizada y si d > 1 decimos que X es un campo
aleatorio generalizado. X puede verse como un sistema de v.a. reales sobre el
espacio de probabilidad mencionado,

{(X,0),6 € SR},

con espacio de parametros S(R?), tales que para cada w, (X, ¢)(w) es continua
y lineal en ¢.

Definicién 2.1. Sea X = {(X, ¢), ¢ € S(R?)} una v.a. con valores en S’(R%)
definida sobre (£, F, P). El funcional caracteristico de X se define como

Ox(¢) == E (ei<X=¢>) . e SRY,

es una funcién a valor complejo definida sobre S(R?).

Observaciones.

C-1. Cx(¢) es definida positiva, esto es,

> a;arCx(d; — ¢x) =0, neN,a; €C, ;0 € S(R?).
7.k
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C-2. Cx(0)=1.
C-3. Cx(¢) es continua en ¢ = 0.

Definicién 2.2. Sea p una medida de probabilidad sobre (S’(R%),B(S")), se
define el funcional caracteristico de p como

Culo)i= [, Ot g < SR

Definicién 2.3. Un funcional con valores complejos C(¢), ¢ € S(R?), se llama
un funcional caracteristico si C(¢) = C(¢) para alguna medida de probabili-
dad pu.

Si X es una v.a. con valores en S’'(R9) y P es su distribucién, Cx = Cp.

La correspondencia y — C,, es 1-1, es decir, si C,, = C,, entonces p = v
(ver [4]).

Teorema 2.4 (Bochner-Minlos). Un funcional a valores complejos C(9),
¢ € S(RY) es un funcional caracteristico si existe una v.a. X tal que
C(¢) = Cx(9) y satisface las condiciones C-1, C-2, C-3 de las observaciones.

Para la demostracién ver [4].
El teorema anterior nos permite probar la existencia de una medida de
probabilidad p tal que su funcional caracteristico estd dado por

Cu(d) = e 21917 ¢ e S(RY).

Si X,Y son dos v.a. con valores en S’'(R?) definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad, entonces la variable aleatoria aX + bY en S'(R?) estd definida
por

(aX +bY) = {a(X, ¢) + b(Y,9),¢ € S(RT)}.

La derivada X’ de una v.a. en S’'(R) estd definida por
X/(’LU) ={-(X, ¢,>(w)7 ¢ € S(R)},

donde ¢’ es la derivada de ¢.

Notemos que la derivada de un proceso ordinario no necesariamente existe, o
si existe no necesariamente es del mismo tipo del proceso, en cambio la derivada
de una v.a. con valores en S’(R?) siempre existe y es una v.a. con valores en

S'(RY).
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Definicién 2.5. Si X es una v.a. con valores en S'(R%). A cada ¢ € S(R?)
le corresponde la v.a. real (X, ¢). Si cada una de estas variables tiene media
mx (¢), continua en ¢, entonces mx (-) es un funcional lineal continuo definido
en S(R?) llamado la media de la v.a X.

Si la media de la v.a. (X, ¢)(X, ) existe para toda ¢ y ¥ en S(R?), y es
continua en ambas funciones, llamamos a esta media el funcional de covarianza
de X y lo denotamos por Kx (¢,1).

Kx(¢,1) es un funcional bilineal positivo definido.

Definicién 2.6. Sea X una v.a. con valores en S'(R?%). Decimos que X es
gaussiana si su funcional caracteristico estd dado por

Cx(6) = exp (imx() - Kx(0,)) . 0 € S(R)

3. Procesos estocdsticos con valores en S'(RY)

Definicién 3.1. Un proceso estocéstico X = {X;,t > 0} con valores en S’ (R%)
es una coleccion de v.a. X; definidas sobre un espacio de probabilidad completo
(€, %, P) y con valores en (5" (R9),F(S")).

Definicién 3.2. Un proceso estocastico X = {X;,t > 0} con valores en S’(R?)
se llama gaussiano si la familia de v.a. reales {(X¢, ¢),t > 0,6 € S(R?)} forma
un sistema gaussiano, es decir, si para toda coleccién finita t1, ..., t,, en [0, 00)
Y @1, .., Om € S(R?), el vector aleatorio

(<Xt1 ) ¢1>7 T <Xt'rn7¢m>)
tiene distribucion gaussiana en R™.

Dos procesos estocdsticos X = {X;,t > 0 y YV = {Y;,t > 0} definidos
sobre el mismo espacio de probabilidad y con valores en S’(R?) son versiones

uno del otro si
P(X;=Y;)=1 paratodo ¢t>0.

4. Convergencia débil

Sea E un espacio topolégico y € la o-algebra de Borel de E. Estudiaremos
las medidas de probabilidad en €.

Definicién 4.1. Sea (P, ), una sucesién de medidas de probabilidad en & y
sea P una medida de probabilidad en &, decimos que P,, converge débilmente
a P, denotado por P, = P, si para toda funcién real, acotada y continua en

S, [q fdPy — [4 fdP.
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Definicién 4.2. Sean X, (X, )nen variables aleatorias con valores en (E, €). La
sucesién (X, )nen converge en distribucién hacia X, se denota por

X, 4, X, si Px, = Px. Escribimos también X,, = P si P = Px.

n— oo

Teorema 4.3. Sea E un espacio topoldgico completamente reqular y P y Q
medidas de probabilidad sobre € (la o-dlgebra de Borel sobre E). Entonces P y

Q coinciden si y solo si
[ far= [ 1aa.

para todo f continua y acotada sobre E.

Con esto observamos que los valores de [ fdP para toda f € C(S) deter-
minan completamente los valores de P(A), A € &.
Los siguientes teoremas y corolarios se pueden ver en [1].

Teorema 4.4. P, = P siy sdlo si cada subsucesion (P, ), de (Py,), contiene
una subsucesion (Pp:)p tal que Ppr = P.

Sean (E,€) y (E’,¢') dos espacios topoldgicos completamente regulares y
h : E — E’ una aplicacién medible (respecto de las o-dlgebras de Borel de
E y E' respectivamente). Dada una medida de probabilidad P en (E, &) con-
sideramos la probabilidad transportada P, definida por P,(A’) = P(h=1(A")),
para toda A’ € @'. Sea h una funcién continua. Dada f una funcién continua
y acotada definida en E’, P, = P implica que

/(foh)dPn —>/(foh)dP.

Por lo anterior y por el teorema de la medida transportada obtenemos

/ ) (Pa)a(dy) — / F(9)Pa(dy).

A continuacién vamos a debilitar las condiciones, sobre h, suponiendo que h es
medible y dando condiciones para Dy, el conjunto de discontinuidades de h.

Teorema 4.5. Si P, = P y P(Dy) = 0, entonces (Py)n, = Py, cuando h es
medible.

Sih: E — F es medible y X es una variable aleatoria de E, entonces h(X)
es una variable aleatoria de E. Por lo tanto,

Corolario 4.6. Si X, - X y P(X € Dy) =0, entonces h(X,,) — h(X).
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4.1. Convergencia débil en S'(R?)

Primero introduciremos algunas definiciones y resultados necesarios para el
desarrollo de esta seccién.

Definicién 4.7. Sean H; y Hs dos espacios de Hilbert y sea A un operador
lineal, A : Hy — Hs. A se dice compacto si la imagen por A de un conjunto
acotado tiene clausura compacta.

Un operador A compacto puede ser representado por A = UT, donde
T : Hi — H; es un operador compacto positivo definido y U : H; — Hy
es una isometria. De acuerdo a esta representacién, A se puede escribir como:

(3) Az = Z An(x, en)1hn,
n=1

donde e, h,, son elementos de conjuntos ortonormales en H; y Hs respectiva-
mente, (z,e,) es el producto interno en Hy y A1, Az, ... son los valores propios
del operador 7', tales que lim,,_. o, A, = 0. Reciprocamente, toda serie como en
(3) define un operador compacto.

Definiciéon 4.8. Un operador compacto A : H; — Hs se llama nuclear si en

) .
Z Ap < 00.

El operador se llama de Hilbert-Schmidt si en (3)

oo
Z M\ < o0
n=1

Se sabe que todo operador nuclear es el producto de dos operadores de Hilbert-
Schmidt (ver [4]).

Si se define en un espacio vectorial E un sistema contable {|| - |.,n € N} de
normas de Hilbert (normas que provienen de productos escalares), las cuales
son compatibles en el siguiente sentido: Si {xy }ren es una sucesién de elementos
de E que converge a cero en la norma || - ||, ¥ es una sucesién fundamental en
la norma || - ||, entonces converge también a cero en esta tltima norma. En F
se puede definir una topologia inducida por la métrica d(x,y) definida como

—on_ 7=yl
d = E 27— L.
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Definicién 4.9. Un espacio vectorial E con la topologia inducida por un sis-
tema de normas compatibles {||-||,.,» € N} se dice que es un espacio de Hilbert
contable si es completo respecto de esta topologia. Denotamos por FE,, el com-
pletado de E respecto de la norma || - ||, y por z, a los elementos de E,, (son
elementos de E en el completado E,,).

Supongamos que j,, y p son medidas de probabilidad en (R¢,%8%) con fun-
ciones caracteristicas [i, y [ respectivamente, el teorema de continuidad de
Lévy se da como sigue (ver [4]):

Teorema 4.10 (Lévy). p, = p si y solo si fin(t) — [i(t) para cada t.

Existe una extension del teorema de Lévy (ver [4])para variable aleatorias
en el espacio E’, el dual de un espacio de Hilbert contable nuclear, como es el
caso de los espacios S(R?) y S’(R%):

Teorema 4.11. Sean i, y p medidas de probabilidad sobre S'(RY), el dual
fuerte del espacio contable nuclear S(RY) y sean fi, y i las funciones car-
acteristicas de pn, y de p respectivamente. Entonces p, = p si y solo si

iin(#) — j1(9) para cada ¢ € E.

4.2. Convergencia débil en D([0,00), S (R%))

Sea Dg/[oc] := D([0,00), S'(R%)) el espacio de todas las funciones definidas
en [0, 00) con valores en S’(R?) que son continuas por la derecha y tienen limites
por la izquierda en la topologia fuerte de S’(R?).

Primero definimos una topologia en este espacio de funciones. Dado un es-
pacio topoldgico E se denota por Dg := D([0,1], E) al espacio de todas las
funciones del intervalo [0, 1] en E continuas por la derecha con limites por la
izquierda. Sea I' la clase de todas las funciones continuas estrictamente cre-
cientes del intervalo [0, 1] sobre si mismo. En Dy se define la métrica

RIUEST0

d(z,y) = inf ¢ sup [z(t) —y(y(t))] + sup
Y€l | tefo,1] 5,t€[0,1]
s#t
El espacio Dy con la topologia inducida por esta métrica es un espacio métrico
separable y completo y esta topologia se le llama la topologia de Skorohod.
Denotamos por Dgloc] = D([0,00),R). Andlogamente en Dg;, con la
topologia || - ||, sobre S}, definimos la topologia de Skorohod inducida por
la métrica

| .
dy(zy) = inf 3 sup [2(t) — y(r(D)p+ sup [log =)
vl | tefo.1) s,t€[0,1] t—s

s#£t
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Igualmente Dg/ con esta topologia es un espacio métrico completo y separable.
Sea {|| - |Ix, A € A} la familia de seminormas definidas por

I1F][x = sup [(F, ¢)],
PEA

donde A es la familia de todos los subconjuntos acotados de S(R?), que definen
la topologia fuerte en S’(R?) y consideramos las siguientes semimétricas:

| N
dae.y) = inf { sup [la(®) —y(v(O)r + sup [log L)
7€ | tefo.] 5,t€[0,1] t—s

s#t

Sea Dg; := D([0,1], S/ (R%)). Dgr = U;il Dg; , esta igualdad se entiende como
igualdad de conjuntos. Con esta topologia Dg: es un espacio topolégico comple-
tamente regular (ver [4]). Dgs[oo] = |J,Z; Ds;(o0) es completamente regular,
Dr[oc] y Ds; [oc] son espacios métricos separables y completos.

Sea = : [0,1] — S’(R?) una funcién. Supongamos que z; — z, cuando
t — s. Por definicién de la topologia fuerte, para toda A € A, ||xy — 24]|]x — 0
cuando t — s. Si ¢ € S(RY), A = {¢} € A, entonces

z: — xsllggy = sup [(x — x5, 9)| = [z, 0) — (25, )],
pe{o}

es decir,
[{xt, d) — (xs,¢)| — 0,cuando t — s.

Sea ¢ € S(R?), definimos la funcién Il : Dgr — Dg por

Esta funcién Il es continua en z.

Lema 4.12. Sea ® = {¢;,i € N} un conjunto denso numerable de S(R?). En-
tonces para cada probabilidad P sobre Dg: existe un conjunto denso
Tp C [0,1] tal que para ¢q1,...,¢5 € P y iy, ..., t; € Tp, la aplicacion

i Dy - R
definida por
I (2) = ((a(t), 61, o (@(Em), b))

es continua excepto en un conjunto de medida cero.
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Demostracion. Acd hay una composicién de dos funciones
. k
Hg,,....¢p - Dgr — (DR)

definida por
H¢1:~~-7¢k (Z‘) = (<.’I}, ¢1>7 ) <J}, ¢k>) S (DR)k

I (DR)* — R*

definida por
TItete (m(l))_._7x(k)) — ((x(l)(t1)>,--~ ,<x(k)(tk)>) c R

para obtener

t1yeent _ TTt1,e-tk
H¢1,...,¢k _H OH¢17"~:¢k'

. .z t1,..,tk . . 4 . t; . .
La aplicacion 11, ¢’jk es continua si y sélo si II 4, €s continua para cada i y

como ésta tltima es la composicién de las funciones Ily, y II% y la primera se
sabe que es continua, basta probar que la segunda es continua. Pero es claro
que la aplicacién II¢ es continua si y sélo si para cada x € Dg, = es continua
en t.

Sea ¢ € S(R?), para una medida de probabilidad P sobre Dg/, sea Tg el
conjunto de las ¢ € [0, 1] para las cuales II* : II,Dg — R es continua excepto
en un conjunto de medida P igual a cero se tiene que ng es denso (ver [4]). Sea

Tp = ()T, ®={¢:icN}
ieN
Tp es denso y para t1,...,tx € Tp y ¢1,...,0, € ® la aplicacién H;ll"_':jt;k es
continua excepto en un conjunto de medida P igual a cero. Ademds Hf;l"_':jtgk

es medible para toda t,...,t; € [0,1] y ¢1,...,¢r en S(R?), ya que II* es
medible y II4 es continua. O

Sean A € B(R™), t; € T C[0,1], ¢, € @y m € N, sea By(Dg) la coleccién
de los conjuntos de la forma

{z € Dgr : ((wy,, P1), -+, (@1, Ok)) € A}

llamados cilindros finito dimensionales, donde ® es un subconjunto denso en
S(R?), T es un subconjunto denso en [0,1] y 1 € T. Entonces o(Bg) = Dsg.
Todos los resultados obtenidos anteriormente se pueden demostrar también
para Dg:[00].
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Definicién 4.13. Sea P una medida de probabilidad sobre Dg/[cc]. A las
medidas

-1
(P (H’;ll’;jjji;k) , bty €[0,00),  ¢1,..., ¢ € S(RY), m € N}

las llamamos distribuciones finito dimensionales de P.

Definicién 4.14. Sea X = {X;,t € [0,00)} un proceso estocéstico con valores
en S'(R%), cuyas trayectorias muestrales pertenecen a Dg:[co]. Para arbitrar-
08 ¢1,...,¢m € S(RY) y t1,...,tm € [0,00), se considera el vector aleatorio
(Xty, P1)s -5 (Xt,,, ¢m) € R™. Las distribuciones finito dimensionales de X
son las distribuciones finito dimensionales de estos vectores aleatorios.

Notemos que si X = {X;,t € [0,00)} vy Y = {V;,t € [0,00)} son dos pro-
cesos estocdsticos con trayectorias muestrales en Dg/[o0], cuyas distribuciones
finito dimensionales de X y Y coinciden, entonces, X y Y tienen la misma
distribucién.

Como una consecuencia del teorema 4.5 y de la proposicién 4.12 tenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 4.15. Sean {X"},en y X procesos estocdsticos con trayectorias

en S'(R%), tales que xX"-L.X. Entonces, si ® = {¢i,i € N} es un conjunto
denso en S(RY) y P es la distribucién de X, entonces existe un conjunto denso
Tp C [0,00) tal que, i ¢1,...,¢m € P yt1,... ,tm € Tp,

(X010, (XD )= (X, 1), -y (Xi s B

excepto en un conjunto de medida cero.

La convergencia débil de las distribuciones finito dimensionales no es una
condicion suficiente para la convergencia débil, sin embargo adiciondndole la
condicion que definiremos a continuacién se tiene el reciproco.

Definiciéon 4.16. Sea II una familia de medidas de probabilidad sobre un
espacio topolégico completamente regular (E, €). Se dice que II es secuencial-
mente relativamente compacta si cada sucesion de elementos de II contiene una
subsucesién débilmente convergente (si para cada sucesion { P, }nen existe una
subsucesién {P,, }ken y una medida de probabilidad @, no necesariamente en
IT tal que P, = Q) .

A continuacién daremos algunos resultados, los cuales son generalizacién de
los teoremas de convergencia débil, encontrados en [1], que nos permitirdn de-
mostrar la convergencia débil para procesos estocésticos con valores en S’ (R%).
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Proposicién 4.17. Sea {X"},en una sucesion de procesos estocdsticos en
Dg/[o0], ® = {¢n,n € N} un conjunto denso en S(R?) y T un conjunto denso
en [0,00). Si las distribuciones P™ de X™ forman una familia relativamente
compacta y para cualquier escogencia ¢1,...,¢pm € ®, t1,... .t €T, m €N,
las distribuciones del vector aleatorio

(<Xtri7¢1>7 RS <X:lma¢m>)

convergen débilmente a una distribucion de probabilidad en R™, entonces existe

un Unico proceso X en Dg/[o0] tal que xn-Lx.

Proposicién 4.18. Sea {P,}nen una sucesion de medidas de probabilidad so-
bre Dg:[oc]. Supongamos que para cada ¢ € S(RY) la sucesion {anﬁ{;l}neN es
relativamente compacta en Dg[oco]. Entonces la sucesion {Py}nen es relativa-
mente compacta en Dg/[00].

Estos resultados trasladan el problema de la compacidad relativa en Dg[o0]
a la compacidad relativa en Dg[oc], el cual es un espacio polaco.

Proposicién 4.19. Sea {X"},cn una sucesion de procesos estocdsticos en
Dg/[o0]. Supongamos que para cada ¢ € S(R?) la sucesion de distribuciones
de (X", ¢) es relativamente compacta en Dg[occ]. Entonces la sucesion de dis-
tribuciones de X™ en Dg/[00] es relativamente compacta en Dg/[o0].

Teorema 4.20. Sea {X"},en una sucesion de procesos estocdsticos en
Dgiloc], §1y = o((XS¢), s < t), = {¢;,i € N} un conjunto denso en
SRY) y T C [0,00) denso. Entonces, si para cada escogencia ¢1,. .., pm € @,
t1,...,t;y €T ym €N el vector aleatorio

(<thi7¢1>7 ey <lem;¢m>)

converge en distribucion a alguna distribucion de probabilidad en R™, y existe
8 >0 tal que para 7,0 > 0 existen variables aleatorias 7;@(6) > 0 tales que

(@) B |[(Xts0)— (X0 [50] < Eie0)50), 0<t<r,
Y

(5) ;im lim sup E ['y;’d,(é)] =0,

—0 pn—oo

existe un dnico proceso X en Dg/[0q] tal que

x4 x,
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Las demostraciones se pueden ver en [4].
Las condiciones (4) y (5) implican la compacidad relativa de {X"}. En la
siguiente proposicién se demuestra como verificarlas.

Proposicién 4.21. Sea X = {X;,t > 0} un proceso en Dg[oo] y sea
{Ft,t > 0} una filtracion tal que X; es adaptado a Fi. Si existen procesos
adaptados {Gél),t >0}y {Qt@),t > 0} tales que

t
M, = X, —/ oM (s)ds, t>0
0

es una martingala cuadrado integrable con proceso creciente (en la descomposi-
cion de Doob-Meyer)

t
/ 07 (s)ds, >0,
0
entonces para cada T >0 y 0 > 0 existe una v.a. v-(d) > 0 tal que
E((Xiys — Xt)2|3't) S E(-(0)8), 0<t<T

Una tal v.a. es

(@), 52 m)?
v(0) =206 sup 6,7 4+ sup <0t ) .
0<t<7+44 0<t<7+4

(Ht@) debe ser no negativa).

Demostracion.

E ((Xt45 — X0)?[31)

t+6 t t+9
=FE XHF/ 0 ds — th/ egl)ds—/ 0N ds
0 0 t

2

2

St

St

t+6 t+6 9
/ 1~ds/ |0§1)‘ ds|3.
t t

t+5
5/ |9g1)|2ds'§t] :

t

t+6
<2E [(Mygs — My)?[S:] + 2B (/ 1- 9(2“115)
t

<92E [(MH(; ~M,)?

&t} Y 2F

(6) =2E {(Mwé — M;)?

&] Y 2F
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Por otra parte

E[(Myys —M)?[8:] = E [Myys — 2Mi My s + M7 (3]
= E[My,6|3t] — 2M E[My16|30] + M7
= B[M?, ;|8 — M} = E[M?, s — M7 (3]

t+6 t t+6
M2 5 — / 0P ds — (Mf— / 9g2>ds) + / 0 ds
0 0 t
t+0
/ 0 ds|F, | .
t

reemplazando (7) en (6) se obtiene

=F

|

(7) —F

E((Xigs — X0)?[30)

t+6 t+6 9
<2E / 0@ ds|g, | + 28 5/ (agU) ds|3,
t t
t468 44 2
<2F / sup ng)ds’& +2F 5/ sup (99)) ds’%t
t 0<s<7+06 t 0<s<T+6

=<2F {5 sup 0P ds
0<s<7+46

2
St} +2F [52 sup (99)) ds
0<s<7+6

s
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