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Resumen

En el presente art́ıculo, el cual es de carácter divulgativo, se considera
un sistema de part́ıculas ramificadas, sujeto en su evolución a través del
tiempo a migración, reproducción e inmigración de part́ıculas y se estu-
dia el comportamiento asintótico del sistema.
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ciones, funcional caracteŕıstico, convergencia débil.

Abstract

In this article, we make a brief presentation of a special case of a
system of particles in the d-dimensional Euclidean space Rd, which evo-
lutions through time subject to migration and reproduction of particles.
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1. Introducción

Los sistemas infinitos de part́ıculas son modelos matemáticos que se pre-
sentan en el campo de la f́ısica, la bioloǵıa y otras ciencias. Ellos son útiles
pues ofrecen aproximaciones para sistemas finitos muy grandes que ocurren en
la realidad, tales como la descripción de la evolución de colonias de bacterias,
crecimiento de tumores cancerosos, etc.

El trabajo de Martin-Löf “Limit theorems for the motion of a Poisson sys-
tem of independent Markovian particles with high density” publicado en el año
1976 en Z. Wahrs.Verw.Geb. Vol. 34 es quizás el antecedente matemático más
importante en el estudio de esta clase de sistemas.

De acuerdo a lo expresado por Begoña Fernández en su trabajo “Teore-
mas ĺımites de alta densidad para campos aleatorios ramificados”, Aportes
Matemáticos. Sociedad Mat. Mexicana 1986, la importancia del trabajo de
Martin-Löf radica en el hecho de que en él se relacionan dos aspectos distin-
tos de la teoŕıa de la difusión: el probabiĺıstico y el f́ısico. En la teoŕıa de la
probabilidad se estudia el movimiento aleatorio de una part́ıcula individual y
se considera la densidad de probabilidad para su posición en el espacio. En la
teoŕıa f́ısica se estudia un gas de part́ıculas y se considera la densidad real µ
de part́ıculas en el espacio. En este caso µ es una cantidad aleatoria pues las
part́ıculas se mueven aleatoriamente. Puesto que aún en un volumen infinite-
simal de gas hay muchas part́ıculas, entonces en algún sentido la densidad es
grande y las fluctuaciones deben ser muy pequeñas, por lo que la densidad real
puede ser aproximada por su promedio, el cual está dado por la densidad de
probabilidad.

A partir del trabajo de Martin-Löf otros matemáticos se han interesado en el
estudio del comportamiento asintótico de sistemas infinitos. Entre los trabajos
realizados se destacan los siguientes:
Gorostiza, L.G, Kaplan, N. [11], D.A. Dawson y Gorostiza, L.G. [5], Gorostiza,
L.G. [9], Gorostiza L.G., Porter, M., Rodrigues E. [12].

Es claro que a medida que el modelo se generaliza, los métodos para su
análisis se hacen cada vez más complejos.

En este art́ıculo, que es de carácter divulgativo y está basado en el trabajo
de Fernández, B. [7] se considera un tipo especial de sistema de part́ıculas
en el espacio euclidiano d-dimensional Rd, sujeto en su evolución a través del
tiempo a migración, reproducción e inmigración de part́ıculas. En la primera
parte del presente art́ıculo [3], se trabajaron los conceptos y los resultados
generales necesarios para la presentación del modelo. En esta segunda parte, se
hará la aplicación de dichos resultados en la descripción y análisis del sistema
de part́ıculas objeto del estudio.
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1.1. Presentación del modelo

Consideremos entonces un sistema de part́ıculas en el espacio euclidiano d-
dimensional Rd sujeto en su evolución a través del tiempo a emigración, repro-
ducción e inmigración de part́ıculas. Suponemos que el sistema está definido
sobre un espacio de probabilidad (Ω, F, P ) y que:

En el tiempo inicial t = 0, las part́ıculas están distribuidas de acuerdo a
un campo aleatorio de Poisson homogéneo con intensidad γ > 0, esto es, si N0

denota el número inicial de part́ıculas, entonces

(i)

N0 : Ω → M+(Rd)

w → N0(w) : B(Rd) → R
A → N0(w, A)

Si A y B son conjuntos Borel disyuntos y tienen medida de Lebesgue
finita, entonces

N0(A) : Ω → R y N0(B) : Ω → R
w → N0(w, A) w → N0(w, B)

son variables aleatorias de Poisson independientes con parámetros γλ(A)
y γλ(B) respectivamente (donde λ es la medida de Lebesgue).

(ii) Al transcurrir el tiempo, cada part́ıcula emigra independientemente de
las otras con un movimiento Browniano estándar en Rd. Esto es, la pro-
babilidad de transición tiene densidad dada por

p(t, x, y) =
1√
2πt

exp
(
−‖x− y‖2

2t

)
, x, y ∈ Rd, t ≥ 0.

(iii) Cada part́ıcula se reproduce independientemente de las otras y de la emi-
gración, de acuerdo a una ley de ramificación (pn)n, donde
pn := P (“n hijas”). Después de un tiempo de vida distribuido con distri-
bución exponencial con parámetro ν. Las nuevas part́ıculas aparecen en
el mismo lugar en el que se ramificaron sus progenitoras y se reproducen
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y emigran de la misma manera. Se supone que la ley de ramificación tiene
varianza finita y se denotará su media y su segundo momento factorial
por m1 y m2 respectivamente.

De la teoŕıa básica de los procesos de ramificación se sabe que el paráme-
tro de Malthus α, en este caso, está dado por α = ν(m1 − 1). El proceso
se denomina cŕıtico, subcŕıtico o supercŕıtico, según si α = 0, α < 0 o
α > 0 respectivamente.

(iv) Part́ıculas de una fuente externa inmigran en Rd de acuerdo a un campo
aleatorio de Poisson en espacio tiempo Rd × R+

0 con intensidad β > 0.

(a) N
(2)
t := # de part́ıculas que inmigran en el tiempo t. Entonces

N
(2)
t : Ω → M+(Rd)

w → N
(2)
t (w) : B(Rd) → R

A → N
(2)
t (w,A)

es una v.a.

(b) Si A y B son conjuntos Borel disyuntos y tienen medida de Lebesgue
finita, entonces

N
(2)
t (A) : Ω → R y N

(2)
t (B) : Ω → R

w → N
(2)
t (w,A) w → N

(2)
t (w, B)

son v.a. independientes con distribución Poisson con parámetros
βλ(A) y βλ(B) respectivamente.
Cada part́ıcula inmigrante emigra y se reproduce independientemen-
te de las demás, según lo descrito en (ii) y (iii).

1.2. Metodoloǵıa

El proceso N = {Nt, t ≥ 0}, donde para cada A ∈ B(Rd) se tiene que

Nt(A) : Ω → R
w → Nt(w, A) = # de part́ıculas del sistema en A ∈ B(Rd)

se llama campo aleatorio ramificado con inmigración.
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Es claro que Nt(A) =
∑∞

i=1 δxi(t)(A), donde xi(t) representa la posición de
la i-ésima part́ıcula presente en t.

Por otra parte, observamos que el sistema está compuesto por dos subpo-
blaciones: las part́ıculas cuyo primer ancestro es una part́ıcula inicial y aquellas
que provienen de part́ıculas inmigrantes. Esto es,

Nt = N
(1)
t + N

(2)
t ,

donde N
(1)
t (A) (resp. N

(2)
t (A)) denota el número de part́ıculas presentes en el

tiempo t provenientes de part́ıculas iniciales (resp. inmigrantes) con posiciones
en A. Denotaremos por NT = {NT

t , t ≥ 0} el proceso definido anteriormente,
pero con densidad inicial igual a γT y densidad de inmigración igual a βT .
Dichos procesos se conocen como procesos de alta densidad y el objetivo es
estudiar el comportamiento asintótico cuando T →∞.
Tenemos

NT
t : Ω → M+(Rd)

w → NT
t (w) : B(Rd) → R

A → NT
t (w, A).

Se probará que

(1) Para 〈NT
t , φ〉 la v.a. definida por

〈NT
t , φ〉 : Ω → R

w → 〈NT
t (w), φ〉 =

∫

Rd

φ(x)dNT
t (w, x),

se cumple:

E〈NT
t , φ〉 = Teαt[γ + β(1− e−αt)/α]

∫

Rd

φ(x)dx,

donde φ ∈ S(Rd).

(2) Para cada t ≥ 0

T−1〈NT
t , φ〉 L2

−→
T→∞

eαt[γ + β(1− e−αt)/α]
∫

Rd

φ(x)dx.

(3) Sea MT := NT−ENT

T 1/2 (proceso de fluctuaciones), entonces MT converge
débilmente en el espacio DS′ [∞].
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Para probar este último resultado se procede como sigue:

(i) Se verifica que si φ ∈ Sp(Rd), entonces

〈NT
t , φ〉 −

∫ t

0

〈
NT

s , ((1/2)∆ + α)φ
〉
ds, t ≥ 0

es una martingala (donde (1/2)∆ + α es el generador infinitesimal del
movimiento Browniano).

(ii) Para cada φ ∈ S(Rd)

〈MT
t , φ〉 −

∫ t

0

〈
MT

s , ((1/2)∆ + α)φ
〉
ds, t ≥ 0

es una martingala respecto a FT
t = σ(MT

s , s ≤ t).

(iii) Se demuestra la convergencia de MT cuando T →∞.

2. Demostraciones

Sea N = {Nt, t ≥ 0} un campo aleatorio ramificado. Denotamos por

〈Nt, φ〉 :=
∫

Rd

φ(x)dNt(x),

donde φ : Rd → R es una aplicación para la cual la expresión anterior tiene
sentido.

Se consideran N (1) y N (2) los números de part́ıculas que provienen de
part́ıculas iniciales e inmigrantes respectivamente. Sea {Ak}k∈N una sucesión
de conjuntos compactos en Rd con A1 ⊆ A2 ⊆ · · · y

⋃
k Ak = Rd. Se supone

que el campo aleatorio de Poisson inicial y el campo aleatorio de Poisson de la
inmigración están restringidos a Ak y Ak × [0, tm] respectivamente (esto es, se
satisface (i), y si

A,B ∈ B(Rd) ∩Ak = {C ∩Ak : C ∈ B(Rd)},
con A ∩ B = ∅, λ(A) < ∞, λ(B) < ∞, entonces N0(A) y N0(B) son v.a.
de Poisson independientes, con parámetros γλ(A) y γλ(B) respectivamente).
Se denotará por 〈N (1)

tj
, φj〉Ak

y 〈N (2
tj

, φj〉Ak
a las restricciones de 〈N (1)

tj
, φj〉 y

〈N (2)
tj

, φj〉 a la condición dada, esto es,

〈N (1)
tj

, φj〉Ak
=

N0∑

i=1

〈Nxi
tj

, φj〉
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donde N0 es un campo aleatorio de Poisson sobre Ak con parámetro γ y Nxi
tj

(C)
denota el número de part́ıculas en C en el tiempo tj que provienen de la part́ıcu-
la en N0 en posición xi. Análogamente

〈N (2)
tj

, φj〉Ak
=

N1∑

i=1

〈Nxr
tj−τr

, φj〉,

donde Nxr
tj−τr

(C) denota el número de part́ıculas presentes en C en el tiempo
tj que provienen de la part́ıcula que inmigró en el tiempo τr en la posición xr.
N1 es un campo aleatorio de Poisson sobre Ak × [0, tj ] con parámetro β.

Como 〈Ntj
, φ〉 = 〈N (1)

tj
, φ〉 + 〈N (2)

tj
, φ〉 y N (1) y N (2 son independientes,

entonces la función caracteŕıstica del vector aleatorio

(〈Nt1 , φ1〉Ak
, 〈Nt2 , φ2〉Ak

, . . . , 〈Ntm
, φm〉Ak

)

es el producto de las funciones caracteŕısticas de los vectores

(1)
(
〈N (1)

t1 , φ1〉Ak
, 〈N (1)

t2 , φ2〉Ak
, . . . , 〈N (1)

tm
, φm〉Ak

)

y

(2)
(
〈N (2)

t1 , φ1〉Ak
, 〈N (2)

t2 , φ2〉Ak
, . . . , 〈N (2)

tm
, φm〉Ak

)
.

Sea F1,Ak
(u1, . . . , un) la función caracteŕıstica de (1), esto es,

F1,Ak
(u1, . . . , un) = E


exp



i

m∑

j=1

uj〈N (1)
tj

, φj〉Ak








=
∞∑

n=0

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈N (1)
tj

, φj〉Ak





∣∣∣∣∣N0 = n


P (N0 = n).

Como N0 es un campo aleatorio sobre Ak con parámetro γ, entonces

P (N0 = n) = P (N0(A) = n) =
γn[λ(Ak)]ne−γλ(Ak)

n!
.

Por otra parte como bajo la condición N0 = n se tiene que

〈N (1)
tj

, φj〉Ak
=

n∑

i=1

〈NXi
tj

, φj〉Ak
,
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donde los X1, X2, . . . , Xn son v.a. i.i.d. con distribución uniforme en Ak (pues
los n puntos están independiente y uniformemente localizados en Ak). Por lo
tanto,

F1,Ak
(u1, . . . , un)

=
∞∑

n=0

γn[λ(Ak)]ne−γλ(Ak)

n!
E


exp



i

m∑

j=1

uj

n∑

l=1

〈NXl
tj

, φj〉Ak






 .

Como las v.a.
∑m

j=1 uj〈NXl
tj

, φj〉Ak
, l = 1, 2, . . . , n son independientes e igual-

mente distribuidas, entonces la función caracteŕıstica de la suma es igual al
producto de las funciones caracteŕısticas, las cuales coinciden con la función
caracteŕıstica de

∑m
j=1 uj〈NX1

tj
, φj〉Ak

. Esto es,

F1,Ak
(u1, . . . , un)

=
∞∑

n=0

γn[λ(Ak)]ne−γλ(Ak)

n!

n∏

l=1

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈NXl
tj

, φj〉Ak








=
∞∑

n=0

γn[λ(Ak)]ne−γλ(Ak)

n!


E


exp



i

m∑

j=1

uj〈NX1
tj

, φj〉Ak











n

.

Como X1 tiene distribución uniforme en Ak, entonces

E (exp {i
m∑

j=1

uj〈NX1
tj

, φj〉Ak








= E


E


exp



i

m∑

j=1

uj〈NX1
tj

, φj〉Ak





∣∣∣∣∣X1








= E




∫

Ak

exp



i

m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉


 dx




=
∫

Ak

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉


 dx


 ,
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entonces

F1,Ak
(u1, . . . , un)

=
∞∑

n=0

γn [λ(Ak)]n e−γλ(Ak)

n!




∫

Ak

E exp{i
m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, ϕ〉dx




n

,

como −γλ(Ak) = −γ
∫

Ak
dλ = −λ

∫
Ak

dx, entonces

F1,Ak
(u1, . . . , un)

= e
−λ
R

Ak
dx

∞∑
n=0

(
γλ(Ak)

∫
Ak

E
(
exp

(
i
∑m

j=1 uj〈Nx
tj

, φ〉
))

dx
)n

n!
,

es decir,

F1,Ak
(u1, . . . , un) = e−γλ(Ak)e

γλ(Ak)
R

Ak
E
“

exp
“

i
Pm

j=1 uj〈Nx
tj

,φ〉dx
””

= e
γ
R

Ak
E
“
exp
“

i
Pm

j=1 uj〈Nx
tj

,φ〉
”
−1
”

dx
.

Análogamente se obtiene

F2,Ak
(u1, . . . , un)

= exp



β

∫ tm

0

∫

Ak

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈Nx
tj−s, φj〉



− 1


 dxds



 .

De donde la función caracteŕıstica de
(
〈N (1)

t1 , φ1〉Ak
, . . . , 〈N (1)

tm
, φm〉Ak

)
es

exp



γ

∫

Ak

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉


− 1


 dx

+ β

∫ tm

0

∫

Ak

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈Nx
tj−s, φj〉



− 1


 dxds



 .

Tomando ĺımite cuando k → ∞ se obtiene que la función caracteŕıstica del
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vector aleatorio (〈Nt1 , φ1〉, . . . , 〈Ntm , φm〉) es

F (u1, . . . , un)

= exp


γ

∫

Rd

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉


− 1


 dx

+β

∫ tm

0

∫

Rd

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈Nx
tj−s, φj〉



− 1


 dxds


 ,

donde u1, . . . , um ∈ R.

Observación. Si m = 1, entonces

F (u1) = exp
{

γ

∫

Rd

E
(
exp

{
iu1〈Nx

t1 , φ1〉
}− 1

)
dx

+β

∫ t1

0

∫

Rd

E
(
exp

{
iu1〈Nx

t1−s, φ1〉
}− 1

)
dxds

}
,

o lo que es lo mismo

F (u) = exp
{

γ

∫

Rd

E (exp {iu〈Nx
t , φ〉} − 1) dx

+β

∫ t

0

∫

Rd

E
(
exp

{
iu〈Nx

t−s, φ〉
}− 1

)
dxds

}
,

al derivar con respecto a u y evaluar la derivada en 0, se obtiene

E(〈Nt, φ〉) =
d

du

(
exp

{
γ

∫

Rd

E {exp {iU〈Nx
t , φ〉} − 1} dx

})

+
d

du

(
β

∫ t

0

∫

Rd

E
(
exp

{
iU〈Nx

t−s, φ〉
}− 1

)
dxds

)
,

como

d

du
(exp

{
γ

∫

Rd

E (exp {iu〈Nx
t , φ〉} − 1) dx

}) ∣∣∣∣∣
u=0

=exp
{

γ

∫

Rd

E
{

exp
{

iu〈N (2)
t , φ〉

}
− 1

}
dx

}
×

× γ

∫

Rd

d

du
E {exp {iu〈Nx

t , φ〉} − 1} dx

∣∣∣∣∣
u=0

=γ

∫

Rd

E〈N (2)
t , φ〉dx
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y

d

du

(
β

∫ t

0

∫

Rd

E
(
exp

{
iu〈Nx

t−s, φ〉
}− 1

)
dxds

)
= β

∫ t

0

∫

Rd

E(〈Nx
t−s, φ〉)dxds.

Entonces

E(〈Nt, φ〉) = γ

∫

Rd

E(〈Nx
t , φ〉)dx + β

∫ t

0

∫

Rd

E(〈Nx
t−s, φ〉)dxds.

Para m = 2, derivando en u1 = u2 = 0 se tiene una expresión para la covarianza
entre 〈Nt1 , φ〉 y 〈Nt2 , ψ〉:

Cov (〈Nt1 , φ〉, 〈Nt2 , ψ〉) =γ

∫

Rd

E(〈Nx
t1 , φ〉〈Nx

t2 , ψ〉)dx

+ β

∫ t

0

∫

Rd

E(〈Nx
t1−s, φ〉〈Nx

t2−s, ψ〉)dxds, t1 ≤ t2.

2.1. Generador infinitesimal

Sea L un espacio de Banach de funciones medibles, consideramos un semigrupo
{Tt, t ≥ 0} de operadores lineales fuertemente continuos, definidos sobre L, es
decir, se satisface la relación TsTtf = Ts+tf para todo f ∈ L y ĺımt→0+ Ttf = f
para todo f ∈ L.

Definición 2.1. Sea (Tt)t≥0 un semigrupo fuertemente continuo de operadores
lineales en S(Rd). El operador L : S(Rd) → S(Rd) se llama el generador
infinitesimal de (Tt)t≥0 si se satisface

Ttφ− φ =
∫ t

0

TsLφds =
∫ t

0

LTsφds,

para todo t ≥ 0, φ ∈ S(Rd).

Con esta definición se extiende a S(Rd) la propiedad usual de generador
infinitesimal de semigrupos (no necesariamente de contracciones) en espacios
de Banach.

Definición 2.2. Sobre C(Rd) se define el semigrupo Tα
t como sigue

Tα
t : C(Rd) → C(Rd)

φ → Tα
t φ : Rd → R

x → (Tα
t φ)(x),
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con (Tα
t φ)(x) = eαtTtφ(x), donde α es el parámetro maltusiano y Tt es el

semigrupo Browniano, esto es,

Ttφ(x) = (2πt)−d/2

∫

Rd

φ(y)e−‖y−x‖2/(2t)dy, t ≥ 0.

Se tiene que Tα
t tiene generador infinitesimal Aα = (1/2)∆ + α, con ∆ el

operador Laplaciano y puesto que la aplicación t → Tα
t es derivable, se cumple

además que d
dt (T

α
t ) = AαTα

t , entonces

Tα
t φ− φ =

∫ t

0

AαTα
s φds.

Para calcular expĺıcitamente E〈Nt, φ〉 y Cov(〈Nx
t1 , φ〉, 〈Nx

t2 , φ〉) se emplea el
argumento de renovación condicionado a la primera inmigración.

Para calcular E(〈Nx
t , φ〉) y Cov(〈Nx

t1 , φ〉, 〈Nx
t2 , φ〉) se usa la ecuación

E(〈Nx
t , φ〉) = E

(〈Nx
t , φ〉I{τ>t}

)
+ E

(〈Nx
t , φ〉I{τ≤t}

)
,

donde τ denota el tiempo de vida de la part́ıcula inicial (τ tiene distribución
inicial con parámetro V ). Si τ > t, entonces sólo tenemos una part́ıcula y Nx

t

es sólo un movimiento Browniano iniciado en x, por lo tanto,

E
(〈Nx

t , φ〉I{τ>t}
)

=
(

(2πt)−d/2

∫

Rd

φ(y)e−‖y−x‖2/2tdy

)
P (τ > t)

=
(∫

Rd

φp(t, x, y)dy

)
e−V t.

Por otra parte

E (〈Nx
t , φ〉I{τ≤t}

)

=
∫ t

0

V e−V sds

∫

Rd

p(s, x, y)dy

∞∑

k=0

pkE




〈
k∑

j=1

Ny,j
t−s, φ

〉
 ,

donde Ny,j
t−s(C) es el número de part́ıculas en C que provienen de la j-ésima

part́ıcula producida en la ramificación el tiempo s en la posición y, (t − s)
unidades de tiempo después del nacimiento. Como

E




〈
k∑

j=1

Ny,j
t−s, φ

〉
 = kE

(〈
Ny

t−s, φ
〉)

,
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entonces

E (〈Nx
t , φ〉) =e−V t

∫

Rd

φ(y)p(t, x, y)dy

+
∫ t

0

V e−V sds

∫

Rd

p(t, x, y)dy

∞∑

k=0

kpkV E
(〈Ny

t−s, φ〉
)
dy.

Como
∑∞

k=0 kpk = m1, se obtiene finalmente

E (〈Nx
t , φ〉) =e−V t

∫

Rd

φ(y)p(t, x, y)dy

+ m1

∫ t

0

V e−V s

∫

Rd

p(t, x, y)dyE
(〈Ny

t−s, φ〉
)
dyds.

Para obtener la integral de E (〈Nx
t , φ〉) respecto de x, se procede como sigue:

sea
F (x, t) = E (〈Nx

t , φ〉) ,

entonces se obtiene que

F (x, t) = e−V tTtφ(x) + V m1

∫ t

0

e−V sTs(F (x, t− s))ds,

esto es,

F (x, t) = e−V tTtφ(x) + V m1

∫ t

0

e−V (t−s)Tt−sF (x, s)ds.

F (x, 0) = φ(x). Esta es una ecuación de evolución cuya solución está dada por

F (x, t) = eαtTt(φ)(x) = (Tα
t φ)(x),

entonces
∫

Rd

E (〈Nx
t , φ〉) dx = eαt

∫

Rd

Ttφ(x)dx = eαt

∫

Rd

φ(x)dx,

puesto que Tt es el semigrupo del movimiento Browniano. Con argumentos
similares se obtiene que
∫

Rd

E (〈Nx
s , φ〉〈Nx

t , ψ〉)

= eαt

(∫

Rd

φ(x)Tt−sψ(x)dx + m2V

∫

Rd

∫ s

0

eαrT2rφ(x)drTt−sψ(x)dx

)
.
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Si se considera el proceso N = {Nt, t ≥ 0} pero NT
0 con intensidad λT (en vez

de λ) se obtiene:

(3) E
(〈NT

t , φ〉) = T
[
γeαt + β(eαt − 1)/α

] ∫

Rd

φ(x)dx, t ≥ 0

y

(4) Cov
(〈NT

s , φ〉, 〈NT
t , φ〉) = TC(s, φ, t, ψ),

donde C(s, φ, t, ψ) =Cov (〈Ns, φ〉, 〈Nt, φ〉).
De las anteriores expresiones se obtiene la ley de los grandes números:

T−1〈NT
t , φ〉 L2

−→
T→∞

eαt[γ + β(1− e−αt)/α]
∫

Rd

φ(x)dx.

Consideramos ahora el proceso

(5) MT =
NT − ENT

T
1
2

.

Haciendo uso del funcional caracteŕıstico y del teorema de continuidad de Levy
(en S′(Rd)) se demuestra que las distribuciones finito dimensionales del proceso
MT convergen débilmente en DS′ [∞] y que el ĺımite es un proceso generalizado
de Markov, gaussiano, centrado, continuo y que es solución débil de Langevin.
Para poder concluir la convergencia débil hay que probar la tirantez, que puede
hacerse de diferentes formas, una de ellas usando martingalas.

Teorema 2.3 (Ley de los grandes números). Para cada real t ≥ 0 y
φ ∈ S(Rd)

T−1〈NT
t , φ〉 L2

−→





eαt[γ + β(1− e−αt)/α]
∫

Rd

φ(x)dx, si α 6= 0,

[γ + βt]
∫

Rd

φ(x)dx, si α = 0,

cuando T →∞.



Sistemas Aleatorios Ramificados, segunda parte 111

Demostración. De la ecuación (3) se obtiene

E

(
T−1〈NT

t , φ〉 −
[
γeαt +

β(eαt − 1)
α

] ∫

Rd

φ(x)dx

)2

=E

(
T−1(〈NT

t , φ〉)2 − 2T−1〈NT
t , φ〉

[
γeαt +

β(eαt − 1)
α

] ∫

Rd

φ(x)dx

+
(

γeαt +
β(eαt − 1)

α

∫

Rd

φ(x)dx

)2
)

=T−2E(〈NT
t , φ〉)2 − 2T−1E(〈NT

t , φ〉)
[
γeαt +

β(eαt − 1)
α

] ∫

Rd

φ(x)dx

+
([

γeαt +
β(eαt − 1)

α

] ∫

Rd

φ(x)dx

)2

=T−2E(〈NT
t , φ〉)2 − 2T−1T

[
γeαt +

β(eαt − 1)
α

]2 (∫

Rd

φ(x)dx

)2

+
([

γeαt +
β(eαt − 1)

α

] ∫

Rd

φ(x)dx

)2

=T−2Var (〈NT
t , φ〉) + T−2(E(〈NT

t , φ〉))2

−
([

γeαt +
β(eαt − 1)

α

] ∫

Rd

φ(x)dx

)2

=T−2Var 〈NT
t , φ〉 −→

T→∞
0.

A continuación veremos la convergencia de las distribuciones finito dimen-
sionales del proceso de fluctuación, para ello necesitaremos del siguiente lema
auxiliar.

Lema 2.4. Si una v.a. X real tiene momento finito de orden n, entonces

E(eiuX) =
n−1∑

k=0

(iu)k

k!
E(Xk) +

(iu)n

n!
[E(Xn) + δ(u)], u ∈ R,

donde δ → 0 cuando u → 0 y |δ(u)| ≤ 2E|x|n para toda u.

Sea MT = {MT
t , t ≥ 0} el proceso de fluctuaciones definido por (5).

Teorema 2.5 (Convergencia débil de las fluctuaciones). Existe un proceso
M = {Mt, t ≥ 0} Gaussiano centrado, con valores en S′(Rd) con funcional de
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covarianza

Cov (〈Ms, φ〉, 〈Mt, ψ〉)

=





eαt[γ + β(1− e−αs)/α]
∫

Rd

φ(x)Tt−sψ(x)dx, si α 6= 0,

[α + βs]
∫

Rd

φ(x)Tt−sψ(x)dx, si α = 0

+ eαtγm2V

∫ s

0

eα(s−r)

∫

Rd

φ(x)Tt+s−2rψ(x)dx

+





eαtβm2V

∫ s

0

eα(s−r)(1− e−αr)/α

∫

Rd

φ(x)Tt+s−2rψ(x)dxdr,

si α 6= 0

βm2V

∫ s

0

r

∫

Rd

φ(x)Tt+s−2rψ(x)dxdr, si α = 0,

para s ≤ t, tal que MT d−→M es DS′ [∞], cuando T →∞, donde

Ttφ(x) =
∫

Rd

φ(y)e−‖x−y‖2/(2t)(2πt)−d/2dy, t ≥ 0.

Demostración. Para la demostración debemos ver dos cosas:

(a) Las distribuciones finito dimensionales de MT convergen débilmente a las
correspondientes de M cuando T →∞.

(b) Compacidad relativa débil. Debemos demostrar que para cada φ ∈ S(Rd)
y FT

t,φ = σ(〈MT
s , φ〉, s ≤ t) se tiene que para cada τ > 0 y δ > 0, existen

v.a. γτ
T (δ) ≥ 0 tales que

E(|〈MT
t+δ, φ〉 − 〈MT

t , φ〉|2 | FT
t,φ) ≤ E

(
γτ

T (δ) | FT
t,φ

)
, 0 ≤ t ≤ τ,

y

ĺım
δ→0

ĺım sup
T→∞

E(γτ
T (δ)) = 0.

(a) Convergencia de las distribuciones finito dimensionales. Sean t1 ≤ · · · ≤ tm
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en [0,∞), φ1, . . . , φm en S(Rd) y u1, . . . , um en R, entonces

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈MT
tj

, φ〉







= E


exp



i

m∑

j=1

ujT
−1/2〈NT

tj
− ENT

tj
, φj〉








= E


exp



i

m∑

j=1

ujT
−1/2〈NT

tj
, φj〉 − i

m∑

j=1

ujT
−1/2E〈NT

tj
, φj〉








= exp



−iT−1/2

m∑

j=1

ujE〈NT
tj

, φj〉


 · E


exp



iT−1/2

m∑

j=1

uj〈NT
tj

, φj〉





 .

Como

E


exp



iT−1/2

m∑

j=1

uj〈NT
tj

, φj〉







= exp



γT

∫

Rd

E


exp



i

m∑

j=1

T−1/2uj〈NT
tj

, φj〉


− 1


 dx

+ βT

∫ tm

0

∫

Rd

E


exp



i

m∑

j=1

T−1/2uj〈Nx
tj

, φ〉


− 1


 dxds



 ,

entonces

E


exp



iT−1/2

m∑

j=1

uj〈NT
tj

, φj〉







= exp



T

∫

Rd

γE


e

i
mP

j=1
T−

1
2 uj〈NT

tj
,φj〉 − 1− iT−

1
2

m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉

 dx

+T

∫ tm

0

∫

Rd

βE


e

i
mP

j=1
T−

1
2 uj〈Nx

tj−s,φj〉 − 1− iT−
1
2

m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉

 dxds



 ,
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sumando y restando

1
2
γT−1

∑

j,k

ujukE(〈Nx
tj

, φj〉〈Nx
tk

, φk〉

y
1
2
βT−1

∑

j,k

ujukE(〈Nx
tj−s, φj〉〈Nx

tk−s, φk〉,

en la primera y en la segunda integral respectivamente, se tiene

E


exp



iT−1/2

m∑

j=1

uj〈NT
tj

, φj〉







=exp



T

∫

Rd


γE


e

i
mP

j=1
T−

1
2 uj〈Nx

tj
,φj〉 − 1− iT−

1
2

m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉



+
1
2
γT−1

∑

j,k

ujukE(〈Nx
tj

, φj〉〈Nx
tk

, φk〉)

 dx

+ T

∫ tm

0

∫

Rd


βE


e

i
mP

j=1
T−

1
2 uj〈Nx

tj−s,φj〉 − 1− iT−
1
2

m∑

j=1

uj〈Nx
tj−s, φj〉




+
1
2
βT−1

∑

j,k

ujukE(〈Nx
tj−s, φj〉〈Nx

tk−s, φj〉

 dxds



×

× exp



−

∫

Rd

1
2
γ

∑

j,k

ujukE(〈Nx
tj

, φj〉〈Nx
tk

, φj〉)dx

−1
2

∫ tm

0

∫

Rd

β
∑

j,k

ujukE(〈Nx
tj−s, φj〉〈Nx

tk−s, φj〉)dxds



 .

Haciendo

u = T−1/2,

X =
m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉
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y

X2 =
m∑

j=1

uj〈Nx
tj−s, φj〉,

se tiene:

E


exp



iT−1/2

m∑

j=1

uj〈NT
tj

, φj〉







= E(exp{iuX})

=
1∑

k=0

(iu)k

k!
EXk +

(iu)2

2!
E(X2) + δ(u)

= 1 + iT−
1
2 E




m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉

− 1

2
T−

1
2 E




m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉



2

+ δ(1)(T−
1
2 ),

y

E


exp



i

m∑

j=1

T−1/2uj〈Nx
tj−s, φ〉






 = E(exp{iuX})

=
1∑

k=0

(iT−1/2)k

k!
EXk +

(iT−1/2)2

2!
E(X2) + δ(2)(T−1/2),

reemplazando obtenemos:

E


exp



i

m∑

j01

uj〈MT
tj

, φj〉







= exp



−

1
2

∑

j,k

ujukC(tj , φj ; tk, φk)



×

× exp
{

T

∫

Rd

T−1δ(1)
x (T−1/2)dx + T

∫ tm

0

∫

Rd

T−1δ(2)
x (T−1/2)dxds

}
,
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donde

|δ(1)
x (T−1/2| ≤ 2E




m∑

j=1

uj〈Nx
tj

, φj〉



2

≤ KE

m∑

j=1

u2
j 〈Nx

tj
, φj〉2,

|δ(2)
x (T−1/2| ≤ 2E




m∑

j=1

uj〈Nx
tj−s, φj〉




2

≤ KE

m∑

j=1

u2
j 〈Nx

tj
, φj〉2

y como ∫

Rd

E〈Nx
tj

, φj〉2dx < ∞
y ∫ tm

0

∫

Rd

E〈Nx
tj−s, φj〉2dxds < ∞,

entonces se obtiene del teorema de la convergencia dominada que

ĺım
T→∞

E


exp



i

m∑

j=1

uj〈MT
tj

, φj〉







= ĺım
T→∞


exp



−

1
2

m∑

j,k

ujukC(tj , φj ; tk, φk)



 ·

· exp
{∫

Rd

δ(1)
x (T−1/2)dx

∫ tm

0

∫

Rd

δ(2)
x (T−1/2)dxds

}]

= exp



−

1
2

m∑

j,k

ujukC(tj , φj ; tk, φk)



 ,

pero esta última es la función caracteŕıstica de un vector aleatorio de dimen-
sión m, gaussiano centrado, con covarianzas C(tj , φj ; tk, φk). Por el teorema de
continuidad de Levy se sigue que el vector aleatorio

(〈MT
t1 , φ1〉, . . . , 〈MT

tm
, φm〉

)

converge en distribución a dicho vector aleatorio gaussiano cuando T →∞.

(b) Para demostrar la compacidad relativa, basta demostrar la convergencia
débil, por ello nuestro objetivo es demostrar que el proceso de fluctuación con-
verge débilmente. Ya hemos probado que las distribuciones finito dimensionales
del proceso convergen en distribución a las de un proceso Gaussiano centrado.
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Para poder concluir que el proceso de fluctuación converge en distribución a
un proceso Gaussiano centrado, debemos verificar que {MT

t , t ≥ 0} es relativa-
mente compacto. Para hacerlo debemos usar los siguientes resultados.

Sea X = {Xt, t ≥ 0} un proceso estocástico sobre (Ω,F, P ) con valores en
un espacio polaco (E, E) (es decir, un espacio métrico separable y completo),
donde E es la σ-álgebra de Borel de E y sea {Ft, t ≥ 0} una filtración tal que
X es adaptado a ella.

Definición 2.6. Un proceso estocástico X = {Xt, t ≥ 0} sobre (Ω, F, P ) con
valores en un espacio polaco (E, E)) es un proceso de Markov respecto de la
filtración {Ft, t ≥ 0} si para toda función f ∈ B(E) (el espacio de funciones
medibles definidas en E a valor real) se cumple que

(6) E(f(Xt+s)|Ft) = E(f(Xt+s)|Xt), s, t ≥ 0.

(6) nos permite definir un operador en B(E) tal que

(7) Tsf(Xt) = E(f(Xt+s)|Ft),

podemos ver que

Ts+uf(Xt) = E(ft+s+u)|Ft) = E(E(f(Xt+s+u)|Ft+s)|Ft)
= E(Tuf(Xt+s)|Ft) = TsTuf(Xt),

es decir, (Tt)t≥0 es un semigrupo de contracciones, ya que efectivamente se
cumple que ‖Tt‖ ≤ 1 para todo t ≥ 0.

Sea L ⊆ B(E) un subespacio de Banach, y sea (Tt)t≥0 un semigrupo de con-
tracciones definido sobre L, decimos que un proceso de Markov X corresponde
al semigrupo (Tt)t≥0 si

E(f(Xt+s)|Ft) = Tsf(Xt), f ∈ L.

Consideremos el semigrupo (Tt)t≥0 tal que Ttf(x) sea B(R+)⊗E-medible para
toda f ∈ L.

Teorema 2.7. Sea X = {Xt, t ≥ 0} un proceso estocástico sobre (Ω, F, P ) con
valores en un espacio polaco (E, E). Si X es proceso de Markov respecto de
la filtración {Ft, t ≥ 0} que corresponde al semigrupo (Tt)t≥0 de contracciones
sobre L con generador infinitesimal L, entonces para cada f ∈ D(L) el proceso
Y = {Yt, t ≥ 0} definido por

(8) Yt = f(Xt)−
∫ t

0

Lf(Xu)du, t ≥ 0,

es una martingala respecto a la filtración {Ft, t ≥ 0}.



118 Liliana Blanco y Myriam Muñoz

Si además Y es cuadrado integrable y f2 ∈ D(L), entonces existe un pro-
ceso creciente único A = {At, t ≥ 0} tal que Y 2 − A es una martingala y A
está definido por

At =
∫ t

0

[Lf2 − 2fLf ](Xs)ds, t ≥ 0

(ver [7]).

Demostración. Sea 0 ≤ s < t,

E(Yt|Fs) = Ys + E(f(Xt)|Fs)− f(Xs)− E

(∫ t

s

Lf(Xu)du
∣∣∣Fs

)

= Ys + Tt−sf(Xs)− f(Xs)−
∫ t

s

Tu−sLf(Xs)du

= Yt + Tt−sf(Xs)− f(Xs)−
∫ t−s

0

TuLf(Xs)du = Yt,

por las propiedades del operador infinitesimal.

Como se mencionó en el modelo, el movimiento de las part́ıculas se rige
por el movimiento Browniano y el tiempo de vida es exponencial, el proceso
NT = {NT

t , t ≥ 0} es un proceso de Markov. Se demostró también que NT toma
valores en M+

p (Rd), siendo éste un espacio polaco, entonces se puede aplicar
lo demostrado en el art́ıculo ”Sistemas de Ramificación I”. Sea B(M+

p (Rd)) el
espacio de todas las funciones continuas y acotadas de M+

p (Rd) en R y sea
F ∈ B(M+

p (Rd)) de la forma

F (µ) = f(〈µ, φ〉), f ∈ C2
b (R), φ ∈ S(Rd), µ ∈M+

p (Rd),

donde C2
b (R) es el espacio de las funciones reales definidas en R, con derivadas

continuas y acotadas hasta de segundo orden. Sea

L2(〈µ, φ〉) =f ′(〈µ, φ〉)〈µ, (1/2)∆φ〉+
1
2
f ′′(〈µ, φ〉)〈µ, ∆φ|2〉)

+ V

∫

Rd

∞∑
n=0

pn[f(〈µ, φ〉+ (n− 1)φ(x))− f(〈µ, φ〉)]µ(dx)

+ βT

∫

Rd

[f(〈µ, φ〉+ φ(x))− f(〈µ, φ〉)]dx.(9)
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Teorema 2.8. El operador L2 es el generador infinitesimal del proceso NT y
para cada f ∈ C2

b (R) y φ ∈ S(Rd), se tiene que

(10) f(〈NT
t , φ〉)−

∫ t

0

Tf(〈NT
s , φ〉)ds, t ≥ 0.

es una martingala respecto a la filtración Ft = σ
(〈NT

s , ψ〉, s ≤ t, ψ ∈ S(Rd)
)

para t ≥ 0.

Observemos que los términos del primer renglón de (9) corresponden al ge-
nerador infinitesimal del movimiento Browniano, el segundo de la ramificación
y el tercero de la inmigración. para f(x) = x la ecuación (9) queda como sigue

Tf(〈µ, φ〉) =
1
2
〈µ, (1/2)∆φ〉

+ V

∫

Rd

∞∑
n=0

pn[〈µ, φ〉+ (n− 1)φ(x)− 〈µ, φ〉]µ(dx)

+ β

∫

Rd

[〈µ, φ〉+ φ(x)− 〈µ, φ〉]dx

=〈µ, (1/2)∆φ〉) + V (m1 − 1)〈µ, φ〉+ βT (〈λ, φ〉)
=〈µ, (1/2)∆φ〉) + α〈µ, φ〉+ βT (〈λ, φ〉),

donde λ es la medida de Lebesgue en Rd, aśı por el teorema 2.8

〈NT
t , φ〉 −

∫ t

0

[〈
NT

s , ((1/2)∆ + α)φ
〉

+ βT 〈λ, φ〉] ds, t ≥ 0,

también es una martingala.

Corolario 2.9. Si se comienza con una sola part́ıcula en el punto x y no hay
inmigración, entonces

〈NT
t , φ〉 −

∫ t

0

〈
NT

s , ((1/2)∆ + α)φ
〉
ds, t ≥ 0

es una martingala.

Teorema 2.10. Sea {X(n), n ∈ N} una sucesión de procesos estocásticos en
DS′ [∞], F

(n)
t,φ = σ(〈Xn

s , φ〉, s ≤ t), Φ = {φi, i ∈ N} un conjunto denso en S(Rd)
y T ⊆ [0,∞) denso. Entonces, si para cualquier escogencia φ1, . . . , φm ∈ Φ,
t1, . . . , tm ∈ T y m ∈ N se tiene que el vector aleatorio

(〈X(n)
t1 , φ1〉, . . . , 〈X(n)

tm
, φm〉)
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converge en distribución a alguna distribución de probabilidad en Rm, y si existe
β > 0 tal que para todo τ, δ > 0 existen v.a. γτ

n,φ(δ) ≥ 0 tales que

E
(
|
〈
X

(n)
t+δ, φ

〉
−

〈
X

(n)
t , φ

〉
|β

∣∣∣F(n)
t,φ

)
≤ E

(
γτ

n,φ(δ
∣∣∣F(n)

t,φ

)

para 0 ≤ t ≤ τ y
ĺım
δ→0

ĺım sup
n→∞

E
(
γτ

n,φ(δ)
)

= 0,

entonces existe un único proceso X en DS′ [∞] tal que X(n) d−→X.

Teorema 2.11. Sea X = {Xt, t ≥ 0} un proceso en DR[∞] y {Ft, t ≥ 0} una
filtración tal que X es Ft-adaptado. Si existen procesos adaptados {θ(1)

t , t ≥ 0}
y {θ(2)

t , t ≥ 0} tal que

Mt = Xt −
∫ t

0

θ(1)
s ds, t > 0

es una martingala cuadrado integrable con proceso creciente (en la descompo-
sición de Doob-Meyer):

∫ t

0
θ
(2)
s ds, t ≥ 0, entonces para cada τ > 0 existe una

v.a. γτ (δ) ≥ 0 con

E((Xt+δ −Xt)2|Ft) ≤ E(γτ (δ)|Ft), 0 ≤ t ≤ τ.

γτ (δ) puede ser tomada como:

γτ (δ) = 2
[
δ sup

0≤t≤τ+δ
θ
(2)
t + δ2 sup

0≤t≤τ+δ
(θ(1)

t )2
]

.

Para el proceso de fluctuaciones {MT
t , t ≥ 0} se tienen los siguientes resul-

tados:

Teorema 2.12. Para cada φ ∈ S(Rd) se tiene que

〈MT
t , φ〉 −

∫ t

0

〈
MT

s , ((1/2)∆φ + α)φ
〉
ds, t ≥ 0

es una martingala cuadrado integrable respecto a la filtración FT
t , con

FT
t = σ(MT

s , s ≤ t), t ≥ 0.

Teorema 2.13. El proceso MT = {MT
t , t ≥ 0} tiene una versión en DS′ [∞].
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Observación. Del teorema 2.12 se sigue entonces que existe un único proceso
creciente A = {At, t ≥ 0} tal que

(
〈MT

t , φ〉 −
∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2

−At

es una martingala, donde

θ
(1)
T,φ(s) :=

〈
MT

s , ((1/2)∆ + α)φ
〉
.

En este caso el proceso creciente A está dado por

At =
∫ t

0

θ
(2)
T,φ(s)ds,

donde

θ
(2)
T,φ(s) := T−1

〈
NT

s , |∆φ|2 + V (m2 −m1 + 1)φ2
〉

+ β〈λ, φ2〉.
Aplicando el teorema (2.11) se tiene que para cada τ > 0 y δ > 0 existe una
v.a. γτ

T (δ) ≥ 0 con

(11) E
((〈

MT
t+δ, φ

〉− 〈MT
t , φ〉)2

∣∣∣FT
t

)
≤ E

(
γτ

T (δ)|FT
t

)

para 0 ≤ t ≤ τ .
γτ

T (δ) puede ser tomado como

γτ
T (δ) = 2

[
δ sup

0≤t≤τ+δ
θ
(2)
T,φ(t) + δ2 sup

0≤t≤τ+δ

[
θ
(1)
T,φ(t)

]2
]

.

Como FT
T,φ ⊆ FT

t entonces la relación (11) sigue siendo válida si tomamos FT
t,φ

en lugar de FT
t . Por el teorema (2.10) se tiene que para verificar la convergencia

en distribución de nuestro proceso de fluctuaciones basta con probar que

ĺım
δ→0

ĺım sup
T→∞

E(γτ
T (δ)) = 0.

Como

E(γτ
T (δ)) = 2δE

(
sup

0≤t≤τ+δ
θ
(2)
T,φ(t)

)
+ 2δ2E

(
sup

0≤t≤τ+δ

[
θ
(1)
T,φ(t)

]2
)

,

entonces debemos verificar que

ĺım
δ→0

ĺım sup
T→∞

δ2E

(
sup

0≤t≤τ+δ

[
θ
(1)
T,φ(t)

]2
)

= 0
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y que

ĺım
δ→0

ĺım sup
T→∞

δE

(
sup

0≤t≤τ+δ
θ
(2)
T,φ(t)

)
= 0.

Para hacerlo vamos a buscar una cota superior para E

(
sup

0≤t≤τ+δ

[
θ
(1)
T,φ(t)

]2
)

,

lo cual equivale a encontrar una cota superior para E

(
sup

0≤t≤τ+δ

(〈MT
t , φ〉)2

)
y

una cota superior para δE

(
sup

0≤t≤τ+δ
θ
(2)
T,φ(t)

)
, lo cual equivale a encontrar una

cota superior para E

(
sup

0≤t≤τ+δ

(〈MT
t , φ〉)

)
.

Usando la desigualdad (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) tenemos

E

(
sup

0≤t≤τ+δ
〈MT

t , φ〉2
)

=E

(
sup

0≤t≤τ+δ

[(
〈MT

t , φ〉 −
∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)
+

∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

]2
)

≤2E

(
sup

0≤t≤τ

(
〈MT

t , φ〉 −
∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2
)

+ 2E

(
sup

0≤t≤τ

(∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2
)

.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que:
(∫ t

0

1 · θ(1)
T,φ(s)ds

)2

≤
∫ t

0

12ds ·
∫ t

0

(
θ
(1)
T,φ(s)

)2

ds = t

∫ t

0

(
θ
(1)
T,φ(s)

)2

ds,

entonces

E

(
sup

0≤t≤τ
〈MT

t , φ〉2
)
≤2E

(
sup

0≤t≤τ

(
〈MT

t , φ〉 −
∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2
)

+ 2E

(
sup

0≤t≤τ
t(

∫ t

0

(
θ
(1)
T,φ(s)

)2

ds

)

≤2E

(
sup

0≤t≤τ

(
〈MT

t , φ〉 −
∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2
)

+ 2E

(
τ(

∫ τ

0

(
θ
(1)
T,φ(s)

)2

ds

)
.
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Por la desigualdad de Doob para martingalas se tiene que:
[
E sup

0≤t≤τ

(
〈MT

t , φ〉 −
∫ t

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2
]1/2

≤ 2

[
E

(
〈MT

τ , φ〉 −
∫ τ

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2
]1/2

≤ 2
[
E

(〈MT
τ , φ〉2)]1/2

+ 2E

[(∫ τ

0

θ
(1)
T,φ(s)ds

)2
]1/2

.

Por otro lado,

E
(〈MT

t , φ〉)2
=T−1Var 〈NT

t , φ〉 = T−1 · T · C(t, φ; t, φ)

=eαt
[
γ + β

(
1− e−αt

)
/α

] ∫

Rd

φ(x)T0φ(x)dx

+ eαtγm2V

∫ t

0

eα(t−r)

∫

Rd

φ(x)T2(t−r)φ(x)dxdr

+ eαtβm2V

∫ t

0

eα(t−r)
(
1− e−αr

)
/α

∫

Rd

φ(x)T2(t−r)φ(x)dxdr.

Además se sabe que:
∫

Rd

∣∣φ(x)T2(t−r)φ(x)
∣∣ dx =

∫

Rd

|φ(x)||T2(t−r)φ(x)|dx

=
∫

Rd

d∏

j=1

(1 + |xj |)2
(1 + |xj |)2 |φ(x)||T2(t−r)φ(x)|dx

≤
∫

Rd

d∏

j=1

1
(1 + |xj |)2 sup

x

d∏

j=1

(1 + |xj |)2|φ(x)| sup
x
|T2(t−r)φ(x)|dx

≤
∫

Rd

d∏

j=1

1
(1 + |xj |)2 ‖φ‖

2
2dx = ‖φ‖22




∫

Rd

d∏

j=1

1
(1 + |xj |)2 dx


 =: K < ∞.

Por lo tanto,

E
(〈MT

t , φ〉)2 ≤
[
eαt

(
γ + β

(
1− e−αt

)
/α

)
+ eαtγm2V

∫ t

0

eα(t−r)dr

+ eαtβm2V

∫ t

0

eα(t−r) · 1− e−αt

α
dr

]
·K · ‖φ‖22.
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Si α > 0 se obtiene que:

E〈MT
t , φ〉2 ≤ M‖φ‖22e2αt,

donde M < +∞ es una constante. Luego

E
(
θ
(1)
T,φ(s)

)2

= E
(〈

MT
s , ((1/2)∆ + α)φ

〉2
)

≤ M · ‖((1/2)∆ + α)φ‖22 e2αs

y por ende
∫ τ

0

E
(
θ
(1)
T,φ(s)

)2

ds ≤ M · ‖((1/2)∆ + α) φ‖22
e2ατ − 1

2α
,

por lo tanto,

E

(
sup

0≤t≤τ

(
θ
(1)
T,φ

)2
)

= E

(
sup

0≤t≤τ

〈
MT

s , ((1/2)∆ + α) φ
〉2

)

≤ 2E

(
sup

0≤t≤τ

(〈
MT

t , ((1/2)∆ + α)φ
〉−

∫ t

0

θ
(1)
T,((1/2)∆+α)φ(s)ds

)2
)

+ 2τE

(∫ t

0

(
θ
(1)
T,((1/2)∆+α)φ(s)

)2

ds

)
.

Como
[
E

(
sup

0≤t≤τ

〈
MT

t , ((1/2)∆ + α)φ
〉−

∫ t

0

θ
(1)
T,((1/2)∆+α)φ(s)ds

)2
]1/2

≤2
[
E

〈
MT

s , ((1/2)∆ + α) φ
〉2

]1/2

+ 2τ1/2

[∫ t

0

E
(
θ
(1)
T,((1/2)∆+α)φ(s)

)2

ds

]1/2

,

entonces:
[
E

(
sup

0≤t≤τ

〈
MT

t , ((1/2)∆ + α) φ
〉−

∫ t

0

θ
(1)
T,((1/2)∆+α)φ(s)ds

)2
]1/2

≤ 2
(
M · ‖((1/2)∆ + α) φ‖22 e2αt

)1/2

+ 2
[
M · ‖((1/2)∆ + α) φ‖22

e2ατ − 1
2α

]1/2

= 2M1‖φ‖2eαt + 2τ1/2M1 ‖((1/2)∆ + α) φ‖2
(

e2ατ − 1
2α

)1/2

.
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Por consiguiente:

ĺım
δ→0

ĺım sup
T→∞

δ2E sup
0≤s≤τ+δ

(
θ
(1)
T,φ

)2

= 0.

Análogamente se verifica que

ĺım
δ→0

ĺım sup
T→∞

E sup
0≤s≤τ+δ

(
θ
(2)
T,φ

)2

= 0

y aśı
ĺım
δ→0

ĺım sup
T→∞

E (γτ
T (δ)) = 0.

3. Conclusiones

Se ha visto que en la demostración de la convergencia del proceso de fluctua-
ción juega un papel importante el proceso creciente de la martingala asociada.
Sin embargo, obtener expĺıcitamente el proceso creciente requiere en muchos
caso de cómputos bastante complejos, es por ello, que varios investigadores han
dedicado sus esfuerzos en obtener nuevos criterios de convergencia sin hacer uso
del proceso creciente [1], [4], [16].

Estos nuevos criterios han sido probados en la descripción del comporta-
miento asintótico de ciertos sistemas de part́ıculas ramificadas, por ejemplo
en [10] y [14], seŕıa interesante ver si estos criterios son aplicables al modelo
aqúı presentado.
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