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Resumen

En el presente articulo, el cual es de caracter divulgativo, se considera
un sistema de particulas ramificadas, sujeto en su evolucién a través del
tiempo a migracion, reproduccién e inmigracién de particulas y se estu-
dia el comportamiento asintético del sistema.
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Abstract

In this article, we make a brief presentation of a special case of a
system of particles in the d-dimensional Euclidean space R¢, which evo-
lutions through time subject to migration and reproduction of particles.
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1. Introduccidon

Los sistemas infinitos de particulas son modelos matematicos que se pre-
sentan en el campo de la fisica, la biologia y otras ciencias. Ellos son utiles
pues ofrecen aproximaciones para sistemas finitos muy grandes que ocurren en
la realidad, tales como la descripcion de la evolucién de colonias de bacterias,
crecimiento de tumores cancerosos, etc.

El trabajo de Martin-Lof “Limit theorems for the motion of a Poisson sys-
tem of independent Markovian particles with high density” publicado en el afio
1976 en Z. Wahrs.Verw.Geb. Vol. 34 es quizas el antecedente mateméatico mas
importante en el estudio de esta clase de sistemas.

De acuerdo a lo expresado por Begona Ferndndez en su trabajo “Teore-
mas limites de alta densidad para campos aleatorios ramificados”, Aportes
Matematicos. Sociedad Mat. Mexicana 1986, la importancia del trabajo de
Martin-Lof radica en el hecho de que en él se relacionan dos aspectos distin-
tos de la teoria de la difusién: el probabilistico y el fisico. En la teorfa de la
probabilidad se estudia el movimiento aleatorio de una particula individual y
se considera la densidad de probabilidad para su posicién en el espacio. En la
teoria fisica se estudia un gas de particulas y se considera la densidad real u
de particulas en el espacio. En este caso p es una cantidad aleatoria pues las
particulas se mueven aleatoriamente. Puesto que ain en un volumen infinite-
simal de gas hay muchas particulas, entonces en algin sentido la densidad es
grande y las fluctuaciones deben ser muy pequenas, por lo que la densidad real
puede ser aproximada por su promedio, el cual estd dado por la densidad de
probabilidad.

A partir del trabajo de Martin-Lof otros matematicos se han interesado en el
estudio del comportamiento asintético de sistemas infinitos. Entre los trabajos
realizados se destacan los siguientes:

Gorostiza, L.G, Kaplan, N. [11], D.A. Dawson y Gorostiza, L.G. [5], Gorostiza,
L.G. [9], Gorostiza L.G., Porter, M., Rodrigues E. [12].

Es claro que a medida que el modelo se generaliza, los métodos para su
andlisis se hacen cada vez més complejos.

En este articulo, que es de caracter divulgativo y estd basado en el trabajo
de Fernandez, B. [7] se considera un tipo especial de sistema de particulas
en el espacio euclidiano d-dimensional R?, sujeto en su evolucién a través del
tiempo a migracién, reproduccién e inmigracién de particulas. En la primera
parte del presente articulo [3], se trabajaron los conceptos y los resultados
generales necesarios para la presentacion del modelo. En esta segunda parte, se
hara la aplicacién de dichos resultados en la descripcién y andlisis del sistema
de particulas objeto del estudio.
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1.1. Presentacion del modelo

Consideremos entonces un sistema de particulas en el espacio euclidiano d-
dimensional R? sujeto en su evolucién a través del tiempo a emigracién, repro-
duccién e inmigracién de particulas. Suponemos que el sistema esta definido
sobre un espacio de probabilidad (Q,§, P) y que:

En el tiempo inicial ¢ = 0, las particulas estan distribuidas de acuerdo a
un campo aleatorio de Poisson homogéneo con intensidad v > 0, esto es, si Vg
denota el namero inicial de particulas, entonces

(i)
No: Q — MH(RY)
w — No(w) : B(R?) - R
A— N()(w,A)

Si A y B son conjuntos Borel disyuntos y tienen medida de Lebesgue
finita, entonces

No(A): Q - R y No(B): Q —R
w — No(w, A) w — No(w, B)

son variables aleatorias de Poisson independientes con pardmetros yA(A)
y YA(B) respectivamente (donde A es la medida de Lebesgue).

(ii) Al transcurrir el tiempo, cada particula emigra independientemente de
las otras con un movimiento Browniano estdndar en R¢. Esto es, la pro-
babilidad de transicion tiene densidad dada por

e —yl?

1
p(t?m7y):%exp( 2t>a IvyERdatZ(l

(iii) Cada particula se reproduce independientemente de las otras y de la emi-
gracién, de acuerdo a una ley de ramificacién (p,),, donde
pn := P(“n hijas”). Después de un tiempo de vida distribuido con distri-
bucién exponencial con pardmetro v. Las nuevas particulas aparecen en
el mismo lugar en el que se ramificaron sus progenitoras y se reproducen



100 Liliana Blanco y Myriam Munioz

y emigran de la misma manera. Se supone que la ley de ramificacién tiene
varianza finita y se denotard su media y su segundo momento factorial
por mj y me respectivamente.

De la teoria bésica de los procesos de ramificacién se sabe que el parame-
tro de Malthus «, en este caso, estd dado por a = v(m; — 1). El proceso
se denomina critico, subcritico o supercritico, segin si « = 0, « < 0 o
« > 0 respectivamente.

(iv) Particulas de una fuente externa inmigran en R? de acuerdo a un campo
aleatorio de Poisson en espacio tiempo R% x Rsr con intensidad § > 0.

(a) Nt@) := # de particulas que inmigran en el tiempo t. Entonces
N® . Q- MT(RY
w— NP (w) : BRY) > R
A— NP (w, A)

€S una v.a.

(b) Si Ay B son conjuntos Borel disyuntos y tienen medida de Lebesgue
finita, entonces

Nt(z) (4):Q—R y Nt(Q)(B) Q2 —-R
w — Nt(2) (w, A) w — Nt(2)(w7 B)

son v.a. independientes con distribuciéon Poisson con pardmetros
BA(A) y BA(B) respectivamente.

Cada particula inmigrante emigra y se reproduce independientemen-
te de las demds, segin lo descrito en (ii) y (iii).

1.2. Metodologia

El proceso N = {N;,t > 0}, donde para cada A € B(R?) se tiene que

N(A): Q—R
w — Ny(w, A) = # de particulas del sistema en A € B(R?)

se llama campo aleatorio ramificado con inmigracion.
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Es claro que Ni(A) = 3272, 04,1 (A), donde z;(t) representa la posicién de
la i-ésima particula presente en t.

Por otra parte, observamos que el sistema estd compuesto por dos subpo-
blaciones: las particulas cuyo primer ancestro es una particula inicial y aquellas
que provienen de particulas inmigrantes. Esto es,

Ny =NY 4 NP,

donde Nt(l)(A) (resp. Nt(Z)(A)) denota el niimero de particulas presentes en el
tiempo ¢ provenientes de particulas iniciales (resp. inmigrantes) con posiciones
en A. Denotaremos por NT = {N[I ¢ > 0} el proceso definido anteriormente,
pero con densidad inicial igual a v7T y densidad de inmigracién igual a GT.
Dichos procesos se conocen como procesos de alta densidad y el objetivo es
estudiar el comportamiento asintético cuando T' — oo.

Tenemos

NI :Q — M*T(RY)
w — NF(w) : B(RY) — R

A — NF(w, A).
Se probara que
(1) Para (NI, ¢) la v.a. definida por
(N{',¢): Q@ —R
w— (N (w).0) = | 6(@)iNT (w.z),

se cumple:
E(N[,¢) =Te v+ B(L—e ") /a] | ¢(x)de,
Rd
donde ¢ € S(R?).

(2) Para cadat >0

T—o0

TUNT, ¢y 2 ey + B )/ / o) dz.
Rd

(3) Sea MT := % (proceso de fluctuaciones), entonces M7 converge
débilmente en el espacio Dg[].
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Para probar este tltimo resultado se procede como sigue:

(i) Se verifica que si ¢ € S,(R?), entonces

(NT, ¢) /< A((1/2)A+a)¢)ds, t>0

es una martingala (donde (1/2)A + « es el generador infinitesimal del
movimiento Browniano).

(ii) Para cada ¢ € S(RY)
(MF ¢) /( (1/2)A+a)¢)ds, t>0

es una martingala respecto a g7 = o(MI, s < t).

(iii) Se demuestra la convergencia de M7 cuando T — oo.

2. Demostraciones

Sea N = {N;,t > 0} un campo aleatorio ramificado. Denotamos por
<Nt7¢> = Rd ¢($)dNt($),

donde ¢ : R? — R es una aplicacién para la cual la expresién anterior tiene
sentido.

Se consideran N y N los nimeros de particulas que provienen de
particulas iniciales e inmigrantes respectivamente. Sea {Ay}ren una sucesion
de conjuntos compactos en R? con A; C Ay C --- y Ui Ak = R?. Se supone
que el campo aleatorio de Poisson inicial y el campo aleatorio de Poisson de la
inmigracién estén restringidos a Ay y Ag x [0,t,,] respectivamente (esto es, se
satisface (i), y si

A,BeBRY)NA, ={CNA:CecBRY,

con ANB =0, AM(A) < oo, \(B) < oo, entonces No(A) y No(B) son v.a.
de Poisson independientes, con pardmetros yA(A) y yA(B) respectivamente).
Se denotard por (Nt(jl),qu>,4k y <Nt(j27¢j>Ak a las restricciones de <Nt(jl)7¢j> y

<Nt(j2), ¢;) a la condicién dada, esto es,

No

(ND 65 a, = S (NE )

=1
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donde Ny es un campo aleatorio de Poisson sobre Ay con pardmetro =y y ij" (@)
denota el nimero de particulas en C en el tiempo ¢; que provienen de la particu-
la en Ny en posicion x;. Andlogamente

Ny

(NP o), = S (NEL L 65),

i=1

donde Ny"_ . (C) denota el nimero de particulas presentes en C en el tiempo

t; que provienen de la particula que inmigré en el tiempo 7, en la posicién ..

N; es un campo aleatorio de Poisson sobre Ay X [0,t;] con pardmetro 3.
Como (Ny,,¢) = (Nt(jl),@ + <Nt(f),¢) y N v N@ son independientes,

entonces la funcién caracteristica del vector aleatorio

(<Nt15¢1>Aka <Nt27 ¢2>Aka sy <Ntma¢m>Ak)

es el producto de las funciones caracteristicas de los vectores

(1) (<Nt(11)7 ¢1>Ak7 <Nt(21)7 ¢2>Aka ceey <Nt(:,)7 ¢m>Ak>

y

<2) (<Nt(12)7¢1>14k7<Nt(22)7¢2>Ak?"'7< tm 7¢m> ) .

Sea Fy a,(u1,...,uy,) la funcién caracteristica de (1), esto es,
Fl,Ak(u17'°'7un) exp Z’LL‘7 N(17¢j

N():n P(N():TL)

:ZE exp Zuj j ,¢]
n=0

Como Ny es un campo aleatorio sobre Ay con parametro -, entonces

P(No = ) = P(No(A) = n) = L RAARN

Por otra parte como bajo la condicion Ny = n se tiene que

n

<Nt(1)a¢J>Ak = Z<Nt)j(i’¢j>z4k’

J
i=1
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donde los X7, X5, ..., X, son v.a. i.i.d. con distribucién uniforme en Ay (pues
los n puntos estdn independiente y uniformemente localizados en Ay). Por lo
tanto,

FLAk (ul, N ,un)
x n n,— X(Ak) m n
YA (Ag)] e
-y A e $ 5wy SN o),
n=0 ’ j=1 =1
Como las v.a. Z — t)f’,(bjmk, 1 =1,2,...,n son independientes e igual-

mente dlbtl‘lbUIdab entonces la funcién caracteristica de la suma es igual al

producto de las funciones caracteristicas, las cuales coinciden con la funcién
s m X1

caracterfstica de .7, u; (N ', &) a,. Esto es,

FLAk(’U,l,...,Un)
OO A M A ne—'y)\(Ak) n m
=y A )jﬁ exp Z (N7, ) a,
n=0 ) =1 j=1
x n MA nef'yA(Ak)
_§ rhtr o St
n=0 :

Como X tiene distribucién uniforme en Ay, entonces

Blepls S u0 )

=F|FE|exp zZuJ 7,,¢>] X1

I
<
=
]
%

iy ui (NS, @) ¢ dw

m

ZZ’UJJ<NZ,¢]> dzx ,

I
S
o
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entonces
Fl)Ak(ul, . ,un)
0 n n _—yA(Ag) m
" [A(AR)]" e , .
= Z - A Eexp{zZuj<th,ga>dx :
n=0 k j=1

como —yA(Ax) = — [, dA = =X [, dx, entonces

FLAk(Ul,...,'U/n)

s (A1) f, B (o i Z";”_l w (Vg 4))) dx)"7

n=0

es decir,

it ovt) = e NAN T L B0 0 102)

_ o, E(exp (i 72, uﬂN%,qﬁ))—l)dw'
Andlogamente se obtiene

FQ,Ak (ub s 7un)

tTrL m
= exp ﬁ/ / E | exp iZuj<N£75,¢j> —1 | dads
0o Ja, =

m

De donde la funcién caracteristica de ((]\ft(ll)7 D) Aps- - s <Nt(1)7 ¢m>Ak) es
m
exp 7/ E | exp iZuj(Ni,qu) —1|dx
Ak- j=1

tm m
+ 6/ / E | exp iZuj<NZ_S,¢j> — 1] dzds
0o Ja, =

Tomando limite cuando & — oo se obtiene que la funcién caracteristica del
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vector aleatorio ((N¢,,¢1),..., (N, ,dm)) €s
Flug, ... u,)

=& X ; NN AR d
eP[“Y/RdE(e p{Z;uJ(th,qs])} 1) -
+ﬁ/0 //RdE (exp{i;ug(ij_sv%)} - 1) dxds] ,

donde uq,..., U, € R.

Observacion. Si m = 1, entonces

Fluy) = exp {fy/RdE(eXp{iul(Nfl,fbﬁ} 1) de
+5/0“ /RE (exp {iur (NF . é1)} 1) dwds},

o lo que es lo mismo

F(u) =exp {W/Rd E (exp {iu(N7, )} — 1) dx

w/ot /RE (exp {iu(NE_,, )} — 1) dxds},

al derivar con respecto a u y evaluar la derivada en 0, se obtiene

E((N:, ¢)) :% <exp {W/Rd E {exp {iU(NZ, )} — 1} dx})
* % (ﬂ /Ot /R B (exp {iU(NE, 0)} 1) dxds) 7

como

% (exp {V/Rd B (exp {tu(N}', ¢)} — 1) dx}> |u—0

= exp {7/]1« E{exp {¢u<N§2),¢>} — 1}dm} x

d
<y / LB {exp {iu(N}, 6)} — 1} do

u=0
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Yy

4 (5 / t JC I B dxds) -5 t | BN oydods

Entonces

B0l = [ B0t 5 [ [ BN, o))dads.

Para m = 2, derivando en u; = us = 0 se tiene una expresién para la covarianza

entre (Ny,, @) y (N, ¥):

Cov (Niys ), (Negs ) =7 [ (NG 6 (N )

t
+8 / E(N? o ) NE o ))dads, 1 < to.
0 R4

2.1. Generador infinitesimal

Sea £ un espacio de Banach de funciones medibles, consideramos un semigrupo
{T,t > 0} de operadores lineales fuertemente continuos, definidos sobre L, es
decir, se satisface la relacion T, T f = Tsy¢f paratodo f € Ly limy g+ Ty f = f
para todo f € L.

Definicién 2.1. Sea (1}):>0 un semigrupo fuertemente continuo de operadores
lineales en S(R?). El operador L : S(R?) — S(R?) se llama el generador
infinitesimal de (7});>¢ si se satisface

t t
Tip— ¢ :/0 T, Lods :/0 LT,¢ds,

para todo t > 0, ¢ € S(RY).

Con esta definicién se extiende a S(R9) la propiedad usual de generador
infinitesimal de semigrupos (no necesariamente de contracciones) en espacios
de Banach.

Definicién 2.2. Sobre C(R%) se define el semigrupo T como sigue
TP : C(R?) — C(R?)
¢—TP¢:RY =R
z — (T79)(x),
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con (TE¢)(x) = e“Typ(x), donde « es el pardmetro maltusiano y T es el
semigrupo Browniano, esto es,

Ty(z) = (2mt)~4/2 dqs(y)e*\ly*mlf/(?ﬂdy, t>0.
R

Se tiene que T/ tiene generador infinitesimal A* = (1/2)A + a, con A el
operador Laplaciano y puesto que la aplicacién ¢ — T es derivable, se cumple
ademéds que & (T¢) = A*T, entonces

t
Te¢—¢ = / AT ¢ds.
0

Para calcular explicitamente E(Ny, ¢) y Cov((N{, ¢), (N{-, ¢)) se emplea el
argumento de renovacion condicionado a la primera inmigracién.
Para calcular E((N{,¢)) y Cov({N{, @), (N{, ¢)) se usa la ecuacién

E((NF,¢)) = E ((NF, ) I[(rsty) + E ((NF, ) [ (r<ty)

donde 7 denota el tiempo de vida de la particula inicial (7 tiene distribucién
inicial con pardmetro V). Si 7 > t, entonces s6lo tenemos una particula y NF
es s6lo un movimiento Browniano iniciado en x, por lo tanto,

E (N7, ) 7>1y) = (<2wt>—d/2 . qs(y)e-'y—w'z/”dy) P(r > 1)

- (/Rd ¢P(t,x’y)dy> e

Por otra parte

E((NY, ¢)I{r<s)

t [eS) k

=/ Ve*vsds/ p(s,z.y)dy Y prE <ZNE’_’JS, > :
0 Rd —
j=1

k=0
donde N7 (C) es el niimero de particulas en C' que provienen de la j-ésima

particula producida en la ramificacién el tiempo s en la posicién y, (t — s)
unidades de tiempo después del nacimiento. Como

k
E <ZN§/—057 ¢> =kE (<Nty—sa ¢>) )
j=1
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entonces

E((N?,¢)) =" / ()p(t, z,y)dy
Rd
+/0 Ve Vsds Adp(t,xay)dy;kkaE ((N{_,, 0)) dy.

Como Y72 kpr, = mq, se obtiene finalmente
E((Nf,¢)) =" | Wtz y)dy

t
+m1/ Ve‘VS/ p(t,z,y)dyE ((N{_,, ¢)) dyds.
0 R4

Para obtener la integral de E ((N}, ¢)) respecto de x, se procede como sigue:
sea,
F(a,t) = E((N;', ),

entonces se obtiene que
t
F(x,t) = e VT (x) + Vmy / e VST, (F(x,t — s))ds,
0
esto es,

¢
F(x,t) = e ViTip(x) + le/ e VI, F(x,5)ds.
0

F(z,0) = ¢(z). Esta es una ecuacién de evolucién cuya solucién estd dada por
F(z,t) = e"'Ti(¢)(z) = (T{")(2),

entonces

E(NF o) ds = e

R

Tio(ado = et [ ola)da.

R4 R4

puesto que T} es el semigrupo del movimiento Browniano. Con argumentos
similares se obtiene que

JRAC AT )

_ ot < /}R D@ () + maV /R d /0 S eMTm(x)dth—sw(x)dx) :
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Si se considera el proceso N = {N;,t > 0} pero NI con intensidad AT (en vez
de \) se obtiene:

(3) E ((NtT, ¢>) =T [’yeat + B(e™ — 1)/a] g d(z)dz, t >0
y
(4) Cov (<NsTv¢>a<NtT7¢>) :TC(S7¢,t,1/J),

donde C(s,¢,t,1) =Cov ((Ng, @), (N, &)).

De las anteriores expresiones se obtiene la ley de los grandes nimeros:

TUNT ) 20 ety + B(1 - %) /al / o) dz.
Rd

T—o0
Consideramos ahora el proceso

T T
(5) MT = w
Tz

Haciendo uso del funcional caracteristico y del teorema de continuidad de Levy
(en S’(R9)) se demuestra que las distribuciones finito dimensionales del proceso
M7 convergen débilmente en Dg/[oo] y que el limite es un proceso generalizado
de Markov, gaussiano, centrado, continuo y que es solucién débil de Langevin.
Para poder concluir la convergencia débil hay que probar la tirantez, que puede
hacerse de diferentes formas, una de ellas usando martingalas.

Teorema 2.3 (Ley de los grandes numeros). Para cada real t > 0 y

¢ € S(RY)

et Ba = emyal / o(2)dz, i a0,
T=YNT ) e

by + A4 /R plad, s a=0,

cuando T — o0.
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Demostracion. De la ecuacién (3) se obtiene

E (Tl(NtT L) — [’yeo‘t + 6(662_1)] » ¢(x)dx>2

—E(Tl«NtT, 8) ~ 2T (NT 9) [v P AEDT ] gas

(67

Ble™ - 1)

+ <ve°‘t +
(0%

-2 T 1 T at 1)
=T2BE((NF,¢))> = 2T 'E((N}, ¢) 'yeo‘t—i— }/ o(z)dx
Rd

[
(P + 20T [ aiar)’

=T?B((N/, ¢))* — 2T~ 1T[ve“t (eat )}< ¢(x)d >2

(220 )
=T *Var (N, ¢)) + T*(E (<NtT7 )

- <[76“t + 6((3&; ] dx)
=T*Var (N, ¢) — 0.

O

A continuacién veremos la convergencia de las distribuciones finito dimen-
sionales del proceso de fluctuacion, para ello necesitaremos del siguiente lema
auxiliar.

Lema 2.4. Si una v.a. X real tiene momento finito de orden n, entonces

B(eX) = i ()" pxemy 4 (ZZ,)n [E(X™) +6(u)], u€R,

donde 6 — 0 cuando u — 0 y |6(u)| < 2E|z|™ para toda u.
Sea MT = {MT,t > 0} el proceso de fluctuaciones definido por (5).

Teorema 2.5 (Convergencia débil de las fluctuaciones). Existe un proceso
M = {M;,t > 0} Gaussiano centrado, con valores en S'(R?) con funcional de
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covarianza

Cou (Mo, 6), (Vi)
Uy 61 e o] [ @i il@ds, si a0

[ +ﬂs]/ () Ti—stp(x)dz, si a=0
R
+6at’ym2V/0 eols=m) /Rd d(x)Tyqs—2r(x)d

e“tﬁmgV/s e (1 — e“”)/a/ O(2) Ty g s—2r(x)dxdr,
0 Rd
+ sta#0
BmQV/ST/ () Ty s—opp(x)dxdr, si a =0,
0 JRd

para s < t, tal que MT 20 es Dg/[0], cuando T — oo, donde
Tib(x) = | o(y)e I7vI7/C) (2rt)=4/2qy > 0.
R

Demostracion. Para la demostracion debemos ver dos cosas:

(a) Las distribuciones finito dimensionales de M7T convergen débilmente a las
correspondientes de M cuando T — oo.

(b) Compacidad relativa débil. Debemos demostrar que para cada ¢ € S(R9)
Y 8§y =0((MI,$),s < t) se tiene que para cada 7 > 0y § > 0, existen
v.a. v5(d) > 0 tales que

E((M15,0) — (M $)* | §1,) < B (v78) | §1,), 0<t<m,

lim lim sup E(y7(d)) = 0.

0—0 T 500

(a) Convergencia de las distribuciones finito dimensionales. Sean t; < -+ <'t,,
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n [0,00), 1,...,¢m en S(R?) y uy,...,u, en R, entonces

exp | ¢

Ms

uj M;T7¢>
1

J

=F | exp Z T~ V2(NE - ENT, ;)

=E [exp{ iy w T VN 6;) =iy w;T7VPE(N], ¢))
j=1

Jj=1

=exp{ —iT 2> w;B(N] ¢;) ¢ - E [ exp i7"/ i (N], ¢;)

j=1 j=1

Como

m
E | exp iT71/2Zuj<Ng,¢j>
j=1

m

= exp WT/dE exp iy T 2ui(NJ ¢;) ¢ —1 | dx
R .
j=1

m

+5T/ / exp ZT Y20, (N ) ¢ — 1| dads 5,
Rd

entonces

E |exp{iT™/? Z U <Ng, ®j)
j=1

i 35T Ry (N 0) m
= exp T/ ~E 6-7: ! ’ fl—iT7%Zuj(Nf,¢j> dx
R4 — !

m

T Zu< t—av¢> n
+T/ /ﬂE AP U1y w(NE ) | dads
Rd

j=1
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sumando y restando
1

§7T71 > ujur E((NE, ) (NT. , o)
7,k

1
ST D ugunB((NE _, 65) (NG, s 01),
gk
en la primera y en la segunda integral respectivamente, se tiene

E | expliT~1/? Z u; <Ng, ®j)

Jj=1

m 1
P> T™2u;(NT b;) n
=exp T/ YE | e 7=t T flfiT*%ZuﬂNf,gbﬁ
Rd ’

Jj=1

1 — xr T
+ 377 P> uu BN ¢5) (N, 61)) | dee
7.k

tom i3 T 5w (NE _ b)) s
+T/ / BE(e= 7T 1 i Y w (NP 6)
0 Rd j=1 ’
1 — €T x
+ §ﬁT 1ZujukE«th—sv¢j><Ntk—s7¢j> dxds X
4.k

1 x x
<o d = [ 5 BN )V 65))da
J.k

1 [t
=/ B DN o 05) (N )l

Haciendo
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y
X2 :Z’LL]'<N575,¢]'>,
j=1
se tiene:
exp | i1~ UQZUJ Nt o
7j=1
E(exp{iuX})
1 . Nk . \2
=y LZ') EX* + —(Z;) E(X?) + 6(u)
k=0 ’
2
i [ v SR RS . 1
=1+iT72E | Y ui(N7,¢)) —57 B> wi (N gg) | 46T,
j=1 j=1
y
E | exp ZT V20 (N{ s, 8) = E(exp{iuX})
j=1
1
G R € A 2 (2) (—1/2
:ZTEX + B + 8T,
k=0

reemplazando obtenemos:

exp Zu] Mt L ®5)

701

1
=expq —5 > ujurC(ty, djite, dr) p X

3,k

tm
X exp {T/ T*15§1>(T*1/2)dx+T/ / T15;2>(T1/2)dxds},
R4 0 Rd
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donde
2
(T2 <2B8 [ Y up(NE,¢5) | < KEY w3 (N7, ¢;)°,
=1 =1
2
m m
(T2 <2B [ Y ui (NP ¢5) | < KEY ul(N],6;)°
=1 j=1
y como
E(N{,¢;)%dr < oo
Rd ’
y

tm
/ E(N{_,, ¢;)?drds < oo,
0o JRd ’

entonces se obtiene del teorema de la convergencia dominada que

. . ) T )
Jim B exp z;uﬁMt_jm

= lim |exp{ —
T—o0 P

N

> ujurC(ty, by te, or)
ik

tm
oexp{/ 69(61)(T*1/2)dx/ / 552)(T1/2)dzdsH
R? 0o Jre

1 m
=expq —5 > ujurC(ty, djite, dx) o s
7.k

pero esta ultima es la funcién caracteristica de un vector aleatorio de dimen-
sién m, gaussiano centrado, con covarianzas C(t;, ¢;;tx, ¢x). Por el teorema de
continuidad de Levy se sigue que el vector aleatorio

(<Mt7;7¢1>7 ceey <Mf7:na¢m>)

converge en distribucién a dicho vector aleatorio gaussiano cuando T' — oco. [

(b) Para demostrar la compacidad relativa, basta demostrar la convergencia
débil, por ello nuestro objetivo es demostrar que el proceso de fluctuaciéon con-
verge débilmente. Ya hemos probado que las distribuciones finito dimensionales
del proceso convergen en distribucién a las de un proceso Gaussiano centrado.
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Para poder concluir que el proceso de fluctuacion converge en distribucién a
un proceso Gaussiano centrado, debemos verificar que { Mt > 0} es relativa-
mente compacto. Para hacerlo debemos usar los siguientes resultados.

Sea X = {X;,t > 0} un proceso estocastico sobre (£2,§, P) con valores en
un espacio polaco (E, &) (es decir, un espacio métrico separable y completo),
donde € es la o-dlgebra de Borel de E y sea {§;,t > 0} una filtracién tal que
X es adaptado a ella.

Definicién 2.6. Un proceso estocdstico X = {X;,¢ > 0} sobre (2,F, P) con
valores en un espacio polaco (F, €)) es un proceso de Markov respecto de la
filtracién {F:, ¢t > 0} si para toda funcién f € B(E) (el espacio de funciones
medibles definidas en E a valor real) se cumple que

(6) E(f(Xt15)8t) = E(f(Xt35)[Xe), s8> 0.
(6) nos permite definir un operador en B(E) tal que
(7) Tof(Xe) = E(f(Xe4s)[80),

podemos ver que

Ts+uf(Xt) = E(ftJreru)‘gt) = E(E(f(Xt+s+u)|3t+s)|3t)
= E(Tuf(Xt+s)|3t) = TsTuf(Xt)v

es decir, (T});>0 es un semigrupo de contracciones, ya que efectivamente se
cumple que ||T3|| < 1 para todo t > 0.

Sea £ C B(E) un subespacio de Banach, y sea (1});>0 un semigrupo de con-
tracciones definido sobre £, decimos que un proceso de Markov X corresponde
al semigrupo (7);>0 si

E(f(Xi1s)[8¢) =Ts f(Xe), feL.

Consideremos el semigrupo (T});>o tal que T} f(x) sea B(R4+) ® E-medible para
toda f € L.

Teorema 2.7. Sea X = {X;,t > 0} un proceso estocdstico sobre (Q,§, P) con
valores en un espacio polaco (E,€). Si X es proceso de Markov respecto de
la filtracion {F¢,t > 0} que corresponde al semigrupo (T})¢>o de contracciones
sobre L con generador infinitesimal L, entonces para cada f € D(L) el proceso
Y = {Y;,t > 0} definido por

(8) Y, = F(X,) - / LF(X,)du, t>0,

es una martingala respecto a la filtracidn {§¢,t > 0}.
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Si ademds Y es cuadrado integrable y f2 € D(L), entonces existe un pro-
ceso creciente tnico A = {A;,t > 0} tal que Y2 — A es una martingala y A
estd definido por

t
At:/[szfoLf](Xs)ds, t>0
0

(ver [7]).

Demostracion. Sea 0 < s < t,

E(Vi[8:) = Ve + E(f(X0)|8) — f(X.) — E ( JRZEa

)

SV, TS (X)) — (X — /0 CDLF(X)du =Y,

=Y, + thsf<Xs) - f(Xs) - / Tustf(Xs)du

por las propiedades del operador infinitesimal. O

Como se menciond en el modelo, el movimiento de las particulas se rige
por el movimiento Browniano y el tiempo de vida es exponencial, el proceso
NT = {NT t > 0} es un proceso de Markov. Se demostré también que N7 toma
valores en /\/l;,r(]Rd)7 siendo éste un espacio polaco, entonces se puede aplicar

lo demostrado en el articulo ”Sistemas de Ramificacién I7. Sea B(M} (RY)) el
espacio de todas las funciones continuas y acotadas de M. (R%) en R y sea
F € B(MJ(R%)) de la forma

F(p) = f((n.9), feCi(R), ¢e€SRY), peM;RY,

donde CZ(R) es el espacio de las funciones reales definidas en R, con derivadas
continuas y acotadas hasta de segundo orden. Sea

Lo((p, 0)) =f" (1, 9)) (1, (1/2) Ag) + %f”(w, ) {1, A¢l?))

o0

+ V/ Do palf (s 6) + (n = D)g()) = f((1, 8))]u(de)

R4 n=0

o) BT [ 1#(01.0) +0(a)) = £ (. 0)lda.
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Teorema 2.8. El operador Lo es el generador infinitesimal del proceso NT y
para cada f € CZ(R) y ¢ € S(RY), se tiene que

t
(10) FUNT 6 = [ TN opds. ¢ 0.
0
es una martingala respecto a la filtracion §y = o (NI, ¢),s <t € S(R?))
para t > 0.

Observemos que los términos del primer renglén de (9) corresponden al ge-
nerador infinitesimal del movimiento Browniano, el segundo de la ramificacién
y el tercero de la inmigracién. para f(z) = x la ecuacién (9) queda como sigue

TF ({1 6)) =5 (1/2)59)
v / , 2ol + (n = D)o(e) = ()

8 [ [0+ 6(o) — (o)l

=1, (1/2)A0)) +V(m1 = 1)(p, ¢) + ST ((A, §))
—<»(1/2) 9)) + alp, o) + BT\, 8)),

donde X es la medida de Lebesgue en R?, asf por el teorema 2.8

(NT . ¢) /0 [(NT,((1/2)A + ) 6) + BTN )] ds, ¢ >0,

también es una martingala.

Corolario 2.9. Si se comienza con una sola particula en el punto r y no hay
inmigracion, entonces

N0~ [N (/285 @y g)ds, 120
0

es una martingala.

Teorema 2.10. Sea {X™ n € N} una sucesion de procesos estocdsticos en
Dg[o0], Sgn(b) =o((X",¢),s <t), ® = {¢;,i € N} un conjunto denso en S(R?)
y T C [0,00) denso. Entonces, si para cualquier escogencia ¢1,...,¢m € @,
t1,...,t;m €T ym €N se tiene que el vector aleatorio

(<Xt(1n)a¢1>’ s < (:)7¢m>)



120 Liliana Blanco y Myriam Muiioz

converge en distribucion a alguna distribucion de probabilidad en R™, y si existe
B > 0 tal que para todo 7,6 > 0 existen v.a. 7}, ,(6) > 0 tales que

B(1{x{00) — (x.6) P[5 < B (17.40[3%)
para 0 <t <ty
im limsup £ (7;74)(5)) =0,

1
0—0 np—oo

entonces existe un unico proceso X en Dg/[oo] tal que xm_Lx,

Teorema 2.11. Sea X = {X;,t > 0} un proceso en Dg[oco] y {&:,t > 0} una
filtracion tal que X es §¢-adaptado. Si existen procesos adaptados {Ggl),t >0}
Y {9§2),t > 0} tal que

t
Mt:Xt—/ 0Mds, t>0
0

es una martingala cuadrado integrable con proceso creciente (en la descompo-

sicidn de Doob-Meyer): fot 0§Z)ds, t > 0, entonces para cada T > 0 existe una
v.a. v7(0) > 0 con

E((Xt4s — X0)?[8¢) S E(v(0)[31), 0<t<T.

v+ () puede ser tomada como:

v (6) =2 [5 sup Gt(2) +6%  sup (Gt(l))2
0<t<7T+6 0<t<7+46

Para el proceso de fluctuaciones { M7, ¢ > 0} se tienen los siguientes resul-
tados:

Teorema 2.12. Para cada ¢ € S(RY) se tiene que

(M7 4) — / (MT,((1/2)Ap + ) ) ds, >0

es una martingala cuadrado integrable respecto a la filtracion Fi, con
S =o(MI s<t),t>0.

Teorema 2.13. El proceso MT = {M[,t > 0} tiene una versién en Dg:[00].
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Observacion. Del teorema 2.12 se sigue entonces que existe un tinico proceso
creciente A = {A;,t > 0} tal que

(MtT, /ew ) — A,

es una martingala, donde

05, (s) == (MT,((1/2)A + a) 6) .

En este caso el proceso creciente A estd dado por
e
A = /0 0.4 (s)ds

05, (s) := T~ (NI, |A¢[> + V(ma — my + 1)6%) + B(A, ¢7).

donde

Aplicando el teorema (2.11) se tiene que para cada 7 > 0 y § > 0 existe una
v.a. v5(d) > 0 con

(11) E((Mf5.0) = (M,6))" |87 ) < E (37(0)I37)

para 0 <t < T.
~7.(0) puede ser tomado como

- (2) 2 (1) 2
Yr(0) =2|0 sup Op,(t)+0° sup [OT@(t)} :
0<t<r+6 0<t<7+5

Como 5?05 C §F entonces la relacién (11) sigue siendo vélida si tomamos 35«5

en lugar de §7 . Por el teorema (2.10) se tiene que para verificar la convergencia
en distribucién de nuestro proceso de fluctuaciones basta con probar que

lim lim sup E(~v7-(d)) = 0.

-0 T 500

Como

E(y}(é))zQéE( sup 0% ()>+252E( sup [9%@)}2),

0<t<7+3 0<t<r+5

entonces debemos verificar que

2
lim lim sup § E( sup [eéﬂlzp(t)} ) =0
=0 T 00 0<t<7+46 ’
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¥ que
lim limsup 0 F ( sup 9&%@)) =0.
=0 T oo 0<t<r4+8

Para hacerlo vamos a buscar una cota superior para E < sup [05} 21)( )} ),
0<t<7+06

lo cual equivale a encontrar una cota superior para F ( sup (M, ¢>>)2) y
0<t<7+6

una cota superior para 0 F ( sup 9T ¢( )), lo cual equivale a encontrar una
0<t<7+6

cota superior para F ( sup ((MtT, d)}))
0<t<7+49

Usando la desigualdad (a + b)? < 2(a? + b?) tenemos

B( sw 47,07

0<t<7+46

t t 2
1 1
-+ <0§i1§113+5 {<<MtT’¢> _/0 agl“,zzﬁ(s)ds) +/0 0;7225(5)d8:| )
t 2
1
<2F (O?:ET (<MtT7¢> —/0 G(T,L(s)ds> )
(1)
o6 (g ([ o) )

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que:

(/01 9<1> ) /lds/ (1) () ds:t/o (9%( )) ds,

entonces
" 2
B (sup 7 0?) §2E< swp (7.0 [ 605 ) )
0<t<r o<t<r 0
t 2
(1)
+2F (OiltlETt(~/() (9T¢( )) ds)
. T

<o (00~ [ o)

+28 (T(/O (0;1;( )) ds>.
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Por la desigualdad de Doob para martingalas se tiene que:

e i
T 1
B (00~ [ o 0)as) ]

B (o~ [ o eas) ] "

"o (5)ds i 1/2.
</0 7,6(5) )]

E ((MF,$))* =T~'Var (NT,¢) =T~1-T-C(t, ¢, $)
=™ [’Y +0 (1 — e_"‘t) /oz] /]Rd o(z)Too(z)dx

1/2

<2[B((MT,$)2)]"* + 28

Por otro lado,

t
tetamaV [0 [ @)Ly o(e)dadr
0 R

at ! a(t—r) _ —ar
+e ﬁmgV/ e (1 e )/a ¢(x)To—ryp(x)dxdr.
0 Rd

Ademis se sabe que:

/ \¢<x>T2<t_r>¢<x>\dm= / 16(2) | Tage—ry b(a)
Rd

1+|x

IN

d
/ H tear supH [ )P10(a) | sup [Thge- (o)l
j=1 7 x

d d
/1;[ 1+|x|2||¢||2d93—||¢||2</ 1;[ 1+|xj ):5K<00-

Por lo tanto,

IN

B ((M],)" < {eat (v+B8(1—e™) /) + e”‘tvaV/t o) g
0

t —at
1—e
+ eatﬂmQV/O et=7) . ad’r] K -|¢|2.
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Si a > 0 se obtiene que:
E(M{",¢)* < M|¢|3e**,
donde M < 400 es una constante. Luego
2 2
E(0,(5)) = B ((MI((1/2)A + a) 6)")
< M- [((1/2)A + @) gl

y por ende

62(17 -1

/OTE(G;{;(s)fdng.||((1/2)A+a)¢||§ ST

por lo tanto,

E ( sup (e;{iz,)Q) - E ( sup (M, ((1/2)A + a) ¢>2>

0<t<r 0<t<r

0<t<r

' (1) 2
+27F (/0 (9T,((1/2)A+a)¢(8)) ds) )

Como

g2E<sup ((MtT,((l/2)A+a) ¢>7/0 0%)((1/2)A+a)¢(s)ds> )

1/2

0<t<r

¢ 2
E ( sup (M, ((1/2)A + ) ¢) —/0 H(T{)((l/Q)A+a)¢(s)ds) 1

2 [ (M. ((1/2)A +a) 6)’] v

2
o2 [ [ (6 “]
+27 ; ( T,((1/2)A+a)¢(s)) 1o

entonces:
1/2

t 2
E( sup (M, ((1/2)A + ) ¢) —/0 e(Tl,)((l/z)A+a)¢(8)d8> 1

0<t<r

<2 (M- (/28 + ol )

9 e2a7' -1 1/2
w2 (M la/pa+ ol

62(17' -1 1/2
2 olle”t+ 2720, (1/28 + ol (S7 1)
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Por consiguiente:

2
lim limsup 6°E  sup (0(T1)¢) =0.
-0 T oo 0<s<7+44

Andlogamente se verifica que

2
lim limsup £ sup (05?;) =0
-0 7o 0<s<7+46 ’

y asi
}im limsup E (y7(d)) = 0.

0 T7—oo

3. Conclusiones

Se ha visto que en la demostracion de la convergencia del proceso de fluctua-
cién juega un papel importante el proceso creciente de la martingala asociada.
Sin embargo, obtener explicitamente el proceso creciente requiere en muchos
caso de cémputos bastante complejos, es por ello, que varios investigadores han
dedicado sus esfuerzos en obtener nuevos criterios de convergencia sin hacer uso
del proceso creciente [1], [4], [16].

Estos nuevos criterios han sido probados en la descripciéon del comporta-
miento asintético de ciertos sistemas de particulas ramificadas, por ejemplo
en [10] y [14], serfa interesante ver si estos criterios son aplicables al modelo
aqui presentado.
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