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Hoja browniana fraccional

Fractional Brownian Sheet
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Resumen

Se presenta la hoja browniana fraccional (hBf) o movimiento browniano
fraccional en dos parametros y algunas de sus propiedades importantes como
son la autosimilaridad y la estacionaridad de los incrementos. Se incluyen
ademas dos representaciones de la hBf, andlogas a la representacion en pro-
medio mévil y en intervalo finito del movimiento browniano fraccional.

Palabras Claves: Movimiento browniano fraccional, procesos estocasticos
en dos parametros, hoja browniana, procesos autosimilares, procesos con
incrementos estacionarios.

Abstract

Fractional brownian sheet or two parameter fractional brownian motion
and some important properties with selfsimilar and stationary increments
are presented. Moreover, two representations for hBf analogous to moving
average and on an interval representations for fractional brownian motion
are included.

Keywords: Fractional Brownian motion, two-parameter stochastic proces-
ses, Brownian sheet, selfsimilary processes, stationary increments processes.

1. Introduccion

El estudio de procesos estocésticos ha sido motivado por la necesidad de mo-
delar la evolucién en el tiempo de ciertos fenémenos aleatorios. Por ejemplo, las
crecientes del rio Nilo fueron estudiadas por el inglés Harold Edwin Hurst quien
observé un comportamiento ciclico consistente en que durante siete anos consecu-
tivos el nivel de las crecientes era mayor que en los siguientes siete anos, lo cual
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creaba a su vez un ciclo de siete anos de abundancia y siete anos de escasez. Hasta
ese momento se pensaba que no habia dependencia del comportamiento de las
crecientes entre un ano y otro.

La investigacién de Hurst motivé el estudio del proceso que ahora conocemos
como movimiento browniano fraccional, fuente de numerosas investigaciones por
sus aplicaciones en dreas como hidraulica, metereologia, comunicaciones y finanzas.

En areas de investigacion como la estadistica, la fisica y las comunicaciones
se considera la evolucion de ciertos fenémenos aleatorios tanto en el tiempo como
en el espacio, dando origen al estudio de procesos estocasticos en dos parametros.
Durante la década de los 70 se publicaron numerosos articulos acerca de esta clase
de procesos, destacdndose el trabajo realizado por Wong & Zakai (1974) quienes
presentaron la teoria mas relevante de estos procesos.

La hoja browniana (hBf) es una generalizacién a dos pardmetros del movi-
miento browniano. Por ser un proceso markoviano y una semimartingala se le han
adaptado cédlculos andlogos a los desarrollados por It6. En Wong & Zakai (1974)
se presenta la integral estocdstica respecto a la hoja browniana y una represen-
tacion de martingalas en dos pardmetros mediante esta clase de integral. En los
ultimos anos se ha despertado un gran interés por el estudio de procesos que pre-
sentan dependencia a gran distancia y no son semimartingalas, como es el caso del
movimiento browniano fraccional.

Recientemente, muchos autores han estudiado la hBf: Bardina, Jolis & Tudor
(2002) la presentan como limite débil de procesos construidos a partir de un proceso
de Poisson en el plano. Leger (2000) presenta una estimacién de los pardmetros
de autosimilaridad de la hBf. Aplicando el calculo de Malliavin, Tudor & Viens
(2003) derivan una férmula de Ité para la hBf con pardmetros de Hurst mayores
que 1/2. En ecuaciones diferenciales parciales estocdsticas se destacan los trabajos
de Erraoui, Nualart & Ouknine (2003) y de Oksendal & Zhang (2000). Ayache &
Xiao (2004) estudian las propiedades asintdticas y la dimensién de Hausdorff de
la hBf.

El objetivo principal de este articulo es definir y presentar las propiedades
bésicas y representaciones diferentes de la hoja browniana fraccional, lo cual se
desarrollard en la seccién 3. En la seccién 2 presentaremos algunos preliminares
sobre el movimiento browniano fraccional y sobre procesos estocésticos en dos
pardmetros.

2. Preliminares

En esta seccién presentaremos la definicién y las propiedades principales del
movimiento browniano fraccional (mBf). Extendemos algunas nociones de proce-
sos estocdsticos en un parametro a dos, como la autosimilaridad y la estacionaridad
de los incrementos. Como ejemplo de procesos en dos pardmetros presentamos la
hoja browniana (hb) y la integral estocdstica respecto a este proceso. Las demos-
traciones omitidas y los detalles sobre los temas pueden consultarse en Nualart
(2003) para mBf y en Garzén (2002) para procesos en dos pardmetros.
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2.1. Movimiento browniano fraccional

Los procesos estocasticos autosimilares son procesos cuyas trayectorias son
equivalentes si se reescalan adecuadamente el tiempo y la amplitud. Esto es,
{X¢}ter es autosimilar si al hacer un cambio de escala en el tiempo por un factor
a > 0, existe un factor C, > 0 que hace un cambio de escala en la amplitud tal
que {X (o) }eer 4 {CaXi}ier, donde 4 denota la igualdad de las distribuciones
finito dimensionales de los procesos. La funcién C,, estd dada por aff para algin
H > 0. A la constante H se le llama el indice de autosimilaridad o pardmetro de
Hurst (Figueroa 2000). De manera formal se tiene:

Definicién 2.1. Un proceso estocdstico {X;}ier+ es autosimilar, si existe H > 0
tal que para todo o > 0 se satisface

d
Xat = OéHXt (21)
FEn este caso, decimos que {Xt}t€R+ es H — SsS, esto €S8, uUN Proceso autosimilar

con pardmetro H.

Intuitivamente, si un proceso es autosimilar entonces las trayectorias de X,; y
o X, aun cuando no son idénticas, son similares visualmente. El més estudiado
es el movimiento browniano fraccional que definimos a continuacion:

Definicién 2.2. Un movimiento browniano fraccional (mBf) con pardmetro de
Hurst H € (0,1), WH = {WH : ¢+ € R*} es un proceso gaussiano centrado cuya
funcion de covarianza estd dada por:

R(s,t) = B(WHWH) = %(t”f +2H | g2H) (2.2)

Este es un proceso autosimilar, con incrementos estacionarios y media finita.
Admite una versién continua y se puede representar de la siguiente forma, conocida
como representacion en promedio movil:

1
WH = o /R fu(t,u)dB,
H-1

donde fg(t,u) = (t — u)ffé — (—w)i * € L*R) con ay = maz{a,0},

- . 12 L2
CH:fRf%(l,u)du:{fo [(1+u)H_5—uH_5] du + ﬁ} y{B::t>0}es
el movimiento browniano estdndar (mB).

La siguiente representacién integral del mBf sobre un intervalo finito permite
hacer algunas construcciones y cédlculos estocasticos respecto al mBf.

t
wH = / Ky (t,s)dBs
0
donde B es un mB y el nicleo Ky estd dado por:

KH(t, 8) =

CH(t — S)H7
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o 2HT(3 — H) \?
"\r@HE+ Hr(2-2n)
El nicleo Ky satisface que

tAs
Ky (t,u)Kg(s,u)du = Cov(Bf, BY) (2.4)
0

donde t A s = min{t, s}.

2.2. Procesos en dos parametros

Se trabajard en un espacio de probabilidad completo (Q2,F,P) y en Ri, el
cuadrante positivo del plano. Si z,2" € R%, z = (s,t), 2/ = (s/,¢) con 5,5, t,t' €
R U {0}, usaremos el siguiente orden parcial en R?.

“<7r z=<2, siysblosi, s<s y t<¥

Sean z,2' € R%, z = (s,t) y 2/ = (s/,t/), con s < ' y t < t, entonces (2, 2]
denota el rectdngulo (s,s’] x (¢,t'] y R, el rectdngulo (0, z]. También notamos
como zVz :=(sVstVt)yzAnz =(sANs,tAt), donde, sVt =mix{s,t}y
s At =min{s,t}.

Definicién 2.3. Si X = {X, : z € R2} es un proceso estocdstico, se define el
incremento de X en un rectdngulo (z,2'] con z = (s,t) y 2’ = (s',¢') como

A X =0 X(8 1) = X(oy — X(sio) = Xor o) + X(sp)

Definicién 2.4. Se dice que un proceso estocdstico X = {X, : = € R%} tiene
incrementos estacionarios, si y solo si, la distribucion de los incrementos
Agin+kX (8 4+ h,t' + k) depende sélo del drea (8" — s)(t' —t) del rectingulo,
es decir,

AginiinX(s +ht' +k) £ A, X(s,t)

A continuacién generalizamos el concepto de autosimilaridad para procesos
en dos pardmetros. Intuitivamente, un proceso estocdstico {X, : z € R} es
autosimilar si sus trayectorias son equivalentes cuando se reescalan el tiempo,
el espacio y la amplitud adecuadamente.

Definicién 2.5. X = {X, : z € R2} es un proceso autosimilar si existen o > 0 y
B > 0 tales que para todo (0,0) < (h, k)

d
Xty = hk° X5y

En este caso, decimos que {Xt}teRi es (a, 3) — ss, esto es, un proceso autosi-
milar con pardmetros («, ().
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t' + ke

A3+h’t+kX(S/ + h7 t/ + k)

t4 ke
t'e

5 s sth s’—=|—h

Definicién 2.6. Sea (Q,§, P) un espacio de probabilidad P—completo. Un movi-
miento browniano de dos pardmetros u hoja browniana es un proceso estocdstico
B. con z = (s,t) € RA que satisface

Z) B(S,O) - B(O,t) == O

i) Si(z1,21] y (22, 24 son rectdngulos disyuntos entonces B((z1,21]) y B((22, 25)])
son independientes.

iii) Si s’ > s, t' >t, para z = (s,t), 2/ = (s',t') la variable aleatoria B((z,z']) es
gaussiana centrada con varianza (s’ —s)- (' —1t).

donde B((z,2']) = A, B,

Una hoja browniana es un proceso gaussiano de dos parametros B, ) centrado
y con varianza st

Por el criterio de continuidad de Kolmogorov, la hoja browniana {B. : z € R}
posee una versién continua.

Ademds, para cada s > 0, el proceso estocdstico {B; = By it > 0} es un
movimiento browniano en un parametro.

Teorema 2.7. La hoja browniana es un proceso autosimilar de pardmetros (%, %)

Demostracion. Sea (h,k) € R3 tal que (0,0) < (h,k). Como E(h%k%B(s’t)) =
PEREE(Biy) = 0y E[(h3kEBy)’] = WEE[(B(w)?| = hklst] entonces

h%k%B(&t) 4 N(O, hkst). Ademds, como B(js k) A N(O, hskt) entonces B k) £
hak'@B(Syt) O

Presentamos a continuacion la integracién estocastica en Rf_ con respecto a la
hoja browniana, este concepto nos permitird mas adelante dar diferentes represen-
taciones de la hBf. La definicién de esta integral se realiza de manera anéloga a la
definicién de integral estocdstica en un parametro, de la siguiente forma:
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1. Se define la integral para funciones indicadoras.
2. Se extiende la definicién por linealidad a funciones simples.

3. Se usa una estimacién en L? para extender a funciones aproximables por
funciones simples.

La construccién y propiedades de la integral pueden consultarse en Garzén (2002).
Definicién 2.8. L3 es el espacio de todas las funciones
f: Ri x Q2 — R
(z,w) — fz(w)
que satisfacen:

i) f es B® x § medible, donde B? es la o-dlgebra de los conjuntos de Borel de
R2.

ii) f. es (§.)-adaptado.

iii) E(fRi f2dz) < oo.

L3 es un subespacio del espacio de Hilbert L?(R2 x Q,B8% ® §,dt ® dP) bajo

la siguiente norma:
1/2
191= (][, #a]) <o
R

donde B% ® § y dt ® dP representan la o-algebra producto y la medida de proba-
bilidad producto, respectivamente, en el espacio Ri x €.

Definicién 2.9. Llamamos funcion indicadora a una funcion de la forma
¢:RIxQ—R
(z,w) — ¢z (w) = X(w)la(2)

donde A = (,2"] es un rectdngulo en R% y X es una variable aleatoria acotada
y §.-—medible.

Definiciéon 2.10. Decimos que f es una funcion simple si existe un nimero fi-
nito de rectdngulos A; = (7}, '] y variables aleatorias acotadas X;, tal que X; es
§.;—medible y

fo(w) =) Xi(w)Ia,(2)
es decir, f es la suma de funciones indicadoras f; = X;Ia,(2).

Las funciones indicadoras y las funciones simples pertenecen a £3. En Garzén
(2002) se demuestra que el conjunto de funciones simples es denso en £3.
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Definicién 2.11. Para una funcion f € L3, definimos la integral estocdstica
fB. = fR fdB de la siguiente manera:

1. Si f es una funcién indicadora, f; = X(w)Ia(Z) con A = (#,2"] C R%
entonces

fB. ::/R fzdB(2) == XB(ANR,)

2. Si f es una funcién simple, f = f1 + fo + -+ fn donde f1,...,f, son
funciones indicadoras, entonces

fB=fB+-+ fuB

3.8 lim f, = f en L3 donde (f,) es una sucesion de funciones simples,
n—oo

entonces

fB, = / fdB = lim f,B,
Rz n—oo

Se debe observar que la integral estd bien definida, es decir, que dos aproxima-
ciones diferentes de f llevan al mismo valor de la integral.

Teorema 2.12. La integral estocdstica fB ={fB,: z € Rﬁ_} tiene las siguientes
propiedades:

1. Es un proceso estocdstico continuo.
2. Linealidad: (af +B9)B, =af-B,+3f B,

3. Isometria:

E[(fB.)’] =E { /R fidu] ue Ry (2:5)

z

4. Para todo f,g € L3

R,
5. Para todo f,g € L3, 21,20 € Ri

E[fB.,.9B.,]=E {/R fu.gudu} (2.7)

zZ1N\zg

6. La integral estocdstica fB es una martingala respecto a la filtracion generada
por la hB.
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3. Hoja browniana fraccional

En este capitulo se presentara la definicién y las propiedades bésicas de la hoja
browniana fraccional.

Definicién 3.1. Un movimiento browniano fraccional en dos pardmetros u hoja
browniana fraccional (hBf) es un proceso estocdstico WP = {W*P . 2 = (s,t) €
Ri} con «, B € (0,1) que satisface

a,f _ yposB
1. W(&O) = W(o,t) =0 c.s.

2. WP es un proceso gaussiano centrado.

3. La covarianza de WP estd determinada por

1 a 1
E(WEAWEP) = (5% 4+ 52 — |5/ = sP) S (6% 427 = |t %) (3.1)
para z = (s,t), 2/ = (s',t') con z < 2.

Teorema 3.2. La hoja browniana fraccional es un proceso autosimilar con in-
crementos estacionarios

Demostracion. Sean z1 = (s,t), 20 = (s, t') € R2, 2 < 2’ y (0,0) < (h, k)

COU(W(O};,’Sﬁ,kt)’ W(O;L’g,kt,)) = E(W&’gkt).wgb’g,k)t’))

= %[(hs)m + (hs')* — |hs' — hs|?] % [(k)* + (kt')*" — |kt — k']
_ %hzakzﬂ(sza + S/2a _ ‘S/ . 5|2a>%(t25 + t,zﬁ —|t— t’|25)
= E(h K W kW)
= Couo(h KW hOR W)
Como el proceso {W{Zf ke ¢ (8:1) € RL} es gaussiano centrado con funcion de

. . . d
covarianza determinada anteriormente, entonces W&f ) = h“kBW(C; ’f), con lo

cual se obtiene la autosimilaridad.

Sean z1 = (s1,t1) < 22 = (82,t2) ¥ 23 = (p1,71) < 24 = (p2,72), calcularemos
la covarianza de los incrementos:

Como E(WP) = 0 para todo z € R%, entonces, E[A,, W*F2,] = 0, luego,

Cov[A., WP 2, AZSW“’ﬁa] =E(A,, WP 2 -A23W”"ﬂz4) =
E[WOA, W z] - BIWES, AL W72y

(s1,t2

— BWSE, AL WP 2] + BIWSPA WP2]  (32)

(s2,t1
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Veamos primero que es E (W"‘ﬁzl VAV WO"524). Para simplificar la notacién,
tomaremos W = W®# y en la férmula de covarianza 3.1 no escribiremos los
factores 1/2.

E(Wz1 . AZSWZ4) = E(W21W(p1, Tl)) — E(W2’1W(p1,’l"2))
— E(W21W(p2,’l“1) + E(Wz1W(p2,r2)) =
S%Qt%ﬁ +s 2a 25 %a“% - T15| +P1at25 +p2a 7

— 117151 = pi*| = 1177 = pio| = r7)sl — i
+ 520420 4 2B _ 2020 5|+p at25+p§ar§5

—11%[s3* — p3*| — t77] 57 — p3°| — 13”|s* — p3°|
o — o 4 U 2| g

+ 157153 — o] — 17757 — pio| + r)7)st — pi°
— 512177 — st 4 530y _7”15| p3ty’ — p3ery?

+13%|st® a|—tf|s — 3|+ 7[5t — p3°]
+[s7% = pi|e” — v + st — p3o I — 37

_‘3 —p%o‘Ht? _T25|_|5%a_p§a||t% _7‘15|
+ |5t = P61 — 12| + |5t — P32 — 13|

—|s3* = pio7” — 37| = [t — P32ty — r}]

=pP*[[t7° = r37| = 137 — v 7)) + p3[[£37 — 37| — 17 — 137]

+r1[[s1% = p3%] — 57 — pa ] + o [lsT — pi®| — [T — p3°]
+|5% _p1a|[|t1 _7"1 | |t1 _7"26”"“3 pgamt%ﬁ_@ﬂ_|t%5_7”%ﬁ”

(3.3)
Aplicando el resultado anterior a los sumandos restantes de 3.2,

COU(AZIWZQ, AZ3WZ4) = E[W(Sl,tl)AZ3WZ4>] — E[W(Sl,tz)Az3WZ4)]
- E[W(SQ, tl)A23WZ4)} + E[W(Sg,tg)Az3WZ4)] =

1 1
1|51 —p1]*¥ |t — 7“1|25 —|t1 — T2|2ﬁ} + *|81 —p2|2a[|t1 e [t1 — T1\2ﬂ]

1
—1|51 — p1]* [ta — 71 26 — |t — 72 B} —*|81 e — 12l B—|t2—7“1\ ﬁ]

20—t — T2|2ﬁ} - *|52 —paf**[|t1 — rol 0 — |ty — Tl\w]
to — 7 |*? \t2*7‘2|2ﬁ} “[l 2*T2|2ﬁ*|t2*7’1\2ﬁ]

1
+1|52*p1|2a *|52*p2

1
= Z“Sl = p1** = |51 — pal®* — |s2 — p1** + |s2 *p2|2a}
X {|t1 — 7“1|25 — ‘tl — ’I“leﬂ - |t2 - 7“1|25 + |t2 - 7“2‘25} (34)
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siguiendo el resultado de 3.4,

CoVA sy 4h,ty 1) W (52 4 hyta + k), Apy s hry 1100 WP (D2 + By 72 + F)]
= E(A(Sl_;'_h’tl_;’_k)Wo“B(SQ + h, t2 + k)A(pl_;'_h,Tl_;’_k)Wa)ﬁ(pQ + h, T2 + k))

= 101+ B) = (o1 4 BP — [(s1 1) — (o + )P

(3.5)

—|(s2+h) = (1 + R)** + [(s2 + ) — (p2 + h)**}

X {|(t1 + k’) — (Tl + k’)|2’6 — |(t1 + k) — (7’2 + k)|2ﬁ
—[(ta + k) = (ri + B)PP + (2 + k) — (r2 + B)[*}
De 3.4 y 3.5, las covarianzas de los los procesos son iguales, luego
(0% d (6%
Asl+h,t1+kW 7[3(32 + h,to + k‘) = Asl,tQW 7ﬁ(32,t2)

con lo cual tenemos que la hBf tiene incrementos estacionarios. O

Corolario 3.3. Los incrementos de la hoja browniana fraccionaria determinan
un proceso estocdstico gaussiano centrado cuya funcion de covarianza estd dada
por 3.4. Ademds,

i) E [AS,tW’l’ﬁ(s’,t’)] =0

i) B [DAa WeB(s )] = (s — s)2(t — 1)

Demostracion. El resultado se tiene de los célculos realizados anteriormente. [

Con base en la representacién en promedio mévil del mBf, podemos extenderla
a la hoja browniana fraccional de la siguiente manera:

Teorema 3.4. Sea WP una hBf con pardmetros o, 3 € (0,1) entonces para
todo (s,t) € R%

1
a,f
W(s,t) - Oozcﬁ /]R2 fa(svu)f,@(t7v)dB(u,v)

donde By, es la hoja browniana estindar y fo, fg y Ca,Cp son las funciones y
constantes de la representacion en promedio movil de los movimientos brownianos
fraccionales con pardmetros a y B respectivamente.

Demostracion.

1. La representacién estd bien definida, esto es, f. (s, u)fs(t,v) € L*(R?)

/Ri F2(5,u) F2(t, v)dudv = (/ng(s,u)du) (/ng(t, v)dv) < o0

puesto que fo, fg € L*(R).
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1
2. Tomando X(,4) = c.cs Jrz fa(s,u) fa(t, v)dB(y,v), €l proceso

X ={X.:z € Ry} es un proceso gaussiano centrado:
Sean n € N, (z1,...,2,) € R"y (s1,t1),..., (8n,ts) € RZ

inX(shti) C 10,3 (Z i fo(si,u )fﬁ(tl’v)>dB(u v)
i=1

n
es una variable aleatoria normal puesto que Y. x;fo(si,u)f5(t;,v) € L*(R?)
i=1

y la integral estocastica respecto a hB es un proceso gaussiano.

3. Para ver la covarianza del proceso X, utilizamos la propiedad (2.6):
E<X(81 1) X (s2.t2

))
0202 |: / fa S, U fﬁ(th )dBuv / fa S2,U fﬁ(tQa )dB(uv)):l

_ C;OE,EUR Fals1,10) 5 (1, 0) fo (52, ) f (£2, ) d(um)}
- Cglc%/R(/Rfa(sl,u)fa(SQ,u)fﬁ(tl,v)fﬁ(tg,v) du) dv

1
= CC%C;/R(fﬁ(tl’v)fﬁ(t%v)/Rfa(slau)fa(32,u) du) dv

= Calcﬁ (/Rfa(shu)fa(sz,u)du> Calcﬁ (/Rfﬁ(tl,v)fg(tg,v)dv)

la ultima igualdad presenta el producto de las covarianzas de movimientos
brownianos fraccionales con parametros « y 3, respectivamente, luego,

1 « (e} «
COU(X(Slytl)’X(Sziz)) - §{|51|2 + |52|2 - |51 - 52|2 }

1
x 5{#1\25 + [t2]?? — |t1 — 12?7}

4. Finamente, como f,(0,v) = fs(u,0) = 0, entonces, X4 = X(5,0) = 0 c.s.

luego el proceso X es un proceso gaussiano centrado que se anula en los ejes y
tiene la misma funcién de covarianza que la hBf con pardmetros a y (. O

El siguiente teorema da la representacién integral de la hBf sobre un rectangulo.
Se trata de una extensién a dos parametros de la representacién integral del mBf
sobre un intervalo finito dada en (2.3). En Erraoui et al. (2003) y Tudor & Viens
(2003) se desarrollan célculos estocésticos basados en esta representacién, como la
existencia de solucién de algunas ecuaciones diferenciales estocasticas y la férmula
de It6 para la hBf.
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Sea Ko (u,v) el ntcleo definido en (2.3). Para z = (s,t), ( = (u,v) € R%
definimos el siguiente kernel:

Ko p(2,¢) = Ko(s,u)Kg(t,v)

Teorema 3.5. Sea WP una hBf con pardmetros o, 3 € (0,1) entonces para
todo z € R%.

t s
VVZO(’ﬁ = /R Ka,,@(zuC)dBC = / / KQ(S,U)Kﬁ(ﬂ’U)dB(Uﬂ;) (36)
. 0 0

Demostracion. Vamos a ver que X, = fR Ko 5(2z,()dB¢ es un proceso gaussiano
centrado cuya funcién de covarianza es la misma que la de la hBf.

Seann € N, (z1,...,2,) €ER" y 21 = (81,t1), ..., 2n = (Sn,tn) € RZ

Z{L'iX(s“t,/) Zin/R Ko p(2i,¢)dB¢ :/R (inKaﬂ(zi,O)ng
i=1 i=1 i=1

23

n
es una variable aleatoria normal con media 0 puesto que Y z; K, 5(z:,¢) € L*(R?)
i=1
y la integral estocastica respecto a hB es un proceso gaussiano.

Para calcular la covarianza del proceso X, tomamos z1 = (s1,%1), 22 = (S2,t2)
v ¢ = (u,v). Por la propiedad 2.7

E(X,,X,,) = E{(/Rz1 Ka,ﬂ(zlaOdBC) (/RZQ Ka,ﬁ(ZmC)dBcﬂ

Reinzg

S1/A\S2 t1A\t2
= / / Ko (s1,u)Kg(t1,v) Ko (s2,u)Kg(ta, v)dudv
0 0

Ka,m,of«a,ﬁ(@,od(u,v)}

$1/A\S2 t1At2

= (/ Ka(sl,u)Ka(sz,u)du)(/ Kﬁ(tl,U)Kﬁ(tQ,v)dv)
0 0

= Cov(WS

S17?

W) Cov(W{, W)

donde W<, W” son mBf. La tltima igualdad se tiene por la representacién en
intervalo finito del mBf. Entonces,

1
COU(X(Sl’t1)7X(82,t2)) = §{|81‘2a + |52‘2a - |51 - 82‘2(1}

1
X 5{“1\2[3 + | — [t — t2|2ﬁ}

luego X es un proceso gaussiano centrado con la misma funcién de covarianza que

la hBf. O
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