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Resumen

Se emplea la metodologia jackknife para muestreo con probabilidades de-
siguales en la estimacion de varianza de estimadores basados en disenos de
muestreo en dos fases con probabilidades desiguales. Se asume que los para-
metros por estimar y sus estimadores se pueden escribir como funciones de
medias poblacionales y muestrales, respectivamente. El estimador propuesto
permite la estimacion consistente de la varianza debida a cada fase muestral.
También se presenta un estudio por simulaciéon que sustenta los resultados
tedricos obtenidos.

Palabras clave: aproximacion de varianza, método jackknife, muestreo en
dos fases.

Abstract

We propose a jackknife variance estimator under two-fases sampling with
unequal probability. We assume that the parameters of interest and its sti-
mators can be expressed as a function of means. We propose a jackknife
estimator for each component of variance. We demonstrate that the esti-
mator is consistent for the same asymptotic variance as the linearization
estimator. Also we support this result with a simulation study.
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1. Introduccion

Existen numerosos estudios del método jackknife para la estimacion de la va-
rianza de estimadores basados en muestras aleatorias simples y muestreo aleatorio
simple estratificado. Cochran (2000), Wolter (1985) y Sarndal et al. (1992) apli-
can el método jackknife en la estimacion de la varianza de estimadores basados
en muestras aleatorias sin remplazo. Jones (1974) aplica el jackknife en muestreo
estratificado de poblaciones multivariadas de tamano finito. Shao & Tu (1995)
derivan estimadores de varianza de una estadistica dada como parte crucial de
muestreo por encuestas; ademas introducen las ideas béasicas, féormulas, implemen-
taciones, propiedades y aplicaciones de este método para datos muestrales.

Recientemente, Berger & Skinner (2005) presentan un estimador jackknife de
varianza en muestreo con probabilidades desiguales analogo al estimador de varian-
za con la técnica de linealizacion de primer orden de Taylor expuesto en Sérndal
et al. (1992). Este estimador resulta ser mas consistente que los estimadores ja-
ckknife de varianza alternativos. El estimador propuesto se basa en el estimador
jackknife para muestreo con probabilidades desiguales propuesto por Berger &
Skinner (2005), modificando los pseudovalores jackknife en cada fuente de varia-
cion estimada.

En la seccion 2 se muestran los parametros poblacionales de interés y los esti-
madores puntuales por considerar. En la secciéon 3 se definen las componentes de
varianza por estimar, y la aproximacion de la varianza via linealizaciéon de primer
orden de Taylor de cada una de las componentes de varianza y sus estimadores. En
la seccidon 4 se muestra el estimador jackknife de varianza propuesto por Berger
& Skinner (2005), para luego en la seccion 5 derivar los estimadores de cada una
de las componentes de varianza del diseno en consideracion. Como soporte de los
resultados teéricos obtenidos, en la secciéon 6 se realiza un pequeno estudio por
simulacion en el que se compara la varianza tedrica debida a cada fase muestral
con los estimadores propuestos en la seccion 5.

2. Estimacion de parametros en muestreo en dos
fases

La idea de un diseno de muestreo en dos fases es obtener, en una primera fase,
una muestra grande de elementos s,, mediante un diseno muestral de facil aplica-
cion y recopilar informacion auxiliar econdémica de una o mas variables auxiliares,
para con la ayuda de esta informacion, en una segunda fase, seleccionar una sub-
muestra s de la muestra de la primera fase, que permita construir un estimador
maés eficiente del parametro de interés.

Los parametros de interés se asumiran como funciones de medias poblacionales,
0 = f(u1,p2,...,p0), donde f(-) es una funcién de RP a R y pg es la media
poblacional de la variable g-ésima, pgy = >, ¥qi/N. Con U = {1,2,...,N}
representando la poblacioén finita de N individuos, cada uno de estos caracterizado
por @ variables aleatorias, cuyos valores en el individuo i-ésimo estén representados

poryqiaq:1727"'7Q'
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Luego, notando la probabilidad de inclusiéon de un individuo en la muestra s,
de la primera fase por m,;, y la probabilidad de que un individuo, seleccionado en
la primera fase, sea incluido en la muestra s de la segunda fase por 7;4,, se tiene
para efectos de estimacion que la ponderaciéon de cada individuo seleccionado en
la muestra final s depende de la cantidad:

* P - .
T = Tai X Ti|s,

como se describe en Sérndal et al. (1992).

Asi, el estimador puntual de 6 bajo un diseno de muestreo en dos fases con
probabilidades desiguales es:

92f(ﬁ17ﬁ27"'7//’zQ) (1)
donde
ﬁq = Zwiyqi
1€S

es el estimador puntual de pq, w; = (Nz)™ L,y
~ 1
N=> —
€S v

es el estimador del tamano poblacional V.

3. Estimacion de varianza en muestreo en dos fases

La varianza del estimador 6 se puede descomponer como la suma de las varian-
zas debidas a cada una de las fases de muestreo:

AV(0) =V(E@ | s4)) + E(V(8]s4))

esta a su vez se puede aproximar mediante la técnica de linealizacién de primer
orden de Taylor como:

AV(0) = V()" S1V (1) + E(V(0)"SV () | 5a) (2)
donde
1 Taij — TaiTaj T
= WZZ T%J(yz — )y — 1)
ieU jeU
1 Tijlsa — Ti|saTj|sa T
Y= J = )y —
2 2 Ea— (vi — ) (y; — )
1€ Sq J€ Sq a a
y

V() = (M M)T

s g —
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siendo y; = (y1i,---,Yqi)T, V() denota el gradiente de f(-) en z € R? y f(-) se
considera continua y diferenciable en p = (y1,...,y0)".

Un estimador aproximado para la varianza de 0 es:
V(0) = V(@) SV (i) + V(i) 'SV (h) (3)
donde

~ Taii — TaiTaq =R =N
Si=) > g (i — ) (y; — )

icsjes TaijTijlsa
R Tiile. — Tils T
o ]‘Sa 7'I‘Sa ]‘Sa ~ ~\T
=30 wiw; (yi — 1) (yj — i)
; : Tij|sa
i€ Sje s

Y Wqi = (Nﬂ—ai)_l-

4. Un estimador jackknife de varianza en muestreo
con probabilidades desiguales

Para una muestra s seleccionada de acuerdo con un diseno de muestreo pro-
babilistico en una sola fase y el parametro poblacional § = f (1, o2y - - -5 phg) con
estimador puntual dado por 6 = f(ji1, fi2, . .., fig), con

//Zq - Z WiYqi

€S

%

de 6 propuesto en Berger & Skinner (2005) es

vins(@) =D W;%jmm%)%) (4)

€S jES

donde w; = (Nwi)_l y N = Yics 7. 1. El estimador jackknife para la varianza

donde
e = (1 —wi) (0 - 0))
son los pseudovalores jackknife, g(i) = f(H1@),---+Hge)) es el estimador de 6

analogo a 6 pero calculado luego de eliminar la observacion i-ésima de la muestra
sy

-~ 1 Yqi
Heoy = = Z W_q_
N ies—{j} "

con ]V(j) = Zies—{j} 7TZ-_1 vy s—{;} la muestra luego de eliminar el elemento j-ésimo
de s.
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5. El estimador jackknife de varianza propuesto

Se considera ahora un estimador de la varianza de § basado en una mues-
tra aleatoria seleccionada en dos fases. Cada componente de la aproximacion de
varianza dada en (2) es estimada por un estimador jackknife particular. Asi, el
estimador propuesto es:

o Taij — TaiTlaj Tijlsa — Ti|sqa Tj|sa
Vyar (9) = Z Z Qé@)&(i) + Z Z J‘ l J‘ E(i)E(j) (5)

TaiiTii T
i€S jES aijij|sa i€S jES ijlsa

donde

ey = (1 —w) (0 - 0(;))
0(i) = Tilsa€(0)

0y = f(Ig), - fge))
Hqi) = Z yqi/(ﬂ':ile)

€S —{j}
Ni= > 1/
ies —{j}

v s —{;} es la muestra luego de eliminar el individuo j-ésimo de la muestra s.

Notese que, como en Berger & Skinner (2005), el estimador dado en la ecuacion
(5.1) es analogo al estimador via linealizacion de primer orden de Taylor dado en
(3) remplazando los valores V(7)TS,V () y V(1)T SV (i), lamados valores de
influencia empirica obtenidos por diferenciacion, por los pseudovalores jackknife
d(i) ¥ €(), respectivamente.

5.1. Consistencia del estimador

Anéloga a la demostracion de la consistencia del estimador (4) dada en Berger
& Skinner (2005), se realiza ahora un esbozo de la demostracion de la consistencia
del estimador propuesto en (5.1).

Resultado 1. El interés de este resultado es mostrar las bondades del estimador
propuesto en la ecuacion (5.1) y de cada una de sus componentes de estimacion.
Se desea mostrar que dicho estimador es consistente para su contraparte en la
aprozimacidon de varianza dada en la ecuacion (2). De esta forma, definiendo

o, = S Mot~ MaiTa 5 s

ics jes  MaiiTij|sq
7Ti’|sa - 7-‘-i\saﬂ-’|sa
Vpamy = D)~ e e
i€S jES ijlsa
siempre que N
V() S0V ()Y (1) 21V (1) —F 1 (6)
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V) TEV([@)/V(0)TEV () —T 1 (7)

Junto con algunas condiciones de regularidad (que se cumplen para varios estima-
dores como totales, razones y coeficientes de correlacion, entre otros):

Vaar, [V () 21V (1) —7 1 (8)

0rary /Y (W) TEV (1) —T 1 (9)

Las condiciones de regularidad que se mencionaron y que son necesarias para
el cumplimiento del anterior resultado son las siguientes:

1. | 1—w; |> o> 0 para todo i € s,, donde « es una constante. Este supuesto
garantiza que no se tenga un diseno degenerado con ponderaciones w; iguales
al.

2. Hminf{nV ()X V(2)} > 0, iminf{nV(2)TXV (@)} > 0. Este supuesto
1

exige el decrecimiento de la aproximaciéon de la varianza con razén n=".

3. 23 swlllys — Al|” = Op(n") para todo T > 2. Este supuesto se refiere
al comportamiento de los pesos y a la existencia de los momentos de los y;
que se exigen en Berger & Skinner (2005) y que es un requerimiento para la
variable de interés al momento de aplicar el jackknife y que se encuentran
descritos en Shao (1993) y en Shao & Tu (1995).

- 2 B 5
4. A 5 Ay siAu <0
>y (—) ~0,1), con i, { s B <
i€ Sitje s \ ilsa 0, e.o.c.
. 2 B —A” . A 0
Z Z ( z ) =0,(1), conA_ = ijlsas Sl Bijlsa <
Hlse ! idlse 0 e.0.c
i€ SitjE § ; .0.c.
5 A ) Ruyr 81 Ay <0
. Z Z ( - ) = O0p(1), con A;J = {_ aijs S Baij <
i€ sitje s \ ilsa 0, e.o.c.
. 2 ~ —A” . A 0
Z Z ( z ) =0,(1), conA_ = ijlsas Sl Bijlsa <
s : idlse 0 e.0.c
i€ SitjE § ; .0.c.
At \ 2 < .
CY S (2) o wnag, - [ 5B 20
i€ Sitj Tijlsa “ 0, e.0.c.
i€ Si#£jE S
. 2 A iA.. >0
Z Z (A+ ) =0,(1), con At ="l 8L Rijlsa Z
Hlsa ! e 0 e.0.c
i€ SitjE § ; .0.C.
7. |IV(21) — V(z2)|| < M|z1 — 22||° para A, § > 0, constantes y x;, o en la

vecindad de p.
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8. IVl = Op(1).

Los supuestos 6 y 7 son requerimientos de uniformidad y diferenciabilidad que
se exigen para la funcion f(-) para la aplicacion del jackknife (Shao 1993, Shao &
Tu 1995).

Demostracion. (Resultado 1) La demostracion de las expresiones (8) y (9) se
logra escribiendo (gracias al teorema del valor intermedio)

f— é\(i) = f(m) — f(iu) = V)" (7 - 1u)
=V (7 fw) + (V) - V@) (7 - aw)

con ¢ un punto perteneciente al segmento rectilineo que une a i con ﬁ(i). Asi, se
tiene que

~ R T R
2y = V) wily = )+ (V(e) = V) wily: = )
lo anterior permite escribir el producto £(;(;) en como:
cet) = V) wiwy (i — BTV @) + riry + 200,y — 3V ()
con r; = (V(c) = V(1)) "wi(y; — [i). Luego
Vjyar, = Ay + By +2C,
Vs, = Ao + By + 205

con A; = V(ﬁ)Til V() y Ay = V(ﬁ)Tﬁvm) los estimadores bajo linealizacion
de la aproximacion de la varianza de 6,

By = ZZ Baig TiT;j

T
i€S jES ijlsa

BQ = Z Z Ai_ﬂsa’riTj

i€S jes

Aai' . -

Cr = ZZ T Lriwai(ys — )" V(1)
ics jes ilsa

G = Z Z Ajjis,riwi(yi — 1) V(1)

i€S jESs

donde Agij = (Taij = TaiTaz)/Taij ¥ Dijlse = (Tijlse = Tilsu Tjlsa)/ Tiglsa -
Luego, de los supuestos (6) y (7),
Ay V()2 V () —T 1
A2 /V(1)TEV () —7 1
Y, de Berger & Skinner (2005), dada la muestra s,,
By/V ()" £1V () —7 0
Co/V(1n)"2V (1) —" 0

teniéndose asi demostrada la expresion (9). O
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De manera anéloga se tiene que

Bi/V(1)"S1V () —" 0
C1/V ()" 2V (1) —7 0

lo que demuestra la expresion (8) y conduce al siguiente resultado.

Resultado 2. Siempre que el estimador via linealizacion de primer orden de
Taylor (3) sea consistente, el estimador propuesto en (5) es también consistente
para la varianza de 0, esto es:

v,,gF/V(é\) —F1

6. Simulaciéon de Montecarlo

Dada una poblacion U = {1,2,...,1500} con dos variables de estudio X y Y,
el interés en esta aplicacion es estimar un coeficiente de correlacion a través de un
diseno de muestreo en dos fases, MAS-7PT, con mecanismos de seleccion Fann-
Muller-Rezucha y Sunter, respectivamente, para luego comparar la varianza de
éste con el estimador jackknife propuesto. De esta forma el parametro por estimar
es

p=0y (Uiai)(*lﬂ)

con estimador

ﬁ: ayz (8585)(71/2)

Para evaluar la calidad del estimador jackknife propuesto se calcula el sesgo
relativo empirico dado por:

E(v,20(0)) =V (0)

B, (%) = V(é‘\)

x 100 %

Adicionalmente se calcula este mismo valor para los estimadores de cada una
de las componentes de varianza:

By (%) = E(U”Fl‘(fz;)_ ), 100 %
Byo(%) = E(U”Fz‘(/ezg)_ 2(0) 100 %

donde V; (5 ) y Vs (5 ) corresponden a la varianza teoérica debida a cada fase mues-
tral, las cuales se obtienen de forma teorica la primera y de forma empirica la
segunda a partir de 10000 valores observados de p, dadas 10000 muestras de pri-
mera fase. Igualmente los valores esperados E(v somy) ¥ E(Vyar,) se obtienen de
forma empirica sobre 10000 muestras aleatorias seleccionadas en dos fases segtin
el diseno en consideracion. Los resultados se muestran en la tabla 1.
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TABLA 1: Sesgo relativo para distintas fracciones muestrales.

n % 1 B(%) Bra(%)  Br(%)
0.3 0.1 0.03 —13.08 5.41 3.60
0.3 0.2 0.06 —6.48 6.25 3.70
0.3 0.3 0.09 —3.75 5.21 2.57
0.3 04 0.12 —0.50 6.00 3.11
04 0.1 0.04 —11.76 6.43 5.22
04 0.2 0.08 —5.63 7.20 5.43
04 03 0.12 —4.05 6.53 6.26
04 04 0.16 4.95 2.34 2.41
0.5 0.1 0.05 —10.14 9.24 9.16
0.5 0.2 0.10 7.26 8.81 8.93
0.5 0.3 0.15 3.20 2.50 2.61
0.5 04 0.20 —0.20 5.28 4.18
0.6 0.1 0.06 —19.41 0.36 —0.59
0.6 0.2 0.12 —9.61 —4.37 —4.87
0.6 03 0.18 1.00 —5.83 —4.98
0.6 04 0.24 14.44 2.51 4.34

A partir de los resultados obtenidos en la tabla 1 se observa, en general, una
buena estimacion de la varianza del estimador, con sesgos relativos empiricos in-
feriores a 10 %, e incluso inferiores a 5% cuando el tamafio de n, aumenta. Simi-
larmente, en la estimacion de la varianza de la segunda fase y con la bondad del
diseno mPT empleado, se lograron estimaciones de varianza con sesgos relativos
inferiores a 10 %, y como caso particular, con sesgos relativos inferiores a 7 % para
los mayores valores de n, y los menores valores de n, situacion que va de la mano
con la idea de una muestra seleccionada en dos fases. En cuanto a la varianza de-
bida a la primera fase muestral, notamos que para fracciones muestrales pequenas
tanto en la primera fase como en la segunda se produjo una subestimacion de la
varianza del estimador, y para fracciones muestrales grandes en la primera fase y
en la segunda se obtuvo una sobrestimacion de la varianza debida también a la
primera fase de muestreo.

7. Conclusiones

Es posible establecer un estimador de la varianza debida a cada una de las fases
de muestreo, de manera independiente a través del método jackknife, modificando
los pseudovalores jackknife para asi obtener un estimador consistente de cada una
de las componentes de varianza.

Si se tiene en cuenta la demostracion de la consistencia dada en la expresion
(9), se nota que el estimador dado en Berger & Skinner (2005) solo estima la
varianza debida a la segunda fase muestral.

A partir de simulaciones se pudo mostrar la aplicabilidad del jackknife en
disenos de muestreo en dos fases. La medida de calidad cuantificada (B,) para
cada una de las simulaciones se mantuvo con porcentajes bajos que disminuirédn
notablemente en la medida que los tamanos poblacionales utilizados en la practica
crezecan.
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