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Resumen

La distribuciéon Weibull bivariada es muy importante en confiabilidad y
en anélisis de supervivencia. La dependencia para este tipo de problemas
ha venido cobrando gran importancia en anos recientes. En la literatura,
se conocen algoritmos para generar una distribuciéon Weibull univariada y
distribuciones bivariadas con marginales independientes. En este articulo,
se presenta un algoritmo para generar tiempos de falla Weibull bivariados
dependientes, usando una representacion copula para la funcion de confia-
bilidad Weibull bivariada. Tal representacion se obtiene utilizando modelos
copula arquimedianos. En particular, se utilizé la familia Gumbel. Se realizo
una aplicacién del algoritmo copula, cuyos resultados fueron validados exi-
tosamente.
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Abstract

The bivariate Weibull distribution is very important in both reliability
and survival analysis. The dependence for these kind of problems has been
gaining great importance in recent years. In the literature, there are al-
gorithms to generate univariate Weibull distributions and bivariate Weibull
distributions with independent marginal distributions. In this paper, we pre-
sent an algorithm to generate dependent bivariate Weibull failure times using
a copula representation for the bivariate Weibull reliability function. Such
representation is obtained using archimedean copula models. In particular,
we used the Gumbel’s family. An application of the copula algorithm was
done and the results were successfully validated.
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170 Mario César Jaramillo et al.

1. Introduccion

La distribucion Weibull es una familia muy utilizada para modelar tiempos de
falla, en vista de su interpretacion fisica y su flexibilidad para el ajuste empirico. La
distribucion Weibull bivariada se puede visualizar en varios contextos, tales como,
los tiempos hasta la primera y segunda falla de un equipo reparable, los tiempos
de “breakdown” de generadores duales en una planta de energia, o los tiempos de
supervivencia en un sistema de dos 6rganos, tal como los pulmones o rinones, en
el cuerpo humano (Lu & Bhattacharyya 1990).

La dependencia para este tipo de problemas ha venido cobrando gran impor-
tancia en afos recientes. Crowder (2001), describe la importancia de la temaética,
no solamente para los temas demograficos y actuariales sino también desde el
punto de vista de la inferencia estadistica y las aplicaciones a la teoria de la con-
fiabilidad y el analisis de supervivencia. Denuit et al. (2005), es otro ejemplo de la
importancia actual del tema. También Bedford (2005) y Nelsen (2006) muestran
la relaciéon entre dependencia en modelos multivariados, riesgos en competencia y
el trabajo en copulas. Las copulas se han convertido en una potente herramien-
ta para el modelamiento multivariado en muchos campos donde la dependencia
multivariada es de gran interés. En actuaria, las cépulas son usadas en el mode-
lamiento de mortalidad y las pérdidas dependientes (Frees et al. 1996, Frees &
Valdez 1998, Frees & Wang 2005). En finanzas, las copulas son usadas en asigna-
cion de activos, modelamiento y administracion de riesgos, calificacion de créditos y
tasacion derivada (Bouye et al. 2000, Embrechts et al. 2003, Cherubini et al. 2004).
En estudios biomédicos, las copulas son usadas en el modelamiento de tiempos de
eventos correlacionados y riesgos en competencia (Wang & Wells 2000, Escarela
& Carriére 2003). En ingenieria, las copulas son usadas en el control de procesos
multivariado y en el modelamiento hidrologico (Yan 2006, Genest & Favre 2007).

En la actualidad, el modelo Weibull univariado estd muy documentado, sin
embargo, la investigaciéon de la distribuciéon Weibull bivariada y multivariada con
dependencia, es limitada. Lu & Bhattacharyya (1990) presentan aproximaciones

con sentido fisico para la construcciéon de extensiones bivariadas de la distribucion
Weibull.

El objetivo de este articulo es difundir un algoritmo para la generacion de
tiempos Weibull bivariados usando copulas, de manera que éste sirva para trabajo
de simulaciéon en problemas que involucren la funcién de confiabilidad Weibull
bivariada, la cual es ampliamente utilizada en confiabilidad. La importancia de la
divulgacion del algoritmo radica en que tradicionalmente, la modelacion estadistica
en problemas de riesgos en competencia ha utilizado el supuesto de independencia,
pero en muchas situaciones practicas la dependencia es una condicién usual, lo que
ha generado el creciente interés por su estudio, y como consecuencia de ello se tiene
la necesidad actual de generar datos Weibull bivariados con dependencia.

En la seccion 2 se presenta una descripcion basica de los modelos copula, la cual
pretende dar un marco para el trabajo en las secciones posteriores. En la seccion
3 se presenta la forma en que la funciéon de confiabilidad Weibull bivariada puede
ser representada a través de un modelo copula, de manera que a partir de esta
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representacion se pueden generar tiempos de falla Weibull bivariados dependientes,
los cuales seran utiles para problemas de simulacién en temas de confiabilidad.
Finalmente, en la secciéon 4, se presenta una aplicacion del algoritmo para generar
tiempos de falla Weibull bivariados dependientes y se muestra una validacién del
mismo.

2. Descripciéon del modelo copula

Suponga que C,, es una funcion de distribucion con densidad ¢, sobre [0, 1] x
[0,1] para a € R. Denote (T1,T5) los tiempos de falla, y denote (S, S2), (f1, f2)
las respectivas funciones de confiabilidad y de densidad marginales. Si (T1,75)
proviene de una copula C, para algin «, entonces las funciones de confiabilidad
y densidad conjuntas de Ty y T (Nelsen 2006), estan dadas por

S(t1,t2) = Co(S1(t1), Sa2(t2)), ti,ta >0
f(t1,t2) = ca(S1(t1), S2(t2)) f1(t1) f2(t2), t1,t2 >0

donde « representa el parametro de dependencia entre los tiempos de falla T3 y
Ts.

Dos de las familias copula mas usadas son las copulas elipticas y las arqui-
medianas. A continuacion se introduce la familia de copulas arquimedianas, ya
que para la funciéon de confiabilidad Weibull bivariada se tiene una representacion
copula a través de esta familia.

2.1. Coépulas Arquimedianas

Una distribucién bivariada perteneciente a la familia de modelos copula arqui-
medianos tiene la representacion

Ca(u,v) = 6" [dalu) + da(v)], 0<u,v<1 (1)

donde ¢, es convexa y decreciente tal que ¢, > 0, ¢o(1) = 0. A la funciéon
bq se le denomina generador de la copula C, y la inversa del generador ¢! es
la transformada de Laplace de una variable latente denotada ~, la cual induce
la dependencia a. Asi, la seleccion de un generador resulta en varias familias
copulas. En la tabla [ se muestran las formas funcionales para las funciones de
confiabilidad bivariadas en tres familias copula arquimedianas. Adicionalmente, en
la tabla 2] se muestran los generadores y las transformadas de Laplace para las
familias consideradas. A continuaciéon se dan detalles de las tres familias copulas
arquimedianas.
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Familia Espacio Copula Bivariada

Copula  Parametral Ca(u,v)

Clayton a>1 {ul= £l —1}1/(0-a)

Gumbel 0<a<1l exp{-— [(—lnu)l/a—l—(—lnv)l/a}a}
Frank a>0 log, {1+ (a* —1)(a¥ —1)/(a — 1)}

TaBrLA 1: Cédpulas arquimedianas.

Familia Espacio Generador Transformada de
Coépula  Parametral Pal(t) Laplace (7(s) = ot (s))
Clayton a>1 th—o 1 (14 s)/0-)
Gumbel 0<a<1 (=Int)l/e exp(—s®)

Frank a>0 In (gjll log,{1— (1 —a)es}

TaABLA 2: Generadores y transformadas de Laplace de las copulas arquimedianas.

2.1.1. Familia Clayton

La funcion de confiabilidad bivariada perteneciente a la familia Clayton (1978)
tiene la forma

Colu,v) = {ul = o1 1}V 5 (2)

aqui ¢, (s) = (1 + s)/(1=) es la transformada de Laplace de una distribucion
gama. 11 y T, estan positivamente asociados cuando « > 1 y son independientes
cuando a — 1. Denote A la funcion Hazard. Clayton (1978) mostro que A(t2 | 11 =
t1)/A(t2 | Ty > t1) = a, si y s6lo si, la funcion de confiabilidad bivariada pertenece
a la familia Clayton.

2.1.2. Familia Gumbel

La funcion de confiabilidad bivariada perteneciente a la familia Gumbel (1960)
tiene la forma

Calu,v) = exp{~[(—lnu)"/* + (= Inv)"/*]*} 3)
donde 0 < a < 1. Aqui ¢, *(s) = exp(—s®) es la transformada de Laplace de una
distribucion estable positiva. Valores pequenos de « producen alta correlacion y
Ty, Ty son independientes cuando o — 1.

2.1.3. Familia Frank

La funcion de confiabilidad bivariada introducida por Frank (1979) tiene la
representacion

Ca(u,v) =log, {1+ (" = 1)(a” = 1)/(a = 1)} (4)

donde o > 0, y log,, denota el logaritmo en base a.. T1, T estan asociados positi-
vamente cuando « < 1, negativamente cuando o > 1, y son independientes cuando
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a — 1. Aqui ¢, 1(s) = log, {1 — (1 — a)e®} y se convierte en una transformada de
Laplace cuando 0 < a < 1.

3. Representacion coépula de la funciéon de
confiabilidad Weibull bivariada

Sean T y T5, tiempos de falla Weibull. Una funcién de confiabilidad conjunta
para la Weibull bivariada (Lu & Bhattacharyya 1990), es:

B1 Baqa
)~ to\ *
S(t1,t2) = exp —[(é) +<é) ‘| , 0<a<l (5)

donde, (31,61, 32,02 (todos mayores que cero), son los parametros de forma y escala
asociados a 17 y T» respectivamente. 0 < o < 1, es el parametro de dependencia
entre T y 15, cuyas funciones de confiabilidad marginales son:

B
S;Jt)zexp{—(é) }, k=12, t>0 (6)

Cuando el parametro de dependencia « entre tiempos de falla Weibull es 1, en-
tonces hay independencia entre T} y T5. A medida que « disminuye, la dependencia
entre T7 y Th aumenta.

Observe que comparando ([B) con (B]), la representacion de la funcion de con-
fiabilidad Weibull bivariada se obtiene mediante la familia cépula Gumbel, para
0 < a < 1, es decir, cuando 77 y T> no son independientes. Observe que, de la
seccion 2.1.2, para la representacion de la funcion de confiabilidad Weibull bivaria-
da se requiere generar una variable aleatoria, digamos 7, con distribuciéon estable
positiva, cuya trasformada de Laplace sea ¢, (s) = exp(—s®). A continuacion se
dan detalles de la generacion de distribuciones estables positivas.

3.1. Distribucién estable positiva
Una variable aleatoria I' se dice que tiene distribucién estable positiva si existen

pardametros 0 < a < 1,0 > 0,—-1 < 8 < 1,u € R, tal que su funcion caracteristica
tiene la siguiente forma:

E[eitl‘} — exp [_ e (1 —iftan ?) + it (7)

donde « es el indice de estabilidad, o es el parametro de escala, 3 es el parametro
de asimetria y p es el parametro de localizacion. La distribuciéon de una variable
aleatoria estable positiva con los parametros antes mencionados se denota como

Sa(o, B, ).
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Se puede demostrar que la transformada de Laplace de una variable aleatoria
' ~Sa(0,1,0) para0 < a < 1y o >0, es igual a

E[eftr] = exp [— C(;;:_ato‘} (8)
2

Note que la expresion en (&) es equivalente a la transformada de Laplace reque-
rida en la representacion copula de la funcion de confiabilidad Weibull bivariada,
explicada en la seccion anterior, haciendo == = 1.

2

Para mayores detalles de distribuciones estables véase Samorodnitsky & Taqqu
(1994).

3.2. Algoritmo cépula

Basados en lo anterior un algoritmo para generar tiempos de falla Weibull
Bivariados con dependencia «, haciendo uso de la representacion copula Gumbel
para la funcién de confiabilidad Weibull bivariada explicada en la seccién 3, es el
siguiente:

a) Genere una variable aleatoria v con distribucion estable positiva S, (o, 3, 1) y
que tenga transformada de Laplace 7(s) = exp(—s®). Para que esto se cumpla

de acuerdo a [®), tome 0 = [cos Z2] ", =1y u=0.

Para generar v se utiliza el método propuesto por Chambers et al. (1976).

b) Independiente del paso anterior, genere variables aleatorias Uy y Us con distri-
bucion uniforme en el intervalo (0,1).

c) Para k = 1,2, de la expresion (@) calcule T}, = Sk_l(U*k), donde U, =
7[—=y~ ' In(Uy)], con 7 la transformada de Laplace asociada a la cépula Gumbel
dada en tabla

La implementacion del algoritmo copula se realizo utilizando el software es-
tadistico R version 2.5.1; utilizando las librerfas MASS, boot y CircStats. Més
detalles acerca de R y los paquetes anteriores se muestran en R Development Core
Team (2007), Canty & Ripley (2007), Lund & Agostinelli (2007) y Venables &
Ripley (2002). El codigo utilizado se suministra bajo pedido a los autores.

4. Aplicaciéon del algoritmo coépula

Se ilustrara la utilizacion del algoritmo copula descrito anteriormente, mediante
la generacion de muestras aleatorias de tamano 50, 100 y 500 provenientes de una
distribucion Weibull bivariada, con parametros de escala #; = 65 = 1.0, parametros
de forma (8 = 2.0, B2 = 1.0 y parametro de dependencia o« = 0.1,0.2,0.4,0.6,0.8
vy 0.9.
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A continuacion se muestran los diagramas de dispersion para las muestras
anteriores. Adicionalmente, se superponen los contornos de la funcion de densidad
conjunta Weibull bivariada teoérica.

25

245

fo 5% 4 : 104 a 03
1 2 [ o /vo—;s
3.5 o oo - ’_j_,-—"_ L
o oom o 00 6_,9-—03‘.—_,—5—%_0;:;\\30 o,
T T T T T : T T T
oo 05 10 15 20 0s 1.0 1.5
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Ficura 1: Diagramas de dispersion de n = 50 datos simulados de una densidad conjunta
Weibull bivariada 61 = 02 = 1.0, 81 = 2.0, 2 = 1.0 y 0.4,0.6,0.8 y 0.9, con

sus contornos teobricos.

De las figuras [l B y Bl se observa que a medida que el parametro de depen-
dencia « se incrementa, la dependencia entre los dos tiempos de falla 77 y T5
disminuye como se esperaba. Note que la dependencia en este tipo de problemas
no es lineal, de hecho existe una relaciéon entre el coeficiente de correlaciéon de
Pearson y el parametro de dependencia a. Para mas detalles, puede consultarse
Lu & Bhattacharyya (1990).

Para validar el algoritmo copula se realizan pruebas de Kolmogorov-Smirnov de
bondad de ajuste en las marginales asociadas a cada tiempo de falla. Los resultados
de la validacion se muestran en la tabla Bl Para mas detalles de la prueba de
Kolmogorov-Smirnov, véase Conover (1999).
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Ficura 2: Diagramas de dispersiéon de n = 100 datos simulados de una densidad

conjunta Weibull bivariada ¢ = 02 = 1.0, 1 = 2.0, f2 = 1.0y a =
0.1,0.2,0.4,0.6,0.8 y 0.9, con sus contornos tedricos.

De la tabla[3] se observa que las marginales cumplen con la distribucién original
que se simul6d, de manera que el funcionamiento del algoritmo propuesto se verifica
estadisticamente de una manera exitosa.

Adicionalmente, se puede establecer un procedimiento sencillo de verificacion
de la bondad del ajuste de los datos generados a la distribuciéon tedrica asumida,
que consiste en lo siguiente:

e Se definen los contornos teoéricos de la funcién de densidad conjunta de T3 y
Ts en los niveles de 0.1,0.3,0.5,0.7 y 0.9.

e Para una muestra de tamano n de parejas de datos se establece el porcentaje
de puntos por fuera de cada contorno tedrico.
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By =20, ;=10 By =20 ;=10

T T

Ficura 3: Diagramas de dispersiéon de n = 500 datos simulados de una densidad
conjunta Weibull bivariada ¢ = 02 = 1.0, 1 = 2.0, f2 = 1.0y a =
0.1,0.2,0.4,0.6,0.8 y 0.9, con sus contornos tedricos.

e Finalmente, se comparan éste porcentaje con el nivel del contorno teorico.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos para n = 500 datos si-
mulados de una densidad conjunta Weibull bivariada 6, = 6, = 1.0, 51 = 2.0,
Bo=10y a=0.1,0.2,0.4,0.6,0.8 y 0.9.

En la tabla M se observo que los porcentajes de puntos por fuera de los niveles
de contornos teodricos se aproximan a los valores tebricos para todos los valores del
parametro de dependencia «, lo cual es un indicio de un ajuste adecuado de los
puntos a la distribucién teédrica asumida.

Revista Colombiana de Estadistica 31 (2008) 169181l



178 Mario César Jaramillo et al.

Caso Ho : T1 ~ Weibull(f; = 1.0,81 = 2.0) | Hp : T2 ~ Weibull(62 = 1.0, 32 = 1.0)
@ n Estadistico (D) Valor p (p) Estadistico (D) Valor p (p)
0.1 50 0.0797 0.8833 0.0875 0.8068
0.1 | 100 0.1011 0.2586 0.1047 0.2228
0.1 | 500 0.0333 0.6381 0.0266 0.8718
0.2 50 0.1128 0.5118 0.1047 0.6064
0.2 | 100 0.0696 0.7185 0.1085 0.1894
0.2 | 500 0.0233 0.9497 0.0247 0.9216
0.4 50 0.0922 0.7542 0.1272 0.3627
0.4 | 100 0.0548 0.9252 0.0515 0.9535
0.4 | 500 0.0494 0.1748 0.0417 0.3499
0.6 50 0.1427 0.2367 0.1572 0.1515
0.6 | 100 0.1047 0.2230 0.0980 0.2922
0.6 | 500 0.0301 0.7551 0.0574 0.07417
0.8 50 0.1407 0.2508 0.1518 0.1801
0.8 | 100 0.0937 0.3432 0.1201 0.1116
0.8 | 500 0.0466 0.2279 0.0379 0.4680
0.9 50 0.0816 0.8665 0.0937 0.7370
0.9 | 100 0.0981 0.2904 0.0853 0.4603
0.9 | 500 0.0261 0.8846 0.0345 0.5916

TABLA 3: Pruebas marginales de bondad de ajuste.

Nivel de Contorno Teorico
et 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
0.1 | 0.067 0.246 0.436 0.648 0.892
0.2 | 0.070 0.284 0.457 0.670  0.902
0.4 | 0.096 0.301 0.479 0.694 0.916
0.6 | 0.108 0.310 0.506 0.716  0.928
0.8 | 0.120 0.342 0.524 0.728  0.940
0.9 | 0.154 0.355 0.548 0.744 0.958
TABLA 4: Proporciones empiricas de datos por fuera de los contornos de una densidad
Weibull bivariada con parametros 61 = 62 = 1.0, 51 = 2.0, B2 = 1.0.

5. Discusion y recomendaciones

La literatura acerca de los modelos copula y su pertinencia para trabajar pro-
blemas multivariados se ha desarrollado recientemente. Muchos de los articulos
aqui citados fueron publicados a partir del ano 2000. En ellos se destaca que los
modelos copula ofrecen a los analistas una estructura intuitivamente atractiva para
la investigacion de distribuciones multivariadas y la especificacion de su estructura
de dependencia. De esta forma, los modelos copula ofrecen una estructura flexible
que es aplicable en muchas situaciones.

Como se menciond en la introducciéon la distribucion Weibull bivariada tiene
gran importancia en temas financieros, actuariales, de ingenieria y bioestadistica,
entre otros. Durante el desarrollo del algoritmo se encontré la necesidad de manejar
conceptos no estandar como las distribuciones estables positivas, las cuales no son
ampliamente conocidas en el medio y su desarrollo es relativamente reciente.
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Este articulo pretende divulgar los modelos copula arquimedianos para que los
lectores identifiquen la pertinencia de tales modelos en problemas multivariados
no normales, y que esto contribuya para que en el corto o mediano plazo se invo-
lucren estas tematicas en los cursos de pregrado y posgrado dedicados al anélisis
multivariado.

La tematica de este articulo estd inmersa en los modelos multivariados y con-
ceptos de dependencia (Joe 1997), y su importancia radica en que la utilizacion
de modelos copula permite realizar una amplia variedad de inferencias, asi como
también, evaluar supuestos, chequear diagnosticos, comparar modelos y realizar
analisis de sensibilidad. De esta forma los modelos copula se pueden usar para
construir y analizar distribuciones y modelos multivariados.

[Recibido: diciembre de 2007 — Aceptado: septiembre de 2008]
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