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Resumen

En este trabajo se analizan dos métodos de reducciéon de dimensionalidad
en series de tiempo multivariadas estacionarias: el método de Pena y Box,
basado en el dominio del tiempo, y el método de Brillinger, basado en el
dominio de las frecuencias. Se encontraron dos fallas en el método de Pena
y Box, y se propusieron correcciones a estas. También se compararon los dos
métodos con respecto a la capacidad para identificar el nimero de factores
latentes mediante simulaciones y se realizdé una aplicacién empirica.

Palabras clave: series de tiempo multivariadas, reduccién de dimensiona-
lidad, dominio del tiempo, dominio de las frecuencias.

Abstract

Two methods of dimensionality reduction of multivariate stationary time
series are analyzed: Pena-Box’s methodology in the time domain and Bri-
llinger’s methodology in the frequency domain. Two failures of Pefia-Box’s
methodology were found, and their corrections are given. Also the two me-
thods are compared regarding to their capacities to identify the number of
latent factors by simulations and an empirical application.

Key words: Multivariate time series, Reduction of dimensionality, Time
domain, Frequency domain.

1. Introduccion

Dos de los aspectos mas importantes en la estadistica son las variables y los
individuos, y existen métodos estadisticos de reduccion tanto para el numero de
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individuos como para el nimero de variables. Entre de los métodos de reduccion
de variables se encuentran el método de componentes principales (ACP) y el mo-
delo factorial. Estos métodos tienen como objetivo no solo reducir el nimero de
variables sino hacerlo de forma 6ptima y asi poder representar los datos en una
dimension inferior logrando una interpretaciéon més simple y compacta; siendo de
gran importancia y uso frecuente en diferentes areas de la estadistica, incluyendo
su extension al analisis multivariado de series de tiempo.

El aspecto més importante en el analisis de series de tiempo es que los datos
son correlacionados, entonces cuando se trabaja con una serie de tiempo multiva-
riada, el nimero de pardmetros en los modelos es muy grande debido a la presencia
de correlaciéon tanto dentro de cada serie como entre las series univariadas que la
componen. Por consiguiente, si se logra reducir el ntmero de series, se puede sim-
plificar considerablemente la estructura del modelo; ademas, descubrir los factores
latentes que generan las series observadas es muy importante en series econémicas,
demogréaficas, meteorologicas, etc.

En el analisis de series de tiempo existen dos enfoques: anélisis en el dominio del
tiempo y en el dominio de las frecuencias. Las herramientas principales del enfoque
en el dominio del tiempo son las funciones de autocorrelacion y autocorrelacion
parcial; mientras que el enfoque en el dominio de las frecuencias asume que la
serie es la suma de ondas de diferentes frecuencias y se estudian las frecuencias
més importantes. Estos dos enfoques son matematicamente equivalentes pues la
funcion espectral en el dominio de las frecuencias es simplemente la transformada
de Fourier de la funcién de autocovarianzas en el dominio del tiempo.

En el campo de reducciéon de dimensionalidad en series de tiempo, también se
han usado estos dos enfoques. Dentro del enfoque del dominio de tiempo se encuen-
tran el modelo de index propuesto por Reinsel (1983), el modelo de rango reducido
de Ahn & Reinsel (1988) y el modelo de componente escalar de Tiao & Tsay (1989).
Uno de los dos métodos considerados en esta investigacion, el método de Pena &
Box (1987), esté restringido a series estacionarias, y tiene como herramienta prin-
cipal las matrices de autocovarianzas muestrales. Debido a la popularidad de este
método, ha sido extendido para series no estacionarias por Pefia & Poncela (2006)
y para series no lineales por Correal & Pena (2008). Por otro lado, en el enfoque del
dominio de las frecuencias, se encuentra el método de Stoffer (1999) para detectar
senales comunes en una determinada frecuencia y el método de Brillinger (1981).
Este ultimo es similar al método clésico de componentes principales, pues utiliza la
varianza recogida por cada componente principal para determinar la reduccién del
nimero de variables. El método de Pena y Box y el método de Brillinger tienen
béasicamente el mismo objetivo, y es natural, al momento de tener la necesidad
de reducir la dimensién de una serie multivariada, preguntar cual de estos dos
métodos es mejor o, equivalentemente, cuil método utilizar. Sin embargo, en la
literatura estadistica, no se ha presentado ningtn estudio comparativo de estos
métodos'. Por consiguiente, el objetivo de esta investigacién es llenar este vacio

ITampoco existe, en la literatura, una relacién matemaética directa entre estos dos métodos y
el método clasico de componentes principales.
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comparando los dos métodos en términos de su capacidad de identificaciéon del
numero de factores latentes usando tanto simulaciones como datos reales.

2. Método de Pena y Box

2.1. El modelo basico

El método de Pefia & Box (1987) supone que el proceso observable {z;:} cen-
trado y de dimension k es generado por factores {y:} de dimension r con r < k
méas un término de error €;, especificamente:

Zt:Pyt+€t (1)

donde P es una matriz de tamano k x r cuyo elemento p;; representa el peso del
j-ésimo factor sobre la i-ésima serie observada, y €; es un proceso ruido blanco con
matriz de covarianzas ¥. de rango completo k. Igual que en el modelo factorial
clasico, la ecuacion (1) no esta determinada de manera tnica, pues para cualquier
matriz invertible de tamafio r x r, H, si se definen P* = PH y yf = H 'y, se
tiene que z; = P*y; + €, y se logra la misma representacion con nuevas matrices
P* y yf. Para evitar este problema de identificacion se toma P'P = I.

Otro supuesto es que el proceso {y;} obedece a un proceso VARM A(py, qy),
donde los polinomios autorregresivos y promedio mévil se denotan por ®,(B) y
O©4(B) con ®(B) = [ -®1yB—---—®, B y0,(B) =1-01,B—---—0,,,B%,
entonces el modelo de {y;} es ®,(B)ys = O,(B)a;. También se supone que las
raices de los determinantes |®,(B)| y |©4(B)| estan fuera del circulo unitario;
el ruido del proceso VARM A {a;} es un ruido blanco gaussiano con matriz de
covarianzas X, ademas E(aze’) = 0 para todo t y s.

2.1.1. Factores independientes

En primera instancia se supone que las componentes de y; son mutuamente
independientes y las matrices ®;, y ©;, coni=1,...,p, y j =1,...,¢q, son dia-
gonales. Sea I', (k) la funcion matricial de covarianzas del proceso observado {z;:}
y I'y(k) la funcién matricial de covarianzas del proceso estocastico {y;}. Algunas
propiedades de estas matrices son:

o I.(0) = PT,(0)P' + %,
o I'.(k) = PI'y(k)P, para k > 1
o r(T,(k)) =r, para k > 1,

donde 7(A) es el rango de la matriz A. Bajo el supuesto de que los factores son
independientes y la matriz ¥, es diagonal se tiene que I'y (k) es diagonal, entonces
I'.(k) es simétrica para k > 1 y las columnas de la matriz P seran los vectores
columnas de T', (k) asociado a los r valores propios distintos de cero, para todo
k > 1. Notese también que si I'y (k) = 0 para todo k # 0, entonces I', (k) = 0 para

Revista Colombiana de Estadistica 32 (2009) 189-212



192 Hanwen Zhang

todo k # 0, es decir, el proceso {z;:} es un proceso ruido blanco, en cuyo caso se
tiene el modelo factorial clasico representado por la ecuacion (1).

Por otro lado, la identificacion del niimero de factores r se puede realizar obser-
vando la matriz de autocorrelaciones parciales p(l) (Tiao & Box 1981). Se puede
demostrar que el rango de p(l) es a lo mas r. Existe una tercera forma de iden-
tificar el ntimero de factores, que es consecuencia del siguiente teorema (Pena &
Box 1987).

Teorema 1. Si z, = Py: + €, donde y, ~ VARMA(py,qy), P es de rango
r con r < k, {e} es un proceso ruido blanco, entonces {z;} sigue un proceso
VARMA(p:,q:) con p- =py y q= = maz(py, qy)-

De este teorema se obtiene otra forma de identificar el ntimero de factores: las
matrices ¥, en la representacion z; = Ef; W€, ; también tienen rango igual a 7.
En conclusion, existen diferentes formas para encontrar el nimero de factores r,
pero el calculo de las matrices p(k) y ¥ es més complicado que el de las matrices
I'(k), y por eso la metodologia de esta investigacion se basa en el rango de las
matrices I'(k).

2.1.2. Transformacién candnica

Se puede encontrar una transformacion del proceso {z:} de la cual se obtiene
una reducciéon de dimensiéon del proceso. Esta transformacion esta dada por la
matriz M definida por:

M—[g] (2)

donde P~ es la inversa de Moore-Penrose de la matriz P y B es una matriz con
BP = 0. Es posible definir B como la matriz formada por los k — r vectores
propios ligados a los valores propios nulos de la matriz PP’. Asi, podemos obtener
las siguientes igualdades:

P*zt yt"’PiEt yt—i—PiGt 1t
= M = = = =
o =t |: BZt :| |: BPyt + BEt :| |: BEt :| |: ot :| (3)

Es decir, los primeros r componentes de z; son iguales a los factores y; méas
un ruido y los restantes k —r componentes son iguales a un ruido blanco. De esta
forma, la estructura del proceso z; queda resumida dentro del proceso x1; que tiene
dimension inferior, y asi se logra una reduccion de la dimensionalidad del proceso
Zt-.

2.1.3. Factores dependientes

Cuando los factores generadores {y;} son dependientes, se trabaja con las ma-
trices de coeficientes del modelo VARM A en vez de las matrices de covarianzas,
y se tienen las siguientes propiedades:
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(1) ®@,(s) = W,F,W; ! donde F; de tamafio r x r es diagonal y contiene los valores
propios de ®,(s) y W, contiene los vectores propios de ®,(s),

(2) @.(s)PWs = PW,Fs. Por ser Fy diagonal, esta contiene los valores propios
de ®.(s) y la matriz PW, de tamano k x r contiene los vectores propios de
D, (s).

En conclusion, se puede establecer que los valores propios de ®,(s) son los
mismos de ®,(s). Por el otro lado, se considera la primera matriz de coeficientes
autorregresivos ®,(1) y suponga que H es la matriz de tamafio k X k que contiene
a todos sus vectores propios. Entonces las r columnas de H conforman la matriz
PW; y estas corresponden a los vectores propios asociados a los valores propios
no nulos de ®,(1).

—1 pr
M_{Klp} (4)

donde V es la matriz de vectores propios de la matriz PP’ = (PW,)(W; *P)
asociados a los valores propios nulos. Definida M de esta forma podemos obtener
una transformacién similar al caso de factores independientes:

Wﬁm+wa]_[Mﬂ

T2t

@_M%_[ (5)

Analogo al caso de los factores independientes, se obtiene un proceso xy; con
dimensién inferior que la del proceso original z;.

2.2. Implementacién practica

Esta seccion introduce dos inconvenientes generados por el método de Pena y
Box al momento de su implementacion en la practica. Asi mismo, se proponen dos
alternativas teéricas para lidiar con estos inconvenientes sin afectar los resultados
finales del método.

2.2.1. Identificacién del nimero de factores

El método de Pena y Box sugiere determinar el nimero de factores, obser-
vando los valores propios de las matrices de covarianzas muestrales de las series
observadas, I',(h). Sin embargo, estas matrices I',(h) = Z?;lh(zt —Z2)(z¢4n—2) /0
claramente no son simétricas, y por consiguiente pueden tener valores propios ne-
gativos y, més aun, complejos, lo cual dificulta la determinaciéon del numero de
factores puesto que no es correcto usar las magnitudes de los valores propios para
determinar el ntimero de factores como lo ilustra el siguiente ejemplo de simulacién.
Se simul6 una serie z; de dimension 4 de acuerdo con la ecuacion (1) con

0.51  0.30
0.54  0.60
P= 0.60 —0.54
0.30 —0.51
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Ye=1,y. ~VARMA(1,0) con ® = diag(0.3,0.5) y

1.0 0.6
o = [ 0.6 1.0 ]

La matriz de autocovarianzas muestrales de orden 1 esta dada por:

-0.11 -0.13 -0.23 -0.01
0.02 -0.1 0.26 —0.01
0.16 0.11 -0.09 -0.27
0.02 0.16 —-0.26 -0.18

(1) = (6)

Al calcular los valores propios de la matriz fz(l), se encontré que estos son
—0.46, 0.043 £ 0.15¢ y —0.11. De tal forma que las magnitudes son: 0.46, 0.16,
0.16 y 0.11, respectivamente. Los anteriores valores llevan a la conclusion que el
namero de factores es 1 (considerando a 0.16 como pequenio) o 3 (considerando
a 0.16 significativo), lo cual es erroneo de cualquier forma puesto que el nimero
correcto de factores es 2. Afortunadamente la anterior inconveniencia se puede
resolver modificando la metodologia de Pena y Box, de la forma sugerida en esta
investigacion, teniendo en cuenta que el nimero de factores es igual al rango de
las matrices I',(h), y este es igual al ntimero de valores singulares no nulos. En
primer lugar, es necesario recordar la definicién de los valores singulares de una
matriz cuadrada (Jiménez 2004).

Definicion 1. Los valores singulares de una matriz real A de tamafio n x n son las
raices cuadradas de los valores propios asociados a la matriz simétrica A’ A (listados
con sus multiplicidades algebraicas). Estos valores se denotan por o1,09,...,0n,,
y se colocan en orden decreciente:

012>022>-0,2>0

Notese que por definicion, a diferencia de los valores propios, los valores singu-
lares de una matriz son siempre reales positivos. El siguiente teorema establece la
relacion entre el rango de una matriz cuadrada y sus valores singulares.

Teorema 2. (Descomposicion en Valores Singulares) Sea A una matriz real de
tamano n X n con rango r, v < n. Entonces existen matrices ortogonales U y V
de tamano n X n, tales que

A=USV! (7)
donde S es la matriz particionada de tamanio m X n, dada por
D, 0
=7
con
op - 0
D, =
0 - o,
donde los o; coni=1,--- 1 son los valores singulares no nulos de A.
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En el teorema anterior, como V! es una matriz invertible, entonces A y US
tienen el mismo rango; usando el mismo argumento y el hecho que U también
es invertible, por consiguiente A y S tienen el mismo rango, y por construccion
el rango de S es 7, el numero de valores singulares no nulos de A. Por lo tanto,
se concluye que el rango de una matriz cuadrada es igual al nimero de valores
singulares no nulo, y por consiguiente es mas conveniente usar los valores singulares
de T'.(h), para determinar el rango, que usar los valores propios. Retomando el
ejemplo formulado al principio de esta seccién, donde se vio que el uso de valores
propios no es siempre adecuado, se tiene que con la propuesta de usar valores
singulares de la matriz I'(1) dada por (6), se llega a que estos son 0.51, 0.34, 0.16,
0.05. De esta manera, si consideramos los dos primeros valores singulares los més
importantes, se puede llegar a la conclusiéon correcta de 2 factores; mientras que
con el uso de los valores propios, el ntmero de factores identificado sera 1 o 3,
mas nunca el valor correcto, 2. Ahora, observar directamente los valores de los
valores singulares y decidir a simple vista que los dos primeros son importantes no
es un método riguroso para identificar r, pues se necesitaria cierto tipo de prueba
estadistica para decidir sobre si estos son significativos o no; sin embargo, en la
literatura estadistica no existe tal prueba basada en valores singulares, y serd un
tema abierto para futuras investigaciones.

2.2.2. Estimacion del modelo

Segin lo mencionado en la seccién 2.1, solo se puede encontrar la matriz P
cuando se asume que las componentes de y; son independientes para cada t. En
este caso, existen dos formas de hacerlo:

1. Usando los vectores propios de las matrices T, (k).

2. Usando los vectores propios de las matrices de coeficientes @, (k) del modelo
VARM A ajustado a la serie z;.

En ambos casos los vectores propios deben ser ortonormales para garantizar
que P'P = I, de tal manera que el modelo quede determinado de forma tnica.
Sin embargo, existen dificultades al momento de ejecutar cualquiera de estas dos
alternativas en la practica.

En el caso de usar fz(k:), como se indica en la seccién 2.1.1, bajo el supuesto

(1), las matrices de autocovarianzas I',(k) son simétricas; pero en la practica la
estimacion de esta, I, (k) = %Z?:_lk(sz —Z)(zt — Z)' puede no ser simétrica,
vy no siempre es posible encontrar vectores propios ortonormales de una matriz
no simétrica y, por lo tanto, no siempre se puede hallar la matriz P. El mismo
problema surge cuando se usan los vectores propios de ®. (k) para construir P. Sin
embargo, este problema se puede resolver usando la representacion del modelo de
estados y el filtro de Kalman como lo sugieren por Pefia & Poncela (2006), método

que se describe a continuacion.
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Siguiendo a Brockwell & Davis (1996), un modelo de estados esta dado por las
siguientes ecuaciones:

zZt = Gt.’Iit + we (8&)
Ti41 = Ft:Et + Rt’l}t (8b)

donde {z:} es de dimension w x 1, que se expresa como una funcion lineal del
vector de estado x; de dimensiéon v x 1 mediante la matriz G; de tamano w X v,
{wt} ~ RB(0, Ry), {v:} ~ RB(0,Q:), E(wsv},) = 0 para todo t y s. Ademas, el
vector de estado inicial x1 es incorrelacionado con los errores v; y w; para todo
t > 1. La primera ecuacién se llama ecuacion de observacion y la segunda, ecuacion
de estado o de transicion.

La presentacion del modelo de Pena y Box en forma de un modelo de estados
es como sigue:

Zt = ﬁ(bt + € (9&)
Ty = F:Etfl + th (gb)
donde =y = [y, _1,---,Yi_141) es de tamano rl x 1 con [ = max(py,q, + 1),

donde py y gy denotan los 6rdenes del modelo VARM A de {y:} y 7 es el namero

de factores. P es una matriz de tamano r X rl que contiene la matriz P y matrices
nulas,

®y Doy - Dy, Dy I. Oy, O1-1,y
I, 0 0 0
0 0 0
r_lo I, 0 0|,y R= ) (10)
oo . ; 0 0 0

Cabe resaltar que Pena & Poncela (2006) proponen el modelo de estados para la
estimacion puesto que su trabajo est4 enmarcado dentro del contexto de factores no
estacionarios. Segin lo senalado en este trabajo, en el caso de factores estacionarios,
también es adecuado utilizar la misma metodologia. Por otro lado, para estimar
el modelo (9), es necesario conocer los ordenes p, y ¢,. Para esto se hace uso
del teorema 1, donde se establece que, bajo los supuestos en (1), se tiene que
Dz =Dy ¥ ¢- = méx(py, q,). Entonces el procedimiento sera (i) obtener los valores
adecuados para p. y ¢. usando las series observadas {z:}; (ii) usar las relaciones
antes mencionadas para encontrar valores candidatos de p, y gy; por ejemplo, si
p. = q. = 2, entonces se tiene que p, = p, y los valores candidatos para g, seran
2, 1y 0; (iil) usar criterios adecuados (por ejemplo, los criterios de informacion)
para escoger los valores finales de p, y gy.
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3. Método de Brillinger

3.1. Método teodrico

El método de Brillinger (1981) hace supuestos inversos a los supuestos del mé-
todo de Pena y Box, en el sentido de que este ultimo expresa el proceso observado
en términos de los factores generadores, pero el método de Brillinger expresa los
factores generadores como combinacion del proceso observado. Suponga que el pro-
ceso observado X; es de tamano k x 1, y los factores generadores, que Brillinger
llama los componentes principales, (; son de tamano r X 1 con r < k. Brillinger
plantea la siguiente relacion entre estos dos procesos:

Ct = thquuy (11)

donde las matrices b; son de tamano r x k. Dada esta ecuacion, la serie observada
X; se puede estimar mediante los (; de la siguientes forma:

)?t = thfucu (12)

u

Entonces el problema de encontrar los componentes principales (; se convierte en
buscar las matrices b, v ¢, tales que X; sea cercano a X;. El siguiente teorema
provee la solucién para este problema:

Teorema 3. (Brillinger, 1981) Sea {X;} de dimension k x 1, un proceso esta-
cionario en sentido débil con media cero, funcion matricial de autocovarianzas
absolutamente sumable y funcion matricial de densidad espectral f(w). Entonces
las matrices by y ¢y que minimizan E{[Xt — > Ct—uCul’ [Xt > ct_uCu]} estdn
dadas por

1 2w )
by = — B(a)e"da (13)
2m Jo
)
! 2#c e 14
Ct =5 | (a)e"“da (14)
donde
Vi(\)t
B = | (15)
V(N
y [
CO)=BOV = i(N) - V()] (16)

Aqui, V;(X) denota el j-ésimo vector propio de la matriz de densidad espectral
f(A) ligado al valor propio p1;(N), para j =1,...,r y cada X € [0,27].
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Para encontrar el j-ésimo componente principal (;(t) se debe escribir X; en
términos de la representacion de Cramér dado por

2w
X, = /O eMdZx (N) (17)
donde N
2 Zx (M) = /O dx (a)da (18)
Y e}
dx(N) = Y X(t)e ™ (19)

Se obtiene que ((t) esta dado por
27 )
) = / B(A)te™MdZx (M) (20)
0

Los componentes principales se pueden definir de otra manera como indica el
siguiente teorema:

Teorema 4. Brillinger (1981) suponga que se satisfacen las condiciones del teo-
rema 3, entonces la componente j-ésima de (;, (;(t), estd dada por

2m
Bj(\)eMdZx (N) (21)
0
j=1,...,ryt € Z, donde B;(\) es de tamano 1 xr que satisface B;j(A\)B;(\)t =
¢;(t) tiene wvarianza mdzima y coherencia 0 con (i(t) con k < j. La varianza
mdzima alcanzada por (;(t) es

[ wtayia (22)

En la préctica, se obtiene la estimacion de f(\), y sus valores y vectores propios
y finalmente los componentes principales. La forma de calcular los componentes
principales se presenta en la siguiente seccion.

3.2. Implementacién practica

Analogo al método clasico de componentes principales, se puede escoger el ni-
mero de componentes usando la cantidad de varianza recogida en cada componente
definida en (22). En la practica, esta integral se puede evaluar usando la definiciéon
de las integrales de Riemann-Stieltjes, esto es,

2m = [t A+t
it1 t+ti
/ i (a)da =~ E 1 <+T> (tit1 —ti) (23)
0

i=1
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donde (t;,t;+1], con i =1,...,n — 1, es una particion regular del intervalo [0, 27].
De manera andloga se evalia las expresiones en las ecuaciones (18), (19) y (20).

Notese que para calcular estas varianzas recogidas dadas por (23), es necesario
calcular los valores propios de las matrices de densidad espectral; la estimacion de
estas matrices son matrices hermitianas, por lo tanto tienen valores propios reales,
y finalmente las varianzas recogidas por cada componente también seran nimeros
reales. Esta es una ventaja frente al método de Pena y Box, pero como se vera
en las simulaciones de la seccion 4, si se modifica la metodologia de Pena y Box
siguiendo la sugerencia de la seccién anterior, los dos métodos tendran la misma
capacidad para identificar el mismo ntmero de factores.

4. Comparaciéon de los métodos

Para realizar la comparaciéon de los dos métodos, recurrimos a simulaciones de
procesos estacionarios debido a la complejidad teérica que se presenta al intentar
relacionar valores y vectores propios de las matrices de autocovarianzas con los
de las matrices de densidad espectral. La idea de las simulaciones es crear unas
series observadas z; que seas generadas por un nimero conocido, r, de series no
observables y;, y se aplican los dos métodos a fin de comparar sus capacidades
para identificar el ntimero 7.

Sin embargo, el método de Pena y Box y el método de Brillinger tienen supues-
tos diferentes con respecto a la relacién existente entre las series observadas y las
no observables. Y debido a esa diferencia, la forma de crear las series observadas
no puede ser ninguno de estos dos métodos, pues de lo contrario se estarfa dando
ventaja a uno de los dos. Por lo tanto, se decide crear las series observadas a partir
de cierta estructura de matriz de autocovarianzas de rango inferior a la dimensién,
lo cual es una consecuencia del método de Pena y Box, y a la vez no esta restringido
a un modelo especifico, pues, dada una funcién de autocovarianzas, pueden existir
varios modelos que tienen a esa funcién como su funcién de autocovarianzas.

En esta investigacion se derivo el siguiente teorema que permite crear una serie
multivariada a partir de una estructura de matriz de autocovarianzas, y extiende
los resultados del teorema 1.5.1 de Brockwell & Davis (1991, P4g.27).

Teorema 5. Una sucesion de matrices, T'(k), k =0,1,2,..., de tamano p X p, es
una funcion matricial de autocovarianzas de un proceso estocdstico multivariado
{X:}, con X; de dimension p, si para todo n entero positivo, la matriz

T(0) P(1) - T(n—1)
ray 1) .- T(n-2)
= : : . : (24)
P(n—1) Tn—2) - T(0)

de tamano np X np es definida no negativa.

Demostracion. Dado n cualquier entero positivo, sea t = (t1,t2,...,tnp) € Z"P
conty <tg--- <tpp,ysea F; la funcién de distribucién con funcién caracteristica
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dada por
¢e(u) = exp{—u'Su/2} (25)

con u = (u1,U2,...,Unp) € R". Como la matriz ¥ es definida no negativa,
¢ (u) es la funcién caracteristica de una distribucién N,,(0,X). Entonces F} es
consistente y, por el teorema de Kolmogorov, existe un proceso estocastico {X;}
con F; como su funcion de distribucion finito-dimensional y ¢¢(u) como su funciéon
caracteristica.

Por otro lado, si se toma cualquier vector del proceso {X;}, lo podemos escribir
como

(X11, Xo1, -+, Xp1, X2, Xoo, s Xpoy ooy X, Xons o, Xpn)'

y se toma el operador vec inversa para convertirlo en una matriz de tamano p X n,
vamos a obtener la siguiente matriz

X1 X2 - X

Xo1 Xoo -0 Xop
X= . . . = [X17X27 7Xn] (26)

X Xpe o Xpn
donde X; con ¢ = 1,...,n son vectores de dimensién p. Y, por construccion,
tenemos que Cov(Xiqp, Xy) = T(h), t =1,....n—hy h=01,....n—1. A
{X1,...,X,} se puede considerar como un proceso estacionario de longitud n. O

A continuaciéon se consideran casos cuando k series observadas son generadas
por r series no observadas con r < k. Para el método de Pena y Box, se calcula
los porcentajes acumulados de los valores singulares de T',(h). Como los valores
singulares siempre son reales positivos, y el namero de valores singulares no nulos
es el rango de I',(h), entonces se pueden usar estos porcentajes acumulados para
determinar el rango de fz(h). Por ejemplo, si estos porcentajes acumulados de
T.(h) son (0.65,0.92,0.97,0.99,1), se puede decir que el rango de I'(h) es 2. Por
otro lado, para el método de Brillinger, se calcula el porcentaje acumulado de
varianza. En esta investigacion se consideraron los siguientes casos:

e Tres series observadas generadas por uno, dos y tres factores.

e Cinco series observadas generadas por uno, dos, tres, cuatro y cinco factores.

Para cada uno de los anteriores casos, las simulaciones se realizaron con 1000
réplicas, y las series simuladas son de tamano 100. Para el método de Pena y Box,
se calcul6 en cada iteracion los porcentajes acumulados de los valores singulares
de I'(h) con h = 0,1, 2, 3; para el método de Brillinger, se calcul6 en cada iteracion
el porcentaje acumulado de varianzas. Si la serie de dimension k es generada por r
factores, un indicio de que el método de Pena y Box es adecuado es el hecho de que
el r-ésimo porcentaje acumulado de los valores singulares toma un valor cercano a
100 %; el criterio para evaluar el método de Brillinger es analogo, pero aplicado al

Revista Colombiana de Estadistica 32 (2009) 189-212



Comparacion entre dos métodos de reduccion de dimensionalidad. .. 201

porcentaje acumulado de varianzas. Por esta razon, los resultados de las simula-
ciones corresponden al niimero de veces de las 1000 réplicas donde los porcentajes
acumulados se ubican en rangos determinados. Por limitacion de espacio, aqui se
presentan tnicamente los resultados de los siguientes tres casos:

Modelo 1: 3 series generadas por 2 factores, con estructura de covarianzas de los
factores dada por T'(0) = diag(1.09,1.01), T'(1) = diag(0.3,—0.1) y T'(h) =0
para h > 1; los resultados se encuentran en la tabla 1.

Modelo 2: 3 series generadas por 3 factores, con estructura de covarianzas de los
factores dada por
I'(0) = diag(1.39,2.79,2.11),
I'(1) = diag(—0.28,0.155,1.46), I'(2) = diag(—0.61,2.22,0.68) y T'(h) =
I'(h —1)diag(—0.3,0.1,0.9) + I'(h — 2)diag(—0.5, 0.8, —0.3) para h > 2; los
resultados se encuentran en la tabla 2.

Modelo 3: 5 series generadas por 3 factores, con estructura de covarianzas de los
factores dada por
I'(0) = diag(1.39,2.79,2.11), T'(1) = diag(—0.28,0.155, 1.46),
I'(2) = diag(—0.61,2.22,0.68) y I'(h) = I'(h — 1)diag(—0.3,0.1,0.9) + T'(h —
2)diag(—0.5,—0.8,—0.3) para h > 2; los resultados se encuentran en la tabla
3.

TaBLA 1: El namero de iteraciones donde el porcentaje acumulado de valores singulares
(para el método Pena y Box) y de varianzas (para el método de Brillinger) se
ubica en determinados rangos para el modelo 1.

>90% 80~90 70~8 60~70 <60%

T(0) 1 0 443 536 21 0
1000 0 0 0 0

) 1 245 312 204 158 81
1000 0 0 0 0

INe) 1 384 315 152 143 6
2 1000 0 0 0 0

T'(3) 1 352 210 241 151 46
2 1000 0 0 0 0

Brillinger | 1 0 519 472 9 0
2 1000 0 0 0 0

De la tabla 1, se observa en primer lugar que para las matrices f(h) con h =
0,1,2,3, el namero de veces que el segundo porcentaje acumulado de los valores
singulares es mayor a 90 % es igual al nimero de réplicas 1000; por otro lado,
para el método de Brillinger, el porcentaje de la varianza acumulada del segundo
componente también es mayor a 90% para cada una de las 1000 réplicas. Lo
anterior indica que los dos métodos tienen la misma capacidad para identificar
el niimero de factores. Notese que, dentro del método de Penia y Box, con el uso
de I'(0), en ninguna de las 1000 iteraciones, el primer valor singular pesa mas
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del 90 %, mientras que con f(h) con h > 0, hay méas posibilidad de subestimar el
ntmero de factores. Con respecto a la tabla 2, notese que en el modelo 2 el ntimero

TaBLA 2: El namero de iteraciones donde el porcentaje acumulado de valores singulares
(para el método Pena y Box) y de varianzas (para el método de Brillinger) se
ubica en determinados rangos para el modelo 2.

>90% 80~90 70~80 60~70 <60%

1'(0) 1 0 0 23 155 822
2 0 105 809 81 5

3 1000 0 0 0 0

@) 1 0 21 272 409 298
2 481 507 12 0 0

3 1000 0 0 0 0

r'(2) 1 0 163 345 291 201
2 845 133 21 1 0

3 1000 0 0 0 0

I'(3) 1 10 156 238 271 325
2 535 428 37 0 0

3 1000 0 0 0 0

Brillinger | 1 0 0 169 613 218
2 8 842 143 7 0

3 1000 0 0 0 0

de factores es igual al namero de series observadas, esto es, 3; entonces un buen
método debe tener poca posibilidad de subestimar el nimero de factores. Con el
uso de I'(0) del método de Pena y Box, en ninguna de las 1000 réplicas el segundo
porcentaje acumula mas del 90 %; también el nimero de veces que acumula entre
80 y 90 % es bajo (105 de las 1000 réplicas). Mientras que con el uso de T'(h) con
h > 0, hay maés iteraciones donde se identifica errébneamente 2 factores. Por otro
lado, con el método de Brillinger, el ntimero de veces que el segundo porcentaje
acumula méas del 90 % también es muy bajo (8 de las 1000 réplicas). En conclusion,
el desempeno de Pena y Box usando f(O) es levemente mejor que el desempeno del
método de Brillinger, y el desempefio de este es mejor que el de f(h) con h > 0.
Con respecto a la tabla 3, para los resultados de los métodos aplicados a datos
simulados a partir del modelo 3, se observa, en primer lugar, que el desempeno del
método de Brillinger es, de nuevo, similar al de I'(0) del método de Pefia y Box.
Por otro lado, el desempeno de f(l) es mejor que el de f(O) puesto que el nimero
de veces que el primer porcentaje de valores singulares de f(l) sea mayor de 90 %
(149 de las 1000 réplicas) es menor que el de f(O) (484 de las 1000 iteraciones).
Es decir, con el uso de f(l) hay menos posibilidad de identificar erréoneamente un
factor que con el uso de f(O) De la misma manera, se puede ver que con el uso de
f(l) hay menos posibilidad de identificar erroneamente 2 factores que con el uso

BN

de I'(0).
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TaBLA 3: El namero de iteraciones donde el porcentaje acumulado de valores singulares
(para el método Pena y Box) y de varianzas (para el método de Brillinger) se
ubica en determinados rangos para el modelo 3.

>90% 80~90 T0~80 60~70 <60%

T'(0) 1 484 364 144 8 0
2 955 37 8 0 0

3 1000 0 0 0 0

4 1000 0 0 0 0

f(l) 1 149 332 341 95 83
2 815 164 21 0 0

3 1000 0 0 0 0

4 1000 0 0 0 0

T'(2) 1 933 54 13 0 0
2 1000 0 0 0 0

3 1000 0 0 0 0

4 1000 0 0 0 0

T'(3) 1 394 332 214 60 0
2 958 42 0 0 0

3 1000 0 0 0 0

4 1000 0 0 0 0

Brillinger | 1 495 356 59 9 0
2 969 31 0 0 0

3 1000 0 0 0 0

4 1000 0 0 0 0

Para las simulaciones cuyos resultados por limitacién de espacio, no se presen-
tan aqui, se muestran comportamientos anélogos a los presentados anteriormente.
En sintesis, se observan los siguientes comportamientos:

e Para el caso cuando el nimero de factores, r, es estrictamente menor que el
nimero de series observadas, k:

1. Elusode T, (0) conduce al mismo resultado que el método de Brillinger.

2. El uso de I';(1) es mejor que el de I', (h) para h > 1.

3. El uso de I',(0) y T'.(1) conduce a los mismos resultados.

e Para el caso cuando el numero de factores, r, es igual al nimero de series
observadas, k: el uso de I',(0) es levemente mejor que el de I',(h) para h > 1
y que el método de Brillinger, pues con fz(h) o el método de Brillinger hay
més posibilidad de subestimar el namero de factores.

5. Una aplicacién empirica

En esta seccion se aplican los dos métodos a 9 variables econémicos de Colombia
analizadas en Melo et al. (2001): situacion econémica actual de la industria, volu-
men actual de pedidos por atender de la industria, indice de produccion real de la

Revista Colombiana de Estadistica 32 (2009) 189-212



204 Hanwen Zhang

industria manufacturera sin trilla de café, indice de empleo de obreros de la indus-
tria, producciéon de cemento, demanda de energia mas consumo de gas residencial e
industrial, importaciones reales exceptuando las de bienes de capital y duraderos,
cartera neta real en moneda legal y saldo de efectivo en términos reales. En Melo
et al. (2001) se analizaron estas series desde enero de 1980 hasta agosto de 2001;
en esta aplicacion se amplié el periodo de observaciéon hasta diciembre de 2005.
Los datos se desestacionalizaron usando métodos de suavizamiento y estan libres
de datos atipicos e intervenciones (Martinez 2007). La grafica de estas nueve series
econOmicas se encuentra en la figura 1.

Situacion de la industria Pedidos por atender Produccién de cemento
o _| -
< v —
o o
4 S $
| (]
o - B ~ -
. o n
2 ] f ] 2
! T T T T T T T T T T T T ~ T T T T T T
1980 1990 2000 1980 1990 2000 1980 1990 2000
indice de produccion real indice de empleo Saldo real efectivo
©
. g
~ i 4
< 7] = 3
- -~ N
< l -
= & ] 8
a ] o | s
~ T T T T T T ™~ T T T T T T T T T T T T
1980 1990 2000 1980 1990 2000 1980 1990 2000
Demanda de energia y gas Importaciones reales Cartera neta real
©
@ <
- _| - ©
o 7] > ]
a ™ o
3 - Sl
< 7] L ~ ]
-] N F
2 T T T T T T - T T T T T T :r' T T T T T T
1980 1990 2000 1980 1990 2000 1980 1990 2000

FigurA 1: Series econémicas de Colombia, concernientes a la aplicaciéon de la seccion 5,
sin diferenciar.

Los correlogramas y los p-valores de la prueba de raiz unitaria de Dickey y
Fuller sugieren que cada una de las nueve series tiene una raiz unitaria, y con la
aplicacion de la diferenciacion de orden 1 se obtiene la estacionariedad, de donde
se encuentra que cada una de las nueve series son integradas de orden 1 (I(1)). Un
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analisis de cointegracion muestra que las series son cointegradas de orden CI(1,1).
Aplicando la prueba de Johansen (1991) con la estadistica de prueba Apsx para
hallar el rango de integracién s, se obtuvo que, con un nivel de significaciéon del

5%,

e para la hipotesis nula de Hy : s < 6, Amax = 11.27, el valor critico es 21.07,
de donde no se rechaza Hy;

e para la hipotesis nula de Hy : s < 5, Anax = 28.77, el valor critico es 27.14,
de donde se rechaza Hy.

Por lo tanto, se concluye que el rango de cointegracién es 6, y por consiguiente
las series comparten en total 3 tendencias estocésticas comunes. Notese que un
interesante estudio es aplicar el método de Penia & Poncela (2006) para series no
estacionarias y comparar con el resultado del anterior analisis de cointegracion.

A continuacion se aplican los métodos de Pefia y Box y el de Brillinger. Para
tal fin las series deben ser estacionarias; por lo tanto, en adelante se trabajara con
las series diferenciadas de orden 1 las cuales se presentan en la figura 2.

5.1. Identificacion del niimero de factores

Para identificar el ntiimero de factores comunes, se calculan los valores propios
de las matrices de autocovarianzas muestrales siguiendo lo sugerido por Pena y
Box. En la tabla 4 se muestran dichos valores; se observa que los dos primeros
valores propios son los més importantes, lo cual indica que las nueve series se
pueden reducir a dos; sin embargo, los primeros dos valores propios de las matrices
de covarianzas muestrales de rezago 2 y 4 son complejos, por eso se examinan
los valores singulares de la tabla 5. Estos conducen a la misma conclusiéon de
dos factores. Se puede observar como el uso de los valores singulares corrige las
inconveniencias que se presentan al usar los valores propios. Por el lado del método
de Brillinger, la varianza acumulada de la primera componente pesa un 81 %, y los
dos primeros componentes acumulan el 100 % de la varianza, de donde se concluye
que también se identifican 2 factores.

TABLA 4: Valores propios de las matrices de autocovarianzas muestrales de las series
econdmicas de la aplicaciéon empirica para los rezagos h = 0,1, 2, 3, 4.

ro  ra r'(2) I'(3) r'4)
1.28E9 -5.8E8 -2E7+1.4E7i 8.05E7 -4.5E7+1.6ETi
2.99E8 -8.7E7  -2ET-14E7i 6.78E7  -4.5E7-1.6ETi

436 -8.2 -0.82-+0.861 3.22 2.23
8.52 -2.1 -0.82-0.861 1.02 -0.98
0.48 0.095 0.08 0.08 -0.09
0.01 0.00 0.01 0.00 -0.01
0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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Situacion de la industria Pedidos por atender Produccion de cemento
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FiGurA 2: Series econémicas de Colombia, concernientes a la aplicaciéon de la seccion 5,
después de diferenciar una vez.

TABLA 5: Valores singulares de las matrices de autocovarianzas muestrales de las series
econdmicas de la aplicaciéon empirica para los rezagos h = 0,1, 2, 3, 4.

r'(0) r{) r'(2) r'3) r'4)
12889 6.02E8 5.52E7 9.37E7  1.08ES
2.99E8 8.56E7 1.14E7  5.8E7  2.09E7

436 8.75 3.71 5.27 3.27
8.52 2.01 0.67 0.636 0.95
0.48 0.10 0.05 0.08 0.09
0.01 0.00 0.00 0.00 0.01

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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5.2. Extraccion de los factores

Para estimar el modelo de Penia y Box con el modelo de estados, se necesitan los
valores de p, y qy. Siguiendo lo indicado en la seccién 2.2.2, primero se identifican
los valores de p. y ¢.. Para esto se examinaron las matrices de correlaciéon muestral
p(k) cuyo i, j-ésimo elemento esta dado por

o (i — 7 (20 — )
[ eie = 20 i e — 70)°

y las estimaciones de matrices de autocorrelaciéon parcial

(k) = {m”ﬁ“’ b e

75 (27)
} /

I'(k) — ¢ (B)[A(R)] " b(R)T(0) — b (K)[A(R)] ~'b(k) ™" s> 1
donde
r(0) (1) o THE=2)
Ak) = F(-l) I‘(-O) - T (k:-— 3)
Ik -— 2) T(k -— 3) I'(0)
I(k—1)
k) = T (k::— 2)
()
y
(1)
I'(2
aw=| "
Lk—-1)

Ninguna de las matrices p(k) y 9(k) muestra tendencia de extinguirse a medida
que crece k, lo cual indica que el modelo apropiado para z; no es VAR o VM A
puro, sino un modelo VARM A mixto; pues para un proceso VAR(p) las matrices
p(k) son iguales a 0 para k > p, mientras que para un proceso VM A(q) las
matrices de correlacion son nulas para rezagos mayores que ¢, (Wei 2006, pg. 402).
Debido a la dificultad que tiene identificar y estimar un modelo VARM A para
un numero grande de series, se procede a estimar el modelo de estados (9) y (10)
directamente para diferentes valores de p, y ¢,. En la tabla 6 se encuentran los
valores de algunos criterios de seleccién para diferentes valores de p, y ¢,, donde
se escoge el modelo VARM A(2,1) para los factores ;.

Para facilitar la interpretacion de los factores, los modelos (9) y (10) fueron
estimados con la restriccion que los componentes de factores y; son independientes.
Esta restriccion es equivalente a que las matrices ® y © del modelo VARM A para
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TABLA 6: Valores de criterios de seleccion de diferentes modelos VARM A para el proceso
de los factores latentes.

ordenes del VARM A
000 L) @0 (02 &) (2 22
AIC -82.56 -41.34 -41.64 -82.56 -42.94 -84.32 -52.78 -56.41
BIC -82.53 -41.35 -41.62 -82.31 -42.94 -84.30 -52.76 -56.12

y+ son diagonales y el término de error, a;, sea ruido blanco gaussiano con >, = 1.
Finalmente el modelo estimado es:

T 011 0.31 7
—0.02 0.8
0.94 —0.11
—0.27 —0.13
w=| —003 —056 |y+e (29)
—0.04 —0.74
0.08  0.04
0.01 0
0.10 —0.09 |
y
028 0 —013 0 0.1 0
yt:{ 0 0.87]yt‘1+[ 0 0.52]yt‘2+{ 0 —0.17}‘”‘1+“t (30)

con X, = Iy X, = diag(0,0.05,0.04,0.22,0.14,0.29,0.05,0.28,0.02). De las esti-
maciones obtenidas?, vemos que el primer factor esta asociado principalmente con
la variable PRCEM diferenciada, pues esta tiene el mayor peso, 0.94, sobre el
primer factor; mientras que el segundo factor estd asociado de manera negativa

con las variables PRCEM, IPR, IEMOB y EFECRC.

5.3. Analisis de residuales

Para verificar que los residuales €; son aproximadamente un proceso ruido
blanco, se utiliza la estadistica @, siguiendo a Li (2004), definida como sigue:

Q(m) = nitr(c,;co—lckc(;l) (31)
k=1
donde
1 < n ,
Ck = — Z (Et — E)(Et — E) (32)
t=k+1

2Con el anterior modelo estimado, se puede extraer los dos factores identificados usando la
presentacién en modelos de estados; por el otro lado, aunque con el método de Brillinger también
se puede calcular numéricamente los componentes principales, estos son complejos, lo que dificulta
la interpretacion, por lo cual se recomienda usar el método de Pena y Box en la practica.
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se tiene que la estadistica se distribuye asintéticamente chi-cuadrado con %2m
donde [ es la dimensién de la serie €;. Se aplico la anterior prueba a los residuales
€ del modelo (29); el valor de la estadistica Q(m) fue de 150.5, un valor grande
a primera vista, pero al tener en cuenta que en esta aplicacion la dimension de €
es | = 9, entonces para cualquier valor de m > 1 se tiene que el percentil 95 %
de la distribucion chi-cuadrado es mayor que 150.5, y asi se acepta a ¢; como la
realizacién de un proceso ruido blanco.

6. Conclusiones y sugerencias

En este trabajo se compar6 el método de Pena y Box y el método de Brillinger
para la reduccion de dimensionalidad bajo los supuestos respectivos de los dos
métodos. Se encontrd que tanto en las simulaciones como en la aplicacién empirica
los dos métodos tienen la misma capacidad para identificar el nimero de factores
comunes. Cabe resaltar que en las simulaciones y en la aplicaciéon empirica se
utilizo el método de Pena y Box modificado, segtn los resultados de este trabajo.
Adicionalmente se encontré que:

e Con respecto a la identificacién del nimero de factores comunes, el método
de Brillinger conduce a los mismos resultados que el método de Pena y Box
usando I',(0).

e Cuando el nimero de factores es cercano al nimero de series observadas, el
uso del método de Brillinger o el uso de I',(0) es mejor que el de I',(1), pues
I'.(1) tiende a subestimar el namero de factores.

e Con respecto a la extracciéon de factores comunes, se encontré que el método
de Brillinger conduce a factores complejos que no tienen interpretacion en la
practica, mientras que el método de Pena y Box, mediante el uso de modelos
de estados, permite una interpretacion mas diafana.

Como resumen, en la tabla 7 se encuentran los principales inconvenientes de cada
uno de los dos métodos. Para algunos se proveen algunas soluciones respectivos y
en la tabla 8 se encuentran los principales resultados de comparacién de los dos
métodos.

Como motivo para futuras investigaciones, nétese que en el método de Pena y
Box modificado propuesto en este trabajo, la identificacién del nimero de factores
se lleva a cabo observando la magnitud de los valores singulares de las matrices
I'.(k) de manera empirica o heuristica, pues en la literatura atn no se conoce
la distribucién probabilistica de estos valores singulares, y por lo tanto tampoco
existe una prueba estadistica basada en valores singulares para determinar el ni-
mero de factores. Otro tema abierto a investigacion es probar matematicamente
que los dos métodos tienen las mismas capacidades de identificacién del ntimero
de factores, y adicionalmente su capacidad predictiva. El tema de investigacion
de este articulo contintia abierto pues los resultados encontrados aca estan supe-
ditados a los supuestos originales de los autores de cada método. Sin embargo es
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TABLA 7: Inconvenientes y mejoras de los dos métodos.

Método de Pena-Box

Inconveniente

Solucion

Valores propios de I'(k) pueden ser ne-
gativos o complejos, causando problema
para determinar el nimero de factores r.

No se puede encontrar los vectores pro-
pios ortonormales de I'(k), pues estas no
son simétricas.

Usar valores singulares en vez de valo-
res propios, pues son siempre reales y
positivos.

Usar el modelo de estado para estimar el
modelo y extraer los factores

Método de Brillinger

Inconveniente

Solucion

Conduce a factores complejos que dificul-
tan la interpretacion

No hay solucién

TaBLA 8: Comparaciones entre los dos métodos.

Método de Pena-Box

Método de Brillinger

Tienen la misma capacidad para identificar el namero de factores latentes.

La metodologia original usa valores pro-
pios de I'(k) que pueden ser complejos o
negativos

Procedimientos relativamente sencillos

Conduce a factores reales
Factores con facil interpretacion

Se puede extender para series no estacio-
narias

Usa varianza recogida por cada factor
que siempre es real y positivo.

Procedimientos numéricos largos y costos
Conduce a factores complejos
Factores carecen de interpretacion

En la literatura no se conoce todavia ex-
tension para series no estacionarias

posible plantearse qué tan robustos son los métodos mediante el uso de residuales
caracterizados porque su funciéon de densidad tuviese colas pesadas, o mostrasen
evidencia de heterocedasticidad u otras caracteristicas. Por otro lado, los resul-
tados encontrados en este articulo se basan en el método de simulacion de series
multivariadas dado por el teorema 5. Cabe resaltar que no es la tnica alternativa
para la simulacién de las series. Por ejemplo, otra opcién esta dada por la simula-
cién de una serie multivariada que sea una combinacién convexa entre un proceso
generado de acuerdo con el método de Pena y Box y otro respecto al método de
Brillinger.
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