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Resumen

En este articulo se muestran los resultados de un estudio de compara-
cion mediante simulacién de tres técnicas de clasificacion, regresion logistica
multinomial (MLR), analisis discriminante no métrico (NDA) y anélisis dis-
criminante lineal (LDA). El desempeno de las técnicas se midié usando la
tasa de clasificacion erronea. Se encontr6é que las técnicas MLR y LDA tu-
vieron un desempefio similar y muy superior a NDA cuando la distribucién
multivariada de las poblaciones es normal o logit-normal; en el caso de dis-
tribuciones multivariadas log-normal y Sinh~'-normal la técnica MLR tuvo
mejor desempeno.

Palabras clave: regresion logistica multinomial, analisis discriminante no
métrico, analisis discriminante lineal, clasificacion.

Abstract

In this paper we show the results of a comparison simulation study
for three classification techniques: Multinomial Logistic Regression (MLR),
No Metric Discriminant Analysis (NDA) and Linear Discriminant Analysis
(LDA). The measure used to compare the performance of the three tech-
niques was the Error Classification Rate (ECR). We found that MLR and
LDA techniques have similar performance and that they are better than DNA
when the population multivariate distribution is Normal or Logit-Normal.
For the case of log-normal and Sink~-normal multivariate distributions we
found that MLR had the better performance.

Key words: Logistic regression, Nonparametric discriminant analysis, Mul-
tiple classification.
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1. Introduccion

El proceso de asignar una observaciéon p variada en uno de varios grupos prees-
tablecidos se denomina clasificacion. El objetivo basico es construir una funcion
discriminante que tome la informaciéon de las p variables para resumirla en un
indicador con el cual se pueda clasificar la observacion de manera correcta en uno
de los grupos. En la literatura estadistica se pueden encontrar varios métodos
desarrollados para abordar el problema de clasificacion.

Una de las técnicas més conocidas en clasificacion fue propuesta por Fisher
(1936); este enfoque se denomina Analisis Discriminante Lineal (LDA) y béasica-
mente divide el espacio muestral en subespacios mediante hiperplanos que permi-
ten separar lo mejor posible los grupos en estudio. Los supuestos para la utilizacion
de LDA son: normalidad multivariada e igualdad de matrices de covarianzas en-
tre los grupos. Welch (1939) mostro la optimalidad de LDA bajo condiciones de
normalidad multivariada. Rao (1948) propuso el analisis discriminante canoénico el
cual es una generalizacion del andlisis discriminante lineal para el caso de varios
grupos. Clunies & Riffenburgh (1960) y Anderson (1972) encontraron una funciéon
discriminante para el caso donde no se cumple el supuesto de igualdad de matrices
de covarianzas.

En estimacion recientemente Hawkins & McLachan (1997) y Croux & Dehon
(2001) propusieron un procedimiento llamado high breakdown para remover ob-
servaciones atipicas que pueden afectar las estimaciones de los vectores de medias
y de las matrices de covarianzas para cada uno de los grupos utilizados por LDA y
que, por tanto, pueden afectar el proceso de clasificacion. Cheng et al. (2002) pro-
pusieron dos formas alternativas de realizar las estimaciones del vector de medias
y de la matriz de covarianzas cuando hay datos faltantes; las propuestas consis-
ten basicamente en combinar el algoritmo ER, (Estimation-Robust) propuesto por
Little & Smith (1987) con los estimadores high breakdown.

Otra de las técnicas de clasificacion se debe a Raveh (1983 y 1989) quien pro-
puso el Analisis Discriminante no Métrico (NDA), el cual utiliza como punto de
partida la funciéon discriminante generada por LDA y por medio de un proceso
iterativo propuesto por Choulakian & Almhana (2001) se mejora la funcion discri-
minante inicial; la calidad de la nueva funciéon discriminante se mede por medio de
un indice de separacion entre los grupos; este indice fue propuesto por Guttman
(1998). La ventaja que tiene NDA sobre LDA es que NDA no requiere supuestos
distribucionales.

Otra de las técnicas de clasificacion es el modelo de regresion logistica, sugerido
por Cornfield (1962), Cox (1966) y Day & Kerridge (1967) para una variable con
respuesta binaria; Anderson (1972) propuso el modelo de regresion logistica mul-
tinomial o policotomo (MLR). Pregibon (1981) plante6 un método para detectar
posibles observaciones atipicas en la muestra de entrenamiento que se usa para
encontrar los estimadores de maxima verosimilitud para un modelo de regresion
logistico. Trevor & Ferry (1991) presentaron un nuevo modelo de regresion logisti-
ca robusto que mostr6 tener mejor desempeno en un estudio de simulacién y en un
estudio con datos reales. Carroll & Pederson (1993) mostraron que existen otras
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dos formas de estimaciones resistentes y robustas que tienen sesgos iguales o me-
nores en las estimaciones cuando se tienen observaciones atipicas en el conjunto de
observaciones. Una ventaja de la herramienta MLR es que no requiere supuestos
distribucionales.

1.1. Técnicas de clasificacion

Supongase que se tiene la tarea de clasificar observaciones (sujetos u objetos)
p variadas en uno de g grupos ya establecidos y que para esto se cuenta con un
conjunto de observaciones proveniente de cada uno de los grupos. Sean z;; € R? las
observaciones donde j = 1,...,g,% = 1,...,n; tal que n; representa el nimero
de observaciones que pertenecen al grupo j. Este conjunto de n observaciones!
se denomina conjunto de entrenamiento y permite la construcciéon de la funcién
discriminante para cada una de las técnicas. A continuaciéon se describe de cada
una de las tres técnicas estudiadas.

1.1.1. Analisis discriminante lineal

Sean Z; y S; los vectores de medias y las matrices de covarianzas de cada uno
de los g grupos y sea T el vector de medias global del conjunto de entrenamiento.
Usando estos elementos se pueden definir dos matrices B 'y W que representan la
variabilidad entre los grupos y la variabilidad dentro de los grupos respectivamente
y que estan dadas por:

B="n(z;—7)(z — 7 M

Jj=1

W =

J

(n; —1)S; (2)

g9
=1

El objetivo de la técnica LDA es encontrar un vector a € P de tal manera
que se maximice el cociente A definido por (3); asi se encuentra un hiperplano que
genera la maxima diferencia entre la variabilidad intergrupal e intragrupal.

!/
) 3)
a'Wa

Rencher (1998) muestra que los valores de a que maximizan A se pueden estimar
por medio de los vectores propios eq,es,...,es asociados a los valores propios
positivos? Ay > Ay > -+ > A\, de W™IB. De esta manera si @ = e; entonces a
se denomina primer discriminante lineal estimado (LD;) y este corresponde a la
funcion discriminante. La regla para clasificar una nueva observacién z en uno de

g
'En total n = >° nj.
j=1
2Donde s = min {p,g — 1}.
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los grupos basada en el primer discriminante lineal consiste en asignar x al grupo

2
7 si se cumple que { (x — x])] es minimo.

1.1.2. Analisis discriminante no métrico

La técnica NDA propuesta por Raveh (1989) se basa en los resultados de LDA
y consiste en la busqueda de 1 € RP que maximice a Disco (coeficiente de discri-
minacion) propuesto por Guttman (1998) dado en (4).

i XQI nnn|n [Tr — Tl
.5: g 171k Mh (4)
S22 3 | [k — wunl|

El numerador de (4) representa la separacion entre los diferentes grupos mien-
tras que el denominador representa la variacion total entre todas las observaciones.
Una propiedad importante es que 0 < Disco < 1, donde el valor de cero se obtiene
solamente cuando todos los vectores de medias para cada grupo del conjunto de
entrenamiento son iguales y el valor de uno cuando los puntajes® para cada grupo
al ser puestos sobre una recta quedan completamente separados unos de otros, es
decir, no se observan traslapes entre los puntajes de grupos diferentes.

Con base en los g vectores de medias y los n vectores de observaciones se pueden
definir dos tipos de matrices de orden p X p asi:

By = [Tk — Tn) [T, — T’ (5)

Vien (i, 1) = [zix — 2] [war — 21n)’ (6)

De esta manera Disco en (4) puede representar en forma matricial como una
funcién del vector n:
' B(n)n

(7)
n'V(nn
donde B(n) y V(n) son matrices simétricas de orden p X p que dependen del
pardmetro 7 de la siguiente manera:

By =3y Dl (8)

Disco(n) =

g g Nk np th Z l
V(n) = 9

Para maximizar Disco en (4) con respecto a 7, Choulakian & Almhana (2001)
propusieron el siguiente algoritmo:

3El puntaje z de una observacién z por medio de 7 se define como z = 7/x.

Revista Colombiana de Estadistica 32 (2009) 247-265



Comparacion entre tres técnicas de clasificacion 251

1. Comenzar con 19 = 0*, siendo 6* el vector propio* (LD;).
2. Calcular ny41 = i, [1 — 2Disco(ny)] +2V (ni) "' B(nk)nk, para k = 0,1,2,. ..

3. Detener el proceso cuando |Disco(ng+1) — Disco(ni)| < €, donde € es un
valor real positivo definido con anterioridad; por ejemplo, € = 1075,

4. Obtener el valor 6ptimo de la funcién discriminante n haciendo n = ny.

Luego de encontrar el valor 6ptimo de 7, este puede utilizarse como funcién
discriminante para clasificar nuevas observaciones en uno de los g grupos. Para rea-
lizar la clasificacion se determinan g— 1 puntos de corte (C'P) de la siguiente mane-
ra: se toman los n puntajes z;; del conjunto de entrenamiento con ¢ =1,2,...,n;
ycon j =1,2,...,¢; sin pérdida de generalidad, se puede suponer que los prime-
ros ni puntajes son menores que los segundos no y asi sucesivamente. El punto
de corte CP; que separa los grupos 1 y 2 es igual al percentil 100(nq/n) % de
los n puntajes ordenados, el segundo C' P, que separa los grupos 2 y 3 es igual al
percentil 100((ny + n2)/n) % de los n puntajes ordenados; de manera similar se
obtienen los G — 3 C'P restantes. La regla para clasificar una nueva observacion x
en uno de los grupos es calcular el puntajes z de x por medio de i y clasificar la
nueva observacion z al grupo 1 si z < CPy, al grupo k si CP,_1 < 2z < CP; o al
grupo g si z > CPy_;.

1.1.3. Regresion logistica multinomial

La técnica MLR es un caso particular de modelos lineales generalizados donde
la variable respuesta y corresponde a una variable aleatoria independiente multino-
mial cuya media se modela por medio de un conjunto de covariables. Para el pro-
blema de clasificacién el valor de la variable respuesta corresponde ay =1,....,g
y el conjunto de covariables se denota por x' = (1,z1,...,2,)" que conforman el
conjunto de entrenamiento.

Sea m; la probabilidad de que una observacién x pertenezca al grupo j =
1,...,9, uno de los grupos es considerado como grupo de referencia, sin pérdida
de generalidad, se puede tomar el grupo 1 como referencia; entonces el logit para
cada uno de los otros grupos se define como:

logit(m;) = log (ﬂ> =28y , j=2,...,9 (10)
Ust

Una vez estimados los g — 1 vectores [3; usando el conjunto de entrenamiento,
es posible estimar la probabilidad de que una nueva observaciéon x pertenezca a
uno de los grupos usando las expresiones 11 y 12 y asignar la observacion al grupo
que tenga mayor probabilidad.

1
7= (11)

g Py
14 Y exp(2’f;)
i=2

40btenido mediante Analisis Discriminante Lineal.
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IA.
Ro ) s (12)

g ~
1+ 37 exp(2'5;)
i=2

1.2. Estudios previos de simulacién

En la literatura estadistica se pueden encontrar estudios que comparan el
desempeno de las técnicas analisis discriminante lineal, regresion logistica y anéli-
sis discriminante no métrico. A continuacion se muestran los principales resultados
obtenidos en estos estudios.

1.2.1. Comparaciones entre LDA y regresion logistica (LR)

Efron (1975) comparé las dos técnicas para el caso de dos grupos con igual
matriz de covarianzas y encontré que la eficiencia relativa asintotica (ARE) de LR
con respecto a LDA esta entre un medio y dos tercios. Crawley (1979) compard
LR con LDA para muestras pequenas con dos grupos y encontré que para el caso
de matrices de covarianza iguales LDA tiene un mejor desempenio que LR en el
proceso de clasificacion, para el caso de matrices de covarianzas diferentes LR tuvo
ligeramente un mejor desempeno y para el caso de dos poblaciones distribuidas
no normal LR tuvo un desempeno muy superior a LDA. Harrell & Lee (1985)
realizaron una comparacion entre las técnicas para el caso de dos grupos consi-
derando normalidad con matrices de covarianzas iguales, tamanos de muestra de
50 y 130 con seis distancias de Mahalanobis entre los vectores de medias de las
dos poblaciones que variaron entre los valores de 0.94 y 4.68; en este estudio se
encontr6é que el desempeno de LDA fue mejor que LR pero que las diferencias no
eran significativas.

Pohar et al. (2004) llevaron a cabo un estudio donde compararon LDA y LR por
medio de simulacién. Para comparar los desempenos de cada una de las técnicas
utilizaron el indice tipico de tasa de clasificacion erronea y los indices A, B, Cy Q
propuestos por Harrell & Lee (1985). La comparacion se inicié en un escenario en el
cual se cumplian los supuestos de LDA y luego realizaron cambios en los tamanos
de muestra, matriz de covarianzas y distancia de Mahalanobis entre las medias
de los grupos simulados. Se encontré que los desempenos de LDA y LR fueron
muy cercanos, siempre y cuando los supuestos de normalidad no sean afectados
fuertemente, y presentaron lineamientos para identificar este tipo de situaciones;
adicionalmente, discutieron las situaciones donde es inapropiado utilizar LDA para
clasificacion.

1.2.2. Comparaciones entre LDA y MLR
Shelley & Donner (1987) llevaron a cabo un estudio de comparacion con el

objetivo de extender los resultados de Efron (1975) para medir la eficiencia relati-
va asintotica (ARE) de regresion logistica multinomial con respecto a LDA para
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el caso de poblaciones distribuidas normal multivariada con igual matriz de co-
varianzas. Los casos que estudiaron consideraron dos, tres y cuatro grupos. Los
autores encontraron que en el caso de vectores de pendientes logistico colineales
ARE estaba en el intervalo de 50 % a 65 % para dos grupos y de 35 % a 95 % para
el caso de cuatro grupos cuando la distancia de Mahalanobis entre el grupo de
referencia y los deméas estuvo en 3.0 a 3.5. Para el caso de vectores ortogonales se
encontré que ARE decae rapidamente a medida que aparecen més grupos en el
proceso de clasificacion.

1.2.3. Comparaciones entre LDA y NDA

Raveh (1989) llevo a cabo un estudio de simulacion donde compar6é LDA y NDA
para el caso de dos grupos; se consideraron tres escenarios o tipos de distribuciones
de probabilidad multivariada para cada grupo: normal multivariada, log-normal
y chi-cuadrada; en cada uno de estos escenarios se consideraron distribuciones
bivariadas y trivariadas. El tamano de muestra fue siempre de 50 observaciones
para cada uno de los dos grupos. El objetivo basico del estudio fue comparar
el desempeno de las dos técnicas usando la tasa de clasificacién errénea para el
conjunto de entrenamiento y para un nuevo conjunto de validacién obtenidos de
la misma distribucién.

Para el caso de dos grupos provenientes de una distribucién normal multiva-
riada (2 6 3 variables) se encontré que cuando hay igualdad entre las matrices de
covarianzas LDA tiene tasas de clasificacion erréneas como maximo 1% mejores
que las de NDA. Se encontré también que a medida que las matrices de covarianza
difieren entre si, la ventaja de LDA disminuye hasta el punto que NDA obtiene
menor tasa de clasificacion errénea para el caso extremo de matrices de covarianza.
Para el caso de grupos provenientes de una distribucion log-normal se encontrd que
NDA es muy superior que LDA; el desempeno de NDA estuvo por encima de LDA
en 16 % para conjuntos de entrenamiento y 14 % para conjuntos de validacion.
Para este mismo caso se hallé que, a medida que los parametros de la distribucion
log-normal para cada grupo difieren, el desempeno de NDA mejora sobre el de
LDA. Para el caso de grupos provenientes de una distribucion chi-cuadrado se en-
contr6é que NDA tuvo un desempeno similar a NDA; las diferencias entre las tasas
de clasificacion erréneas fueron 1% a favor de NDA; se observo también que la
ventaja de NDA sobre LDA se incrementaba ligeramente a medida que disminuian
los grados de libertad de la distribucion.

Choulakian & Almhana (2001) realizaron una comparacion entre LDA y NDA
usando tres conjuntos de datos: poultry data, encontrado en Raveh (1983), confor-
mado por diez grupos con cuatro variables; wolf skull data, encontrado en Morrison
(1990), conformado por cuatro grupos y nueve variables, y feelings data, encon-
trado en Hand (1989), conformado por cuatro grupos y veinticinco variables. En
cada una de estas tres aplicaciones se construyo6 la funcion discriminante NDA con
base en la funcién discriminante de LDA y se encontré que NDA clasifica mejor
el conjunto de entrenamiento, también se hall6 un aumento en el coeficiente de
discriminacién Disco para cada una de las aplicaciones: para la primera aplicaciéon
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Disco paso6 de 0.9915 a 0.9935, para la segunda Disco cambié de 0.987 a 1 y para
la dltima Disco pasé de 0.9615 a 0.9832.

2. Objetivo del estudio

La tarea de clasificar sujetos u objetos en grupos preestablecidos dado un con-
junto de caracteristicas siempre ha sido un problema a resolver en diferentes 4m-
bitos; algunos ejemplos son: asignacion de créditos, determinacion del estado de
enfermedad de un paciente, envio de publicidad para clientes de una empresa,
entre otros. Las caracteristicas o variables observadas en los sujetos a clasificar
pueden ser cuantitativas y/o cualitativas, y en caso de que existan variables cuali-
tativas las condiciones de normalidad multivariada no estdn aseguradas; por tanto,
es importante estudiar y comparar técnicas que puedan incorporar la informacion
de variables cualitativas, lo cual es el caso de Analisis Discriminante no Métrico
v Regresion Logistica. Por otra parte, como se observa en la seccién anterior, no
existen en la literatura estadistica estudios de comparacion entre LDA, NDA y
MLR para el caso de mas de dos grupos.

El objetivo principal de este articulo es estudiar mediante simulacién el desem-
penio de las tres técnicas LDA, NDA y MLR en el proceso de clasificacion para el
caso de mas de dos grupos bajo diferentes distribuciones de probabilidad multiva-
riada.

Se decidi6 incluir LDA en el estudio para extender los trabajos de Raveh (1989)
a méas de dos grupos y los ejemplos de Choulakian & Almhana (2001) ya que la
funcién discriminante NDA se basa en el primer discriminante de LDA.

2.1. Metodologia

La comparacién de las técnicas NDA y MLR se llevo a cabo por medio de simu-
laciones en las cuales se consideraron tres tipos de distribuciones de probabilidad
multivariada para los grupos, diferentes pardmetros y varios tamafnos de muestra.

2.1.1. Escenarios
Los escenarios considerados en el estudio fueron cuatro:

Escenario 1. Tres grupos normales bivariados (denotados por 1, 2 y 3), matrices
de covarianzas iguales donde o1 = 02 = 1 con valores de correlaciéon p de 0.1,
0.3, 0.5, 0.7 y 0.9. Se consideraron cinco situaciones de alejamiento gradual
para los grupos; el grupo 1 siempre fue el de referencia y estuvo ubicado en
el origen del plano cartesiano mientras que las ubicaciones de los otros dos
grupos cambiaron sobre los ejes. A representa la situacién més cercana de
vectores de medias y E la mas lejana.

e Situacion A: p; = (0,0), u2 = (1,0), us = (0, 1).
e Situacion B: pu; = (0,0), pe = (1,0), uz = (0,2).

Revista Colombiana de Estadistica 32 (2009) 247-265



Comparacion entre tres técnicas de clasificacion 255

e Situacion C: py = (0
0

’0)7 /LQ:( ) )7 U32(073)-
e Situacion D: py = (0,0), uz =
0

1,0
(270)5 H3 = (Oa 2)
e Situacion E: M1 = (07 )a H2 = (270)a H3 = (073)

Los tamanos muestrales utilizados fueron de 20, 50, 100 y una combinacién
de estos dltimos.

Escenario 2. Este escenario es similar al anterior con respecto a las situaciones
de media para cada grupo y tamanos muestrales; la diferencia esta en que se
consideraron matrices de covarianzas diferentes para cada grupo.

La matriz de covarianzas del grupo 1 se caracterizoé por 03 = o2 = 1 con
diferentes valores de correlacién p de 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 y 0.9. La matriz de
covarianzas de los grupos 1, 2 y 3 se denotan por X1, Yo y X3. Los casos
considerados fueron:

° 22:221}723:221.

° 222221}723:321.

° 222321}723:321.

° 222221}723:421.
Escenario 3. Siete grupos distribuidos normal trivariada. Se consideraron tres
situaciones de alejamiento gradual para los grupos; el grupo 1 siempre fue
el de referencia y estuvo ubicado en el origen mientras que las ubicaciones

de los otros grupos cambiaron de manera gradual. A representa la situacion
mas cercana y C la mas lejana.

e Situacion A: p; = (0,0,0), p2 = (0,0,2), us = (0,0,—2), pa = (0,2,0), us
(0,-2,0), us = (2,0,0), ur = (—2,0,0).

e Situacion B: u1 = (0,0,0), pu2 = (0,0,2), uz = (0,0,—2), ua
(0,-3,0), us = (3,0,0), u7 = (—3,0,0).

e Situacion C: p1 = (0,0,0), p2 = (0,0,2), uz = (0,0,—2), pa = (0,4,0), us =
(0, —4,0), ue = (4,0,0), u7 = (—4,0,0).

(07 37 0)7 M5 =

El tamano de las muestras tomadas de cada poblacion fue de 10, 20 y 50.
Las matrices de covarianzas de los grupos 1,2,...,7 se denotan por X,
Ya,..., X7. Se consideraron matrices de covarianza diferentes y la matriz de
covarianzas del grupo 1 (de referencia) se caracterizo porque las varianzas
de las tres variables fueron o1 = o9 = o3 = 1. Se consideraron valores de
correlacion entre pares de variables p de 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 v 0.9. Las estructuras
generales de las matrices de covarianzas fueron:

e Estructura 1: 21 = 22 = 23 , 24 = 25 = 221, 26 = 27 = 421

e Estructura 2: El = 22 = 23 5 24 = 25 = 421, 26 = 27 = 821.
Escenario 4. Tres grupos con funciones de densidad especiales bivariadas. En
este escenario se llevo a cabo la comparaciéon de las técnicas usando tres

funciones de densidad especiales: Lognormal, Sinh~'-normal y Logit-normal.
Para crear las muestras se generaron muestras de observaciones normales
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bivariadas con los parametros del escenario 1 y luego se aplico el sistema
de transformacion sugerido por Johnson (1987) para obtener observaciones
provenientes de cada distribucién.

2.1.2. Evaluacién de las funciones de clasificaciéon

La evaluacion de los desempenos de las técnicas de clasificacion se llevé a cabo
utilizando la Tasa de Clasificacion Erronea (TCE) que se define de la siguiente
manera:

_ NCE

- NOBS

donde NCEFE corresponde al ntmero de clasificaciones erradas por la técnica en
el conjunto de validaciéon y NOB.S corresponde al ntimero de observaciones en el
conjunto de validacion.

TCE

2.1.3. Procedimiento de comparacién

Las tres técnicas de clasificaciéon se compararon llevando a cabo el siguiente
conjunto de pasos:

1. Se simul6é una muestra por cada una de las g poblaciones con las cuales se
forma el conjunto de entrenamiento.

2. Con el conjunto de entrenamiento se construyeron las funciones de discrimi-
nacion para LDA, NDA y MLR.

3. Se generaron nuevas muestras como en el paso 1 y con ellas se formé un nuevo
conjunto llamado de validacién. Todas las observaciones de este conjunto se
clasificaron mediante las funciones obtenidas en el paso 2.

4. Se calcul6 la tasa de clasificacion erronea para el conjunto de validacion del
paso anterior para cada técnica.

5. Los pasos 3 y 4 se repitieron mil veces y se calculd la tasa promedio de
clasificacion erronea para cada uno de los procedimientos de clasificacion.

Las simulaciones se programaron y generon en R (R Development Core Team
2008), se uso6 la funcion 1da() para analisis discriminante lineal y multinom() de
la libreria nnet para regresion logistica multinomial; la funcién para analisis discri-
minante no métrico se programo usando el procedimiento sugerido por Choulakian
& Almhana (2001) y estara disponible a peticion del lector.

2.2. Resultados

Escenario 1: tres grupos normales bivariados con matrices de covarianza igua-
les. En este escenario se encontré que las TCE para LDA y MLR difieren en mé-
ximo 1%, lo cual se puede observar en las figuras 1 y 2 por medio de las lineas a
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trazos que se superponen. La linea continua corresponde a la TCE para NDA y
siempre qued6 ubicada en las figuras 1 y 2 por encima de las lineas asociadas a
las otras dos técnicas; sin embargo, para valores de p > 0.7 las diferencias en TCE
para las tres técnicas fueron de méaximo 2 %. Otro patron esperado que se encontrd
en este escenario fue que la TCE disminuy6 a medida que se presentaron las tres
situaciones siguientes: aumento de la distancia entre los vectores de medias de los
grupos (situacion A a E), aumento del coeficiente de correlacion y aumento en el
tamano de muestra.

Tasa de clasificacion errénea

FiGURrA 1: Escenario 1. Tamanos muestrales n; = ne = nsz = 20.

Escenario 2: tres grupos normales bivariados con matrices de covarianza di-
ferentes. En las figuras 3 y 4 se observan dos casos particulares del escenario y se
pueden apreciar nuevamente resultados similares y los mismos patrones menciona-
dos en el escenario anterior. Al considerar diferentes matrices de covarianzas para
los grupos, los desempenos de las técnicas se vieron afectados, el aumento promedio
en la tasa de clasificacion erronea fue de 6 %. Se observo también que cuando las
matrices de covarianzas eran diferentes con tamanos muestrales de 50 las tasas de
clasificacion erréoneas eran practicamente las mismas que cuando se tiene matrices
de covarianzas iguales, es decir, los desempenos de las técnicas fueron similares
cuando los tamanos muestrales fueron de 50 sin importar si se cumplia el supuesto
de igualdad de matriz de covarianzas. En promedio LDA y MLR tuvieron tasas
de clasificacion erronea 3.5 % menos que NDA.

Escenario 3: siete grupos normal trivariado con matrices de covarianzas di-
ferentes. En el presente escenario se consideraron dos estructuras de matrices de
covarianzas y al pasar de la primera estructura a la segunda se afect6é la TCE
aumentandola. Se observé nuevamente que al aumentar el valor de p disminuye-
ron las tasas de clasificacion errénea; adicionalmente, a medida que se alejan las
poblaciones, la TCE disminuy6 en promedio 12 %. En este escenario se comprobd
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Tasa de clasificacion errénea

Tasa de clasificacion erronea

Rho

F1Gura 3: Escenario 2. Tamanos muestrales n1 = ng =n3 =20y 3o = 33 = 23;.

otra vez que al aumentar los tamanos muestrales se favorece el desempeno de las
técnicas; en particular se encontré6 que TCE disminuy6 en promedio 3 %. En las
figuras 5, 6 y 7 se observa que el desempeno de LDA y MLR es similar y que
clasifican mejor que NDA en el presente escenario.

Escenario 4: tres grupos con funciones de densidad especiales bivariadas. En la
figura 8 se pueden observar las TCE para las técnicas cuando se uso6 la distribucion
lognormal con tamafios de muestra de 20. El patrén observado en las lineas de esta

Revista Colombiana de Estadistica 32 (2009) 247-265



Comparacion entre tres técnicas de clasificacion

Tasa de clasificacion errénea
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FiGurA 4: Escenario 2. Tamafnos muestrales n; = ng = n3 = 50, Yo = 23 y X3 = 43;.

0.1

0.3 05 0.7

0.9

I | I
n=10 Estructura 1

| | |
n=10 Estructura 2

Tasa de clasificacion erronea

n=50 Estructura 2

FiGURA 5: Situacion A: p1 = (0,0,0) p

(07 _270) He = (2707 0) Hr =

(07072) 3 = (0707—2
~2,0,0).

0.6

0.4

0.2

)1“‘4 = (07270) s =

figura es igual al encontrado cuando se usaron tamanos de muestra de 50 y 100; por
tanto, para este caso el aumento en el tamano de muestra no mejoré el desempeno
de las técnicas. Se encontro que LDA es la técnica con el desempefio més bajo y por
lo menos el 30 % de las veces clasifico incorrectamente. Los mejores desempenos
los obtuvo MLR, y a medida que aumentaba la separacién entre los grupos, la
diferencia con LDA y NDA fue mayor. A partir de la situacion de alejamiento C la
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Tasa de clasificacion errénea

FIGURA 6: Situacion B: p1 = (0,0,0) p2 = (0,0
(07 —37 O) He = (3707 O) Hr = (_37070)

2) M3 = (07 0, _2) Ha = (0737 0) M5 =
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FIGURA 7: Situaciéon C: pu1 = (0,0,0) p2 = (0,0,2) ps = (0,0,—2) ps = (0,4,0) us =
(07 —47 O) He = (47 07 O) Hr = (_47070)

técnica LDA mantuvo su tasa de clasificacion erronea independiente del coeficiente
de correlacién p mientras que para NDA y LDA se observo que el aumento en p
mejord el desempeno.

En la figura 9 se pueden observar las TCE para las técnicas en el caso de
distribucién Sinh~!-normal. Nuevamente en este caso la técnica LDA present6 el
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Ficura 8: Distribucién lognormal con ni1 = ng = nz = 20.

desempenio mas bajo de las tres técnicas seguido por NDA mientras que la mejor
técnica fue MLR. Los patrones mencionados anteriormente para cada una de las
técnicas en el caso de la distribucion lognormal se repiten nuevamente aqui; el
desempeno de LDA no mejora cuando se aumenta p a partir de la situacion D,
mientras que para NDA y MLR el impacto es favorable al aumentar p. Se observa
también que al aumentar la distancia entre los vectores de medias de los grupos
las técnicas MLR y NDA mejoran el desempeno.

Tasa de clasificacion errénea

Rho

Ficura 9: Distribucién Sinh~!-normal con n1 = ne = ns = 20.
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En la figura 10 se encuentran los resultados para el caso de la distribucion
logit-normal para tamano muestral de 20. El patron de las lineas de desempeno
TCE para las figuras asociadas a tamanos muestrales de 50 y 100 es el mismo que
el de figura 10; se encontr6 que al aumentar el tamano de muestra de 20 a 50,
en promedio las TCE disminuyeron 3 %, mientras que al aumentar el tamafo de
muestra de 50 a 100, la disminucion en TCE fue insignificante. Se observé también
que la técnica NDA fue la de peor desempefio mientras que LDA y MLR tuvieron
desempefios similares, la maxima diferencia de TCE entre ellas fue de 2.5 %; este
ultimo patron fue comin denominador para los escenarios 1, 2, 3 y distribucion
logit-normal.

01 03 05 07 09
I I I I L1 |

b - 0.4

Tasa de clasificacion errénea
o
m

T T T
01 03 05 07 09
Rho

Ficura 10: Distribuciéon Logit-normal con n; = ne = ng = 20.

2.3. Discusion

Las técnicas de clasificacion LDA y RLM tuvieron mejor desempeno al mo-
mento de clasificar en tres grupos bivariados y siete grupos trivariados; ademas,
su desempeno fue tan similar que en la mayoria de las figuras las lineas de TCE
asociadas se superponen, lo cual muestra que las diferencias son minimas. En el
estudio la técnica NDA nunca obtuvo TCE menores que MLR; los tnicos casos en
que NDA fue mejor que LDA fue cuando se consideraron poblaciones distribuidas
lgnormal y Sinh~!-normal.

3. Conclusiones

Hasta el momento en la literatura estadistica se han reportado solamente com-
paraciones via simulacién entre pares de las técnicas anélisis discriminante lineal,
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regresion logistica multinomial y analisis discriminante no métrico. En el presente
estudio de simulacién se compararon las tres técnicas y se encontré que anélisis
discriminante lineal y regresion logistica multinomial tuvieron tasas de clasifica-
ci6n errénea muy similares y mas bajas que anélisis discriminante no métrico en la
mayoria de los escenarios estudiados; esta tiltima técnica present6é un mejor desem-
pefio solo cuando la distribucién poblacional fue lognormal y Sinh~!-normal.

En situaciones practicas donde se presente un problema de clasificacién de
nuevas observaciones a grupos ya definidos, teniendo en cuenta varias variables
explicativas, se recomienda utilizar principalmente la técnica RLM seguida de la
LDA, siempre y cuando la distribuciéon de probabilidad de los datos sea cercana
a una situacién de normalidad multivariada; el supuesto de homogeneidad de va-
rianzas puede violarse ligeramente y los resultados obtenidos con cualquiera de las
técnicas seran similares; adicionalmente se sugiere utilizar este criterio siempre y
cuando todas las variables explicativas sean de tipo cuantitativo.

Posibles trabajos futuros podrian encaminarse a comparar el desempeno de
las técnicas considerando otro tipo de escenarios en los cuales se pueden estudiar
aspectos como: mayor nimero de grupos a clasificar, tamanos muestrales mayores,
estructuras de matrices de covarianzas diferentes, otros tipos de distribuciones para
los grupos, medidas de desempeno diferentes a la tasa de clasificacion errénea y
algoritmos de busqueda para determinar el vector de clasificaciéon en la técnica
NDA.

[Recibido: julio de 2008 — Aceptado: noviembre de 2009]
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