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Resumen

A partir del analisis de correspondencias clasico aplicado a las tablas de-
nominadas de correspondencias, se desarrolla la teoria para dicho analisis a
partir de una muestra probabilistica. El enfoque de esta teoria se encamina
a la estimaciéon de los valores y vectores propios asociados a las matrices
por diagonalizar, ya sea en el andlisis simple o en el miultiple, para luego
establecer las estimaciones de los vectores propios que conducen a los ejes
factoriales, permitiéndose una representaciéon grafica para mejorar la inter-
pretacion en el analisis. Se realizan ademads estimaciones de las medidas de
calidad asociadas a la representacién, como son: inercia, contribuciones y
cosenos cuadrados.

Palabras clave: analisis de correspondencias, muestreo probabilistico, Boots-
trap, Jackknife.

Abstract

From the classic analysis of correspondences applied to the denominated
tables of correspondences, the theory for this analysis from a probabilistic
sample is developed. The approach of this theory directs to the estimation of
eigenvalues and eigenvectors associated to the matrices to be diagonalized,
either in a simple analysis or in the multiple one, to establish estimations
of the eigenvectors that lead to the factorial axes, allowing a graphical re-
presentation to improve performance in the analysis. Estimates of quality
measures associated to the representation are made, such as inertia, contri-
butions and squares cosines.

Key words: Correspondence analysis, Probability sampling, Bootstrap, Ja-
ckknife.
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1. Introduccién

Una de las técnicas de los métodos factoriales que analiza la asociaciéon entre
dos o méas variables categoricas es el denominado andlisis de correspondencias.
A través del anélisis de correspondencias simples (ACS) aplicado a las tablas de
contingencia, se construyen las representaciones de las asociaciones entre filas y
columnas de estas tablas, basados en la distancia x2. Se trata de tablas de efectivos
obtenidos cruzando las modalidades de dos variables cualitativas definidas sobre
una misma poblacion de n individuos Escofier & Pagés (1992). Por otra parte,
con el analisis de correspondencias multiples el cual es una extension del domi-
nio de aplicacion del ACS, se describen grandes tablas de variables categoricas,
representando las categorias de las variables como puntos en un espacio de pocas
dimensiones Clausen (1998).

Ahora bien, un requisito fundamental para este tipo de analisis es la obten-
cion de los valores y vectores propios, y por ende las coordenadas sobre los ejes
factoriales que permiten la interpretacion de las asociaciones entre las variables ca-
tegéricas. En este trabajo se presenta una metodologia de estimaciéon de los valores
y vectores propios de las matrices por diagonalizar en los anélisis de correspon-
dencias simples y multiples, a partir de una muestra probabilistica. Con ellos se
obtienen los ejes, las coordenadas factoriales y las relaciones de transicion entre los
espacios, la estimacion de la inercia, las contribuciones y los cosenos cuadrados.
Lo que se tiene entonces es una complementaciéon entre los disenos de muestreo
probabilistico y el analisis de correspondencias, lo que permite describir no solo el
comportamiento o la asociacién entre variables categoéricas obtenidas a través de
una muestra probabilistica tomada de alguna poblacién bajo estudio, sino también
inferir acerca de dicho comportamiento y el grado de asociacién entre las variables
de estudio, siguiendo la metodologia dada por Martinez (1998).

En la seccién [2] se presenta la propuesta de estimaciéon de los elementos de
base en el andlisis de correspondencias simples y miltiples, al igual que las de-
mas medidas que intervienen en el andlisis; por otra parte, se propone el calculo
de la varianza de los valores propios estimados mediante las técnica Jackknife y
Bootstrap, donde en la seccion [ se muestra un ejemplo de aplicacién, en el que
se comparan estas dos técnicas y se llega a discusiones importantes. Por tltimo en
la seccion @] se presentan los métodos computacionales utilizados, y en la seccién
se dan a conocer las conclusiones del trabajo.

2. Resultados y discusion

2.1. Analisis general

El procedimiento para efectuar un analisis factorial para métricas y matrices de
peso cualesquiera es diagonalizar la matriz A = X'LX M, donde M corresponde
a la métrica y L a la matriz, de masa o peso, para encontrar los ¢ valores propios
maés grandes de dicha matriz y a partir de estos obtener las coordenadas factoriales
necesarias para llevar a cabo el anélisis.
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En general, si se desea efectuar un procedimiento de anélisis factorial como el
de correspondencias a partir de una muestra probabilistica el interés se centra en la
diagonalizacion de la matriz estimada, A = X'LX M a partir del disefio muestral
empleado, para asi obtener los valores propios estimados de esta matriz (Lebart,
Morineau & Piron 2000).

El polinomio caracteristico dado por la ecuacion ()
|[A—X|=0 (1)
resulta ser de la forma
p(A) = (=1)" (A" + by N7 - bid+bg) =0 2)
el cual es posible estimarlo con la expresion
p (X) = ‘2— XI‘ =(=1)" (XT b N T A+ bo) =0 (3)

donde 7 es el ntmero de modalidades de estudio y b,_1, ..., by son valores numeéri-
cos que se pueden escribir como funciones de totales poblacionales estimados. De
esta manera se puede establecer que los valores estimados de A son de la forma

X:f(%\lviév"'v%\?“) (4)

donde #; son los estimadores de los totales poblacionales que conforman la matriz

A.

Asi, obtenidos estos valores, es posible efectuar por completo el analisis factorial
a partir de la informacion de la muestra, dado que con los valores y vectores
propios estimados se pueden construir las demas componentes del andlisis (Lebart
et al. 2000).

2.2. Analisis de correspondencias simples a partir de una
muestra probabilistica

Dada la poblacion U = {1,..., N}, suponga que a los elementos de U se les
miden dos variables, digamos Z; y Z> con p; y p2 modalidades, respectivamente. La
matriz de datos, resultado de la medicién de las variables sobre los N individuos,
es como sigue

Z = |:21:Z2:|
donde _ _
le DY le DY lem
L ZNl PR ZNZ DY ZNp/'n ]
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con

P 1, si el sujeto [ seleccioné la modalidad ¢ de la pregunta Z,,
e 0, si el sujeto ! no selecciond la modalidad 7 de la pregunta Z,,

asi, param=1,2, z;;, =16 z;, =0paral=1,2,....Nei=1,2,...,Dm.

2.2.1. Tabla de contingencia

La tabla de contingencia a partir de las matrices Z; y Z5 es

c=127z,
es decir ~ _
kll klg k1p2
C=| ka ki Kip,
kpi1 kp.j Ep.p
donde
N
ki =Yz (5)
=1

corresponde a un total de un dominio, en este caso el total de individuos que
respondieron la modalidad ¢ de la pregunta Z; y la modalidad j de la pregunta Z»
simultdneamente con:

1, si zy=1y z3=1

Zijl = Zil X Zjl = . .
* ¢ J 0, si zzg=0 6 z;=0

2.2.2. Tabla de contingencia estimada

Basados en una muestra probabilistica S obtenida a través del disefio p(-) (ver
Sarndal, Swensson & Wretman 1992), con probabilidades de inclusién m; para los
elementos de U, podemos estimar cada total en la ecuacion (@), a través de un 7
estimador de la siguiente forma:

= Zigl
kijr = Z fl (6)

les

donde los m; son las probabilidades de inclusion de cada individuo; asi, la matriz
de correspondencias estimadas es:

C=z'n"'z, (7)
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donde n corresponde a los individuos de la muestra, ahora la matriz de cédigo
binario asociado a las dos variables es

Zl 1 PR Zli PR le/'n
Zn | 21 0 oz Zip,
L an DY an DY anm ]

para m = 1,2 con matriz de probabilidades de inclusién

m™ -~ 0 -+ 0
II= 0 v 0
i 0 N | T, |

entonces la matriz de correspondencias estimada (7)), tendra la siguiente forma

k‘llﬂ— N kljﬂ- ce klpzﬂ—
C = kﬂﬂ- N kijﬂ- e kip2ﬂ-
L kpiin oo kpign oo Kpipan |

con k;jr representando la estimacion de cada total de la matriz de corresponden-
cias, definida en la ecuacion (@), donde

~ 1 ~
kﬂ:ZE:N (8)
les

2.2.3. Criterio por maximizar y matriz por diagonalizar

En el espacio de las columnas RP2, el interés es maximizar la suma ponderada
de los cuadrados de las proyecciones sobre el eje, es decir, dada la muestra s,
maximizar la ecuacién

Mg { 3 Fi(6,0) ©)
i
lo que es equivalente a maximizar la expresion
WD, F'D,'FD,}u (10)
con la restriccion R
u'D =1 (11)
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donde © es el vector propio de la matriz estimada
S=FD'FD (12)
asociado al valor propio estimado A més grande diferente de 1. La matriz E co-

rresponde a la matriz de frecuencias relativas estimadas de término general f;;, es
decir

F={fi} (13)
donde R
kljﬂ'
fij = - (14)
y las matrices de margenes filas ﬁ y columna f.j estan dadas por:
p1 = diag{fi.} (15)
parat=1,2,....,.p1y 75 =1,2,...,p2
p2 = diag{f,} (16)
respectivamente, donde:
P2 7 P17
~ kiw = k.
A R
=k = k

con

b2 D1
ki»ﬂ' = § kijﬂ' k»jﬂ' = E kl]ﬂ'
=1 i=1

De esta forma se tiene en RP? que la métrica M es D;; y la matriz de pesos
N es D;ll; asi, la matriz por diagonalizar es:

= {85} (17)

de término general

L
Rl
1=l

para j,j7 =1,2,...,p2 (18)

De la misma forma, en el espacio de las filas estimadas RP!, se busca maximizar
la cantidad

v'D, ' FD,,' F'D,}'d (19)
con la restriccion R
"D,y =1 (20)
donde v es el vector propio asociado a un valor propio de la siguiente matriz
T _ np-lp/p-1
T=FD, F’Dp1 (21)

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 273-293]



Andlisis de correspondencias a partir de una muestra probabilistica 279

Asi, de acuerdo con Lebart et al. (2000), la métrica M en RP! es ﬁ;ll y la
matriz de pesos N es ﬁp}l. Para la diagonalizacién de la matriz Sa partir de una
muestra probabilistica, definida en (I2)), podemos obtener un estimador de A segtn
la metodologia definida en Sérndal et al. (1992), seccién Bl Entonces, siguiendo a
Sérndal et al. (1992), A se puede escribir como una funcion de totales estimados
de la forma

~

A= f (kllﬂa kl?ﬂ'a . '7k1p27'r7k217r5 k227‘r; . '7k2p271'7 ] kpllﬂ'vkp127ra RS kplpgﬂ)

El estimador anterior se encuentra resolviendo el polinomio caracteristico

‘§ | = (—1)2 (W by A2 1By +30) =0 (22)

donde Eijﬂ es definido en la ecuacion (@) y

~

br - f (Ellak\lQ; e aE1p25E2177€\227 cee 7752;02; e 77€\p1177€\p127 ce. 77€\p1p2) (23)

2.3. Estimacion de la varianza (ACS)

De acuerdo con Sarndal et al. (1992, cap. 5) el 7 estimador propuesto

~

A= f (kllﬂa kl?ﬂ'a . '7k1p27'r7k217r5 k227‘r; H '7k2p271'7 ] kpllﬂ'vkp127ra RS kplpgﬂ)

es un estimador aproximadamente insesgado para .

Esto se puede demostrar a través de la técnica de linealizacién de primer orden
de la serie de Taylor alrededor del punto k;;, parai =1,2,...,p1yj=1,2,...,p2;
procediendo como en Martinez (1998), se tiene por aproximacion de primer orden
de Taylor una aproximacién al estimador h) por un pseudo estimador XO de la
forma

/): = /):0 =+ Z Qg5 (Eijﬂ — kij) (24)
%7
donde
of
Qi) = —=—
81%7,

Como Eijﬂ es el total de un dominio de estudio, entonces

P (S) - TSk o

Q!
les leUu leu
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luego, en vez de ([24)), se tiene que

E (X) =5 (Xo)

=X+ aij(B(kijx) — kij)
i

=X+ ag(kiy — ki)
i

=A

Por tanto, E(X) R E(X)

Nuestro objetivo ahora es obtener una medida de la calidad de la estimacién
de \. Entonces, siguiendo el método de funciones de totales dado en Sérndal et al.
(1992), definimos u; = Z” aijzij1 y @ = w/m donde a;; estd dado en (24)); asi,
la varianza y un estimador de la varianza Horvith-Thompson para funciones de

totales es R
AV ()\) = Z Z Ayt (26)

leul’'eu

Dado que las cantidades u; dependen de valores desconocidos, el estimador de

la aproximacién de la varianza de Horvitz-Thompson AV (X) bajo la técnica es

v (X) =33 Aw ::—j :i (27)

lesl’es

up = E Q5 Zij1
,J

y los coeficientes @;; se obtienen como

donde

~ af
aj; = —— 28
= (28)

2.3.1. El estimador Jackknife

Dada la cantidad de parametros por calcular para estimar la varianza de
Horvitz-Thompson, se estudian los métodos de Jackknife y Bootstrap para la esti-
macién de la varianza, los cuales son usados para este tipo de situaciones dada su
simplicidad de calculo y los supuestos para su aplicacion; por tanto, la estimacion
para la varianza de A, segun el método Jackknife presentado en Wolter (1985), se
define para este estimador como

2
n—1x~ [~ 1 o=~
="y (x S A> (29)
=1

I'=1
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Luego este estimador se conoce como el estimador Jackknife (delete-1) de

Vv (Xn) , donde

~ ~ ~ ~

An—10=f (kll‘ff(nfm ) k12‘ff(n71) AR kpll‘ff(nfm ) kp12‘ff(n71)7 T kmmﬂ'(na)) (30)

—~ Zi 14
Kijrn—1,0) = Z # (31)
res—qy

Es decir, Xn_u es el estimador del valor propio correspondiente, basado en
la muestra de tamano n — 1 que resulta luego de eliminar el individuo [-ésimo
de la muestra, y kjjr(n—1,)) s la estimacién de un dominio eliminando la misma
observacion.

2.3.2. El estimador Bootstrap

Teniendo en cuenta la importancia de utilizar el método de remuestreo Boots-
trap para estimar valores propios, Milan & Whittaker (1995) realizan una aplica-
cion del Bootstrap paramétrico a modelos que incorporan valores singulares, donde
se desarrollan discusiones importantes sobre el efecto de la variacién de muestreo
en las estimaciones.

Para calcular los valores propios mediante el método el remuestreo Bootstrap,
se realizan los siguientes pasos:

1. Dada la muestra de tamano n, calcular X La distribucién de esta muestra
se considera equivalente a la distribucién de la poblacién y A es el estimador
muestral del parametro poblacional A.

2. Generar B muestras Bootstrap de tamano n mediante muestreo con remplazo
de la muestra original, y calcular los correspondientes valores A\*', A\*2 ... \*B
para cada una de las B muestras Bootstrap.

3. Estimar el error estandar del parametro estimado A calculando la desviacién
estandar de las B réplicas Bootstrap.

Asi, obtenemos que el error estandar es

2 (v )

¥ = = 2
o B-1) 0BOOT (32)
donde
B
= 1 .
A= >N (33)
b=1

corresponde al promedio de los valores propios calculados en cada remuestra.
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2.4. Estimacion de las coordenadas factoriales

Siguiendo la metodologia definida en Lebart et al. (2000), para andlisis facto-
rial ponderado, es decir el caso general, podemos obtener los cosenos cuadrados,
inercia, para el analisis de correspondencias a partir de una muestra probabilistica.

Las coordenadas factoriales estimadas, analizando los perfiles fila ?—] en el espacio

de las columnas RP? y los perfiles columna % en el espacio de las filas RP! vendran
J.J

dados respectivamente por:

Yo = D' FD, ', (34)
$o = D) F'D,,' 5, (35)
con términos generales
~ LNy
Vai = Y =gy (36)
j=1 i.J-J
P1 ]/C\ )
Paj =Y = %Vai (37)
i=1 fi.fg

respectivamente. Ahora se presentan las relaciones entre los espacios, fruto de la
estimacion de los vectores propios asociados a los valores propios estimados.

1 ~~
~ 1
Vo = ——FD, ',
Ao
1 ~ ~
~ IN—1~
u, = —FD_"v,
>\a p1

2.4.1. Relaciones de transicion

Las relaciones fundamentales existentes entre los puntos fila y puntos columna
sobre el eje o son llamadas relaciones de transicién, y se calculan asi:

P2 ’\
fui= ——5 L5, (38)
\/;a j=1 fi.
P17 N
Bog = ——=S L85, (39)
\/g i=1 f-j

donde —— es el coeficiente de dilatacion estimado.

VAa
2.4.2. Estimacioén de la inercia, contribuciones y cosenos cuadrados
Siguiendo a Lebart et al. (2000), se presentan a continuacion los estimadores

muestrales de la inercia, las contribuciones a los ejes factoriales y los cosenos
cuadrados estimados en el analisis de correspondencias.
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Inercia. La inercia total estimada para el caso de analisis de correspondencias
simple es

(40)

donde \, es valor propio estimado definido en la seccion 2.3

Contribuciones.

La estimacién de las contribuciones mediante los perfiles fila,
es decir en el espacio RP?, es:

(42)

Cosenos cuadrados. Los cosenos cuadrados estimados para los perfiles fila son:

N - 2

N R (o, gy,

Cos? (i) = = Vo (,\ Lk ]) (43)
& (i,G) K23 (i, Q)

y para los perfiles columna

52 B (o, g,
oy Pai =17, Vo
Cosy, (j) = =+~ = (AQAQ . ) (44)
@ (j,G) k%d? (4, G)

donde en los perfiles fila la distancia de un punto ¢ al centro de gravedad tendra
la siguiente estimacion

p2 i 2 p2 7 N N 2
Pa) =3 = (& _ f.j> . (@ _ ’i—]) (45)
j; fi\fi 2 kg \ ki

Jj=1

mo (7 L2k (ke R
& (j,Q) = T<#—ﬁ.> =) = (Jﬂ’ A> (46)
i=1 J1- f.j kz k_j k
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2.5. Analisis de correspondencia miultiple a partir de una
muestra probabilistica

Extendiendo el anélisis de correspondencias a partir de una muestra probabilis-
tica del espacio U = {1, ..., N} al caso de m variables con py, ..., p,, modalidades
respectivamente, se obtienen las expresiones a este caso méas general a través de
un disefio p(-); luego la matriz S definida en caso simple puede ser extendida al
caso miltiple como:

1 1
S=FDJFD;'=—27'72D'= —BD™! 47
N P m m ( )
donde -~ ~
Z11 . 214 N Z1p
Z = Zl1 N 213 . Zlp
_ZNl .-+ ZNj ZNp_
con

L 1, si el sujeto [ seleccioné la modalidad j
i 0, si el sujeto [ no seleccioné la modalidad j

Entonces z;j =16 23 =0conl =1,2,...,. Ny j=1,2,...,p. La matriz D
es diagonal de orden (p,p) obtenida a partir de la matriz de Burt, B = Z'Z, sin
pérdida de generalidad, definimos p = E;nzl pj. Asi, la matriz de Burt esta dada
por:

N N N

Doim1 FilZil Diq FaZi2 o D ZilZip
N N N

B—27'7 Doimy Fi2Zil Doy Fi2Ziz ctc Dli—y Zi2%ip
N N N

Doim1 FipFil Dy ZipFi2 vt Qi ZipZip

Entonces los elementos de S son de la forma
N

1
8jj' = > iy (48)

mz i
I =1

donde
N

Z.j/ = E Zij/

=1

Asi, s;j;» es una funcién de totales poblacionales de las variables z; y z;; =
zjzj. Entonces el polinomio caracteristico de S de acuerdo con la ecuacion ()
viene dado por

p(A) =[S = AL |= (=1)” (AW’ + byt AP 4+ + by A+ bo) (49)
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donde cada b; en el polinomio caracteristico es funcién de los valores s;;» que a su
vez son funciones de totales poblacionales, asi

br:f(tzl,...,tz_,,...,tzp,...,tzll,...,tz..,,...,tzpp) (50)

J J3

donde

N
=1

N
bayy = Z ZijZig!
i=1
Por tanto se puede asumir que A es también funcién de totales poblacionales
A= f (tzl,...,tzj,,...,tzp,...,tzll,...,tzjj,,...,tzpp) (51)

Asi, t,; puede ser estimado a través de un 7 estimador basado en una muestra
probabilistica s de tamano n, como sigue

—~ Zi Sr
oy = E J
T

€S
y
tejjr = E -
- T
1€8

De esta manera, se puede establecer que un estimador aproximado para A es
de la forma

~

A:f(flf]?fn?f> (52)

23

resultado de resolver el polinomio caracteristico estimado a partir de la muestra s
de la matriz

S=z1"'2,D"=BD"! (53)
dado por
p(A) = ’é’\— XI’ =(-1)? (Xp +/b\p—1/):p_l + .- /b\l/): +30> (54)

donde los b, estan definidos en la ecuacion (B0), la matriz de Burt estimada en la
ecuacion (B3)) es
B=2z'1"'Z2, (55)

la matriz diagonal estimada obtenida a partir de la matriz de Burt, corresponde a
una matriz de orden (p, p), dada por

D = diag{Z/1"'Z,} (56)
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y II es la matriz diagonal de probabilidades de inclusion

II = diag{m1,...,mn} (57)
entonces
Z11 Z12 <o Zlp
Z921 Z99 )
Z, =
Znl  2n2 cee Znp
donde
[—n ZilZil n  2il%i2 n  RilZip)
Diml T sl e el
g i y
n  Ri2%il n  Ri2%42 n  Ri2%ip
I D D S DY
B=27Z,11"'Z, = i i :
Zn ZipZil Zn ZipZi2 Zn ZipZip
i 1=1 T 1=1 T e =1 T

v la matriz diagonal estimada

- 9 -
S0 0
T
2
n %
N : A ! 0 Zi:l _2 0
D = diag {Z,11"'Z, } = U
2
n %
i 0 0 Yo ﬂ_—j

2.6. Estimacion de la varianza (ACM)

El 7 estimador propuesto

~ ~ ~

. -
N A TS S N RS AP

)
)
~—

es un estimador aproximadamente insesgado para .

Esta prueba es analoga como en (27); entonces para el caso multiple

Uy = § QpZri
r

donde
N of
Ar = —<
ot

Nuevamente las formas explicitas para u; son muy complicadas de calcular en
la préctica; ende tanto se hace necesario establecer un estimador para la varianza
del 7 estimador A, a través del método Jackknife o Bootstrap, como sigue.
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2.6.1. El estimador Jackknife

La expresion del estimador para la varianza es como en (29)), donde

An—1i=f (%\zl(nfl,i)u . 7%\217(77,71,1')7 . -?zu(nq,i), e ,tAzjj,(nfu) e @pp(nq,i))

con

o~ Zl ;
tszr(n—l,i) = Z = (58)

T
leS—{i}

También es posible utilizar aproximaciones “apropiadas” de v,x que requieran
menos calculos.

Shao & Tu (1995) introducen dos métodos computacionales para desarrollar
el Jackknife delete-1 en la estimacién de varianza, el método de agrupamiento
y el método de submuestreo aleatorio; sin embargo en este trabajo se compara
Jackknife con Bootstrap, mostrando que el remuestreo Bootstrap resulta ser mas
eficiente.

2.6.2. El estimador Bootstrap
El estimador de la varianza es similar como en la ecuacion (32), donde se define

la desviaciéon Bootstrap; el procedimiento para la estimacién es analogo.

2.7. Estimacion de los elementos de base en el andlisis de
correspondencias miltiples

Construcciéon de las nubes. Suponga el conjunto de las coordenadas fila una
nube de N puntos en el espacio de las p columnas. Cada punto ¢ tiene por coor-

o
denadasen RP { 225 = 1,2, ... p ¢ y cada punto j tiene por coordenadas en R
Zi.
{@;i_ 1,2,...,N}
Z.5

Seleccion de distancias. En RV la distancia estimada y? entre modalidades
es

d%'wziﬁ(ﬁ—@f (59)

P Z.j Z.j/

y en RP la distancia estimada entre dos individuos es

1< N
P0,i) = — 0 =z — )’ (60)

conzj =tz =3 s 25 y N = Z?:l dies %ﬂ

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 273-293]



288 Javier Ramirez & Guillermo Martinez

2.7.1. Coordenadas factoriales estimadas

Retomando los resultados del analisis de correspondencias se tiene

~ 1 - »
F = —=—7Z de término general f;; = i—]
Nm Np
~ 1 ~ ~ Z
D, = —D de término general [ = §;; —~
b Nm & L ’ Nm
~ 1 L. ~ 0y
Dy = —=Iy de término general f; = —=
N N

donde Iy es la matriz identidad de orden (]V, N) y 0;; =1sli =7y cero sino.

Para encontrar los ejes factoriales u, se diagonaliza la matriz

~ 1 ~ s~~~
St=—D'BD'B

m
donde D es la matriz diagonal de orden (p,p) de la matriz B=177%.
En RP, la ecuacién del a-ésimo eje factorial estimado es
1., -1 -1 NI
—Z, 117" Z, D" U, = A\ U, (61)
m
la ecuacion del a-ésimo factor estimado es

1 ~ ~
ED_lzgn_lzn(ﬁa = )\a(ﬁa (62)

del mismo modo se escribe el a-ésimo factor estimado en RN como
1
m

[znn—lﬁ—lz;} Do = Ata (63)

Las coordenadas factoriales estimadas de un individuo i sobre el eje « estan
dadas por

{[J\ai = - = = Pai (64)

— =Y 0 (65)

Pai = —=
VAo i€I0)

donde p(i) designa al conjunto de modalidades seleccionadas por el individuo ¢,
y por otra parte I(j) designa al conjunto de los individuos que seleccionaron la
modalidad j en la muestra.

2.7.2. Relaciones de transicion

Los factores estimados ¢, y ;Za de norma Xa representan las coordenadas
estimadas de los puntos fila y los puntos columna sobre el eje factorial «; luego las
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relaciones de transicién vienen dadas por:

1 - ~
Po = ——=D"Z/ T 14, (66)
\ Aa
' 1
~ N
1/’& = — [ZnH 1} Pa (67)
ma/ Aa
respectivamente.

2.7.3. Estimacion de la inercia, contribuciones y cosenos cuadrados

Por otra parte, la estimacion de los elementos de base en el analisis, como la
inercia, las contribuciones y los cosenos cuadrados, se presenta a continuacion:

Inercia. Para el caso del anélisis de correspondencias multiple, la inercia I (j)
de una modalidad j se puede estimar a través de la expresion:

= . 1 Dics ok
I =—|1-—"
() m( = ) (68)
donde
N Pq Zij
Foy Yy
jq=14i€S

Con z;;, variable dic6toma, asi, es igual a uno, si el individuo i respondié la
modalidad j de la pregunta ¢, y cero en otra modalidad de la misma pregunta. La
inercia I (q) de una pregunta g esta dada por:

Entonces la inercia total estimada es:

1=Y"1(q)

Contribuciones. Las contribuciones estimadas en el anélisis de corresponden-
cias para los puntos fila (RP) y columna (R™), respectivamente, son:

Cra (i) = 225y G, (j) = 3% (69)
Tal\l) = =< o = ==
o ! D= N
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Cosenos cuadrados. Los cosenos cuadrados para los puntos fila (RP) y columna
(R™) son:

~,

2 -2
Cos? (i) = =—2— Cos? (j) = =—2— 70
)= g v 0ot ) = 5o (70)

respectivamente, donde en los puntos fila la distancia de un punto ¢ al centro de
gravedad tendra la siguiente estimacion:

~ 2 ~
1 i~ N

20,6 = = Q—f.j =— -1 (71)
j=1 7 f’L ZJ

3. Ejemplo de aplicacién

Esta aplicacion se refiere a las condiciones de vida de una poblacién que se
encuentra descrita por 150 UPM (unidades primarias de muestreo), las cuales se
emplean para realizar un estudio por muestreo probabilistico a través de una mues-
tra correspondiente al 30 % de las UPM, seleccionada bajo un disefio de muestreo
bietapico con MAS en la primera etapa y MAS en la segunda etapa. En la siguiente
tabla figuran las etiquetas de las modalidades de las cuatro preguntas:

TABLA 1: Descripcion de variables.

1d Preguntas Modalidades
1  Se siente bien en el hogar FAOQL. “Si” FA02. “No”
Los gastos de vivienda son DLO1. “Despreciable” DLO02. “Sin problema”

DLO03. “Gran carga” DLO04. “Carga muy pesada”
3 Ha sufrido de dolor de espalda  MAO1. “Si” MAOQ02. “No”
4 Se impone restricciones REO1. ‘Si” RE02. “No”

El objetivo de este ejemplo es comparar los resultados de aplicar un anélisis de
correspondencias multiple a la poblacién descrita anteriormente y a una muestra
aleatoria seleccionada de dicha poblacion a través de un diseno de MAS-MAS.
Se verifica luego que hay seis valores propios poblacionales y estimados no nulos
(6 =10 — 4 = p — m) que se muestran a continuacion:

TaBLA 2: Comparacién de valores propios poblacionales y estimados.

Valores poblacionales Valores estimados Jackknife

No V.P. % Ine. % Acum. V.P. % Ine. % Acum. ECM;k cve

1 0,11531 29,04 29,04 | 0,11927 30,14 30,14  0,0000417  0,0442
2 009634 24,26 53,31 | 0,08805 22,47 52,61  0,0001527  0,1028
3 0,06356 16,01 69,31 | 0,06331 16,00 68,61  0,0000071  0,0409
4 0,05298 13,34 82,66 | 0,05327 13,46 82,07 0,0000351 0,1114
5  0,04353 10,96 93,62 | 0,04402 11,12 93,19 0,0000142  0,0850
6 0,02532 6,38 100 | 0,02694 6,81 100  0,0000076  0,0869

En la tabla 2] notamos que el primer plano factorial poblacional, conformado
por los dos primeros valores propios diferentes de cero, proporcionan un porcentaje
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de inercia del 53,31 %, mientras que el primer plano factorial estimado presenta
un porcentaje de variacion del 52,61 % y coeficiente de variacion del 10 %, lo cual
es un buen indicio de estimacion; ademas se puede observar la precision en las
estimaciones de manera puntual a cada uno de los valores propios, y finalmente es
de resaltar la calidad de las estimaciones, a través de los coeficientes de variacion,
ya que resultan bastante efectivos.

TABLA 3: Comparacion de valores propios poblacionales y estimados.

Valores poblacionales Valores estimados Bootstrap

No V.P. % Ine. % Acum. V.P. % Ine. % Acum. ECMpoor cve

1 0,11531 29,04 29,04 | 0,11666 29,25 20,25  0,0000158  0,0442
2 009634 24,26 53,31 | 0,10082 25,27 54,52 0,0000421  0,1028
3 0,06356 16,01 69,31 | 0,06351 15,92 70,44  0,0000090  0,0409
4 0,05298 13,34 82,66 | 0,04982 12,49 82,93 0,0000480 0,1114
5 0,04353 10,96 93,62 | 0,04307 10,80 93,73  0,0000132  0,0850
6 0,02532 6,38 100 | 0,02501 6,27 100  0,0000061  0,0869

Se aprecia en la tabla [ que utilizando el método Bootstrap, las estimaciones
resultan ser un poco mas eficientes que mediante el método Jackknife teniendo en
cuenta la simulacién realizada, en particular para los valores propios méas grandes
basandose en el error cuadratico medio y demas estimaciones. Cabe destacar que
se realizaron 2000 simulaciones con B = 500 remuestras Bootstrap; estos valores
se consideraron teniendo en cuenta que no se presentaron cambios significativos
para un ndmero mayor de simulaciones en las estimaciones.

Las estimaciones de los elementos de base en el analisis de correspondencias se
presentan en el anexo.

4. Métodos computacionales

Una vez seleccionada la muestra probabilistica de la poblacién de interés, y de-
terminados los factores de expansion a partir del diseno de muestreo seleccionado,
es posible aplicar algunas rutinas de programas estadisticos como SAS, SPAD o
XLSTAT para estimar los elementos de base del analisis de correspondencias. Esto
se logra incluyendo la variable “Peso” en el andlisis correspondiente (en nuestro
contexto, a los factores de expansion del disefio). Mas explicitamente: mediante
SAS, consiste en cargar el paquete PROC CORRESP con la opcion Weigth p, donde
p es la columna que contiene los factores de expansién del anélisis por muestreo
probabilistico. Mediante SPAD, consiste en establecer una columna en la base de
datos de la muestra como los factores de expansion, la cual se colocara como “pon-
deracion” en los pardmetros del software. Mediante XLSTAT, consiste en insertar
la matriz de Burt, Disyuntiva Completa, o Individuos Variable, en la opcién que
especifica la matriz con la cual se realizaré el andlisis, en nuestro caso la matriz
de Burt, y después en la opcién Peso se insertan los factores de expansion.

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 273-293



292 Javier Ramirez & Guillermo Martinez
5. Conclusiones

e Dado que los valores propios por estimar se pueden escribir como funciones
de las variables observadas en la muestra, como totales, razones y dominios
poblacionales, es posible determinar medidas de calidad para las estimacio-
nes. La varianza de estos estimadores se puede obtener a través de técnicas
de aproximaciéon de varianza, como es el caso de la técnica de linealizacion
de primer orden de Taylor, y su estimacién se puede realizar mediante méto-
dos robustos como el Jackknife y Bootstrap, siendo este ultimo maés eficiente
teniendo en cuenta la simulacién realizada.

e Los disenos de muestreo probabilistico pueden ser utilizados para estimar
los elementos de base en el andlisis de correspondencias dando resultados
confiables.

e Es posible utilizar disenios de muestreo mas complejos, a través del muestreo
en dos fases, utilizando como estimador de la varianza el estimador Jackknife,
presentado por Pacheco & Martinez (2007).
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Apéndice A. Tablas

TaBLA 4: Comparacion de las coordenadas poblacionales y estimadas.

Modalidad Coordenadas poblacionales Coordenadas estimadas
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
FAOL  —0,05 0,25 006 —0,15 —0,16 0,12 0,25 0,05 —0,11 —0,21
FA02 0,11 -0,54 -0,12 0,33 0,36 —0,22 —0,48 —-0,09 0,21 0,40
DLO1  —0,60 0,81 025 1,15 —0,07 —0,03 1,04 003 1,18 0,09
DL02  —0,30 —0,23 —0,06 —0,21 0,09 —0,37 —0,03 —0,04 —0,21 —0,02
DL03 0,62 0,19 -0,36 0,06 —0,20 0,65 —0,24 —0,42 0,05 —0,07
DL04 0,66 —0,11 1,71 —0,14 023 0,550 —0,21 1,53 —0,05 0,25

MAO1 0,05 0,40 —0,07 —0,10 0,32 026 0,33 —0,08 —0,20 0,32
MAO2  —0,04 —0,37 0,07 0,09 —0,29 —0,21 —0,26 0,07 0,16 —0,26
REO1 0,40 —0,02 001 0,02 001 033 —0,13 0,01 0,03 —0,04
RE02  —0,60 0,03 —0,01 —0,04 —0,02 —0,59 0,24 —0,02 —0,06 0,07

TaBLA 5: Comparacion de los cosenos cuadrados poblacionales y estimados.

Modalidad Coordenadas poblacionales Coordenadas estimadas
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
FAO1 0,02 052 0,03 0,19 023 0,10 0,47 0,02 009 0,33
FA02 0,02 0,52 003 0,19 0,23 0,10 047 0,02 0,09 0,33
DLO1 0,14 027 002 0,554 001 001 043 0,01 056 0,01
DL02 0,41 023 002 0,20 004 064 001 0,01 021 0,01
DL03 0,57 0,06 0,19 0,05 0,06 0,54 0,07 0,23 0,01 0,01
DLO4 0,12 001 0,83 0,05 002 009 002 084 001 0,02

MAO1 0,01 057 002 004 040 020 033 002 0,13 0,31
MA02 0,01 057 002 004 037 020 033 002 0,13 0,31
REO01 0,82 001 00l 00l 00l 068 011 001 001 0,01
RE02 0,82 001 001 00l 00l 068 0111 001 001 0,01
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