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РЕШЕНИЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

ЧЕРЕЗ ФУНКЦИОНАЛЫ ЛЯПУНОВА

М. М. Лаврентьев (мл.)

Аннотация: Предлагается новый подход к определению понятия решения линей-
ных и нелинейных параболических уравнений. Основная идея состоит в изучении
связей между решениями динамических задач, представленных в вариационной
форме

ρ(x, u, ux)ut =
d
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∂�(x, u, ux)
∂ux

−
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,
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и свойствами соответствующих функционалов Ляпунова:

J [u](t) =
1∫

0

�(x, u(x, t), ux(x, t)) dx,

которые строго убывают вдоль траекторий вышеуказанных динамических уравне-
ний, за исключением точек равновесия:

dJ

dt
= −

1∫

0

ρ(x, u, ux)u2
t dx, ρ > 0.

На основе построенных Т. И. Зеленяком семейств функционалов Ляпунова оказа-
лось возможным предложить новый подход к определению решений как линейных,
так и нелинейных параболических задач. Все результаты приводятся для случая
гладких решений. Отметим, что функционалы Ляпунова могут быть использованы
при изучении решений с неограниченными градиентами.
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Введение

Для автономного параболического уравнения с одной пространственной пе-
ременной в прямоугольнике (x, t) ∈ QT = [0, 1] × [0, T ] рассмотрим следующую
начально-краевую задачу:

ut = a(x, u, ux)uxx + b(x, u, ux), a ≥ a0 > 0; (0.1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = u0(x), (0.2)
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где все функции a, b и u0 считаются достаточно гладкими (для определенности
будем считать их из пространства C3 по всем аргументам) и, кроме того, на-
чальные данные удовлетворяют условиям согласования с краевыми условиями
достаточно высокого порядка (см. [1]).

Теоремы существования классических решений уравнения (0.1) с различ-
ными краевыми условиями доказаны в 1960-е гг. (см., например, [1–3]). Эти
теоремы содержат два типа условий на структуру нелинейности уравнения, т. е.
на функции a, b.

Условия первого типа позволяют доказать, что само решение остается огра-
ниченным в равномерной норме

sup
x,t

|u(x, t)| < M (0.3)

(как, например, принцип максимума, теоремы сравнения, энергетические оцен-
ки и др.). Условия второго типа позволяют установить оценку первой произ-
водной

sup
x,t

|ux(x, t)| < M1 (0.4)

в предположении, что оценка (0.3) уже известна. Как отмечалось в [2, 3], при
известных оценках (0.3) и (0.4) (напомним, что все коэффициенты считаются
достаточно гладкими) теоремы существования классических решений краевых
задач для вышеупомянутых квазилинейных уравнений вида (0.1) могут быть
доказаны без дополнительных ограничений на нелинейные слагаемые.

Условия второго типа, позволяющие установить оценку (0.4), формулиру-
ются в терминах ограничений на порядок роста отношения b/a(x, u, ux) по пе-
ременной ux. Они имеют следующий вид:∣∣∣∣ b(x, u, ux)a(x, u, ux)

∣∣∣∣ ≤ K ϕ(|ux|), где
∞∫
0

τ dτ

ϕ(τ)
= ∞, (0.5)

для x ∈ [0, 1], u ∈ [−M,M ] (см., например, [3–7]). Грубо говоря, функция
ϕ(s) должна иметь не более чем квадратичный рост, т. е. ϕ(s) ≤ 1 + s2, на
бесконечности s → ∞. Допускается также рост порядков ϕ(s) ∼ s2 ln s, ϕ(s) ∼
s2 ln s ln(ln s) и т. д.

Эти ограничения вида (0.5) были известны в вариационном исчислении
и теории обыкновенных дифференциальных уравнений еще в начале века [8–
10]. Как было доказано, условия на рост вида (0.5) позволяют, в частности,
продолжить всякое ограниченное решение задачи Коши

y′′ = − b(x, y, y
′)

a(x, y, y′)
, y(x0) = y0, y′(x0) = y1 (0.6)

на полный интервал изменения переменной x для произвольных данных x0, y0
и y1 (см., например, [10–12]).

Такая разрешимость в целом, т. е. продолжимость решений задачи Ко-
ши (0.6), оказалась достаточным условием существования семейств функциона-
лов Ляпунова на решениях параболической задачи (0.1), (0.2) [6, 12, 13] (точное
определение понятия функционала Ляпунова будет дано ниже). В частности,
семейства функционалов Ляпунова позволяют доказать априорные оценки ре-
шений вида (0.4) (см., например, [6, 14]).
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В случае, когда b/a(x, u, ux) (см. (0.5)) имеет порядок роста по переменной
ux по крайней мере 2+ ε, примеры параболических задач, имеющих ограничен-
ные решения с неограниченной производной, предложены в [1, 15]. В настоя-
щее время такие решения известны как «режимы с обострением производных»
(РОП) (“derivative blowing-up” solutions — в англоязычной литературе) [16]. Од-
нако со времени построения первых примеров [15] указанное явление в течение
ряда лет оставалось неисследованным.

В последние годы решения параболических уравнений, разрушающиеся за
конечное или бесконечное время, т. е. режимы с обострением, стали интенсивно
изучаться [17, 18]. Так, было отмечено, что режимы с обострением являются
важными с точки зрения приложений [17, 18]. Однако большинство публикаций
в этой области посвящено решениям, растущим до бесконечности в равномерной
норме.

Только сравнительно недавно появились новые примеры РОП-решений для
параболических уравнений [16, 19, 20]. Отметим также, что «эффект гипер-
боличности» (по существу, РОП) был изучен для некоторых вырождающихся
уравнений, возникающих в приложениях [21–24].

Качественно разные примеры режимов с обострением производных собра-
ны в [25]. Здесь мы приведем два из них. Как показано в [19], для уравнений
вида

ut = uxx + f(ux)

при некоторых предположениях о поведении функции f(s) на бесконечности
(например, для случая f(s) = es) возрастание длины интервала изменения
x может вызвать возникновение вышеуказанных РОП-решений при краевых
условиях Дирихле, т. е. на интервале «малой» длины существует глобальное по
времени решение, а при «сверхкритической длине» решение, оставаясь ограни-
ченным в норме C, разрушается за конечное время.

В работе [26] показано, что эффект также зависит и от граничных условий.
А именно, для уравнения

ut = uxx − xu3
x

имеют место следующие факты:
(1) для случая граничных условий

u(0, t) = 0, u(1, t) = α при α > π/2

решение, остающееся ограниченным, не может обладать ограниченной произ-
водной;

(2) для случая граничных условий

u(0, t) = 0, ux(1, t)− u(1, t) = 0

классическое решение существует для всех t > 0 при соответствующей глад-
кости начальных данных u0(x). Более того, это решение остается равномерно
ограниченным вместе со своими производными и стремится к нулю при t→∞.

Интересно, что примерно в одно время с РОП-решениями динамических
(параболических) задач начались интенсивные исследования так называемых
«негладких решений» регулярных вариационных задач вида

1∫
0

E(x, u, ux) dx→ min, u(0) = A, u(1) = B,
∂2E

∂u2
x

≥ δ > 0 (0.7)
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(см., например, [27–30] и имеющуюся там библиографию), которые в ряде слу-
чаев определяют стационарные решения параболических уравнений.

В пионерской работе Болла и Майзела [27] был предложен первый пример
регулярной вариационной задачи вида (0.7) с положительным и строго выпук-
лым по градиентной переменной интеграндом E (т. е. с интеграндом «супер-
линейного роста»), обладающей абсолютно непрерывным решением с неограни-
ченной производной. В работе [27] этот интегранд E(x, u, ux) имеет вид

E(x, u, ux) = ru2
x + (u3 − x2)2u14

x . (0.8)

Как было доказано, при выборе краевых условий (0.7) A = 0, B = k и мно-
жителя r =

( 2
3k

)12(1 − k3)(13k3 − 7) (положительная постоянная для каждого
k3 ∈ (7/13, 1)) для k, достаточно близких к 1, точным решением задачи (см.
[27]) является функция u = kx2/3.

В этом примере решение u = kx2/3 является гладким внутри рассматрива-
емого интервала x ∈ (0, 1) и удовлетворяет граничным условиям, т. е. может
рассматриваться как гладкое решение вариационной задачи. Однако в дальней-
шем было показано, что производная решения регулярной вариационной задачи
может обращаться в бесконечность во внутренней точке (и даже на произволь-
ном множестве нулевой меры). Так (см. [28]), решением задачи

1∫
0

(
r(k)u2

x + (u5 − x3)4u32
x

)
dx→ min,

u(α) = kα3/5, u(β) = kβ3/5 (α < 0 < β)

для r(k) = (3k/5)30(1−k5)3(31k5−16) (r > 0 при k5 ∈ (16/31, 1)) и k, достаточно
близких к 1, является функция u = kx3/5. Она не удовлетворяет уравнению
Эйлера — Лагранжа даже в обобщенном смысле классического интегрального
тождества.

Выпишем уравнение Эйлера — Лагранжа для примера (0.7), (0.8) и будем
рассматривать его как правую часть параболического уравнения. Нетрудно
проверить, что это уравнение Эйлера — Лагранжа удовлетворяет ограничению
(0.5) для любой фиксированной пары точек x и u. Однако константаK не может
быть выбрана равномерной, она стремится к бесконечности при приближении
пары (x, u) к точкам кривой u = x2/3. Вместе с тем на самой этой кривой инте-
гранд вырождается вместе с соответствующими производными и ограничение
(0.5) выполнено.

Таким образом, классические теоремы о разрешимости параболических за-
дач [1–3, 5] в таких случаях неприменимы.

Отметим, что известные примеры регулярных задач с негладкими реше-
ниями из вариационного исчисления обладают следующим свойством. Записав
уравнение Эйлера — Лагранжа для них в виде

a(x, u, ux)uxx + b(x, u, ux) = 0, (0.9)

можно увидеть, что функция b удовлетворяет тождеству

b(x, u, 0) ≡ 0. (0.10)

С точки зрения параболических задач тождество (0.9), в частности, озна-
чает выполнение строгого принципа максимума для решения задачи Дирихле



Решение параболических уравнений через функционалы Ляпунова 1089

(sup
x,t

|u(x, t)| ≤ sup
x
|u0(x)| — модуль решения не превосходит максимума моду-

ля начальных данных). В том случае, когда уравнение (0.1) удовлетворяет
условию (0.9), множество начальных данных, порождающих корректную зада-
чу (классическое решение существует для всех t > 0, РОП не появляются),
описано в [31].

Целью данной работы является развитие новых, нестандартных подходов
к изучению негладких РОП для параболических уравнений. Концепция так
называемых «вязких решений» [32], которые могут быть лишь непрерывными,
представляется очень интересной с этой точки зрения.

Здесь мы предлагаем другой подход к введению понятия решения пара-
болического уравнения. Представленные результаты должны рассматривать-
ся как первый шаг в указанном направлении. Основная идея состоит в том,
чтобы использовать семейства функционалов Ляпунова для определения ре-
шений параболических уравнений. Семейства таких функционалов предложе-
ны и построены Т. И. Зеленяком [6, 12, 13] для изучения поведения решений
при большом времени. Фактически были построены вариационные множите-
ли ρ(x, u, ux) для решений параболических уравнений. Это отличные от нуля
функции ρ ≥ δ > 0 такие, что после умножения на них правая часть уравнения
(0.1) превращается в уравнение Эйлера — Лагранжа для соответствующего ин-
тегранда �(x, u, ux). Другими словами, уравнение (0.1) может быть записано в
вариационной форме:

ρ(x, u, ux) · ut =
d

dx

∂�(x, u, ux)
∂ux

− ∂�

∂u
,

∂2�

∂u2
x

≥ δ > 0.

Прямые вычисления показывают, что каждый из этих множителей ρ по-
рождает функционал Ляпунова на решении динамической задачи (0.1), (0.2):

d

dt

1∫
0

�(x, u, ux) dx = −
1∫

0

ρ(x, u, ux)u2
t dx. (0.11)

Идея представляемых результатов состоит в обратном шаге. Предполо-
жим, нам известно, что функция u(x, t) удовлетворяет равенствам (0.10) для
всех интеграндов � (с соответствующим множителем ρ для каждого), которые
порождают одно и то же уравнение Эйлера — Лагранжа (0.8). Как мы докажем,
в ряде случаев это означает, что u(x, t) является решением параболического
уравнения (0.1).

Статья построена следующим образом. В § 1 мы рассматриваем обыч-
ное уравнение теплопроводности, для того чтобы продемонстрировать основ-
ные идеи доказательств. В § 2 описывается идея дискретных функционалов
Ляпунова и вводится используемое в дальнейшем понятие обобщенной выпук-
лости функций. Наконец, в § 3 содержится основной результат — теорема об
альтернативном способе определения решений для нелинейных параболических
уравнений.

1. Решение уравнения теплопроводности

В прямоугольнике (x, t) ∈ QT = (0, 1) × (0, T ] рассмотрим задачу Дирихле
для уравнения теплопроводности:

ut(x, t) = uxx(x, t), (1.1)



1090 М. М. Лаврентьев (мл.)

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = u0(x). (1.2)

Предположим, что начальные данные достаточно гладкие, а именно u0(x) ∈
C3[0, 1], и удовлетворяют условиям согласования u0(0) = u0(1) = 0. Кроме того,
будем считать, что функция u0(x) либо строго выпукла, либо строго вогнута:

u′′0(x) 6= 0, x ∈ (0, 1).

Известно [1], что при сделанных предположениях существует классическое
решение u(x, t) задачи (1.1), (1.2). Всюду в QT это решение соответственное
выпукло или вогнуто по x:

uxx(x, t) 6= 0, (1.3)

и в силу уравнения монотонно по t:

ut(x, t) 6= 0. (1.4)

Определение 1. Будем говорить, что пара функций ρ, �(x, ξ, η) ∈ C2 по-
рождает функционал Ляпунова на решениях задачи (1.1), (1.2), если для вся-
кого ее решения u(x, t) ∈ C2,1(QT ) выполняется следующее тождество:

d

dt

1∫
0

�(x, u, ux) dx = −
1∫

0

ρ(x, u, ux)u2
t dx, (1.5)

причем ρ(x, ξ, η) ≥ 0.

Легко видеть, что для уравнения теплопроводности (1.1) построенная по
любой гладкой функции ρ(η) пара вида

ρ = ρ(η), �(η) =

η∫
0

(η − τ)ρ(η) dτ (1.6)

с ρ ≥ ρ0 > 0 порождает функционал Ляпунова на решениях задачи (1.1), (1.2).
Отметим, что для любой гладкой функции u(x, t) ∈ C2,1(QT ) (не обяза-

тельно являющейся решением уравнения (1.1), но удовлетворяющей краевым
условиям (1.2)) выполняются тождества (см. (1.6))

d

dt

1∫
0

�(ux) dx =
1∫

0

ux∫
0

ρ(η) dηuxt dx = −
1∫

0

ρ(ux)uxxut dx. (1.7)

Вернемся к решениям задачи (1.1), (1.2). Зафиксируем произвольное значение
временно́й переменной t∗ ∈ (0, T ]. В силу «выпуклости» (1.3) для данного t =
t∗ существует гладкое и строго монотонное взаимно однозначное соответствие
ϕ∗(ξ), отображающее значения следа производной ux(x, t∗) на интервал [0, 1] по
следующему правилу:

ϕ∗(ux(x, t∗)) = x. (1.8)

Для каждого x∗ ∈ (0, 1) выберем последовательность функций {ψ∗n(τ)},
сходящуюся к δ-функции, сосредоточенной в точке x = x∗:

ψ∗n(τ) =
n

π1/2 exp{−n2(τ − x∗)2}. (1.9)

Рассмотрим семейство пар ρn, �n (1.6) при

ρn(η) = ψ∗n(ϕ∗(η)), (1.10)
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где множители ρn не являются отделенными от нуля.
По выбору функций ρn (см. (1.10), (1.8), (1.9)) для данного t = t∗ на

решении u(x, t∗) задачи (1.1), (1.2) последовательность {ρn(ux(x, t∗))} сходится
к сосредоточенной в точке x = x∗ δ-функции:

ρn(ux(x, t∗)) → δ(x∗) при n→∞. (1.11)

Если нам известно, что для всех пар функций (1.6) выполнено тождество
(1.5), то согласно (1.7) для произвольной функции ρ мы получаем тождество

1∫
0

ρ(ux)uxxut dx =
1∫

0

ρ(ux)u2
t dx.

Полагая здесь ρ = ρn (см. (1.10)), для каждого t ∈ (0, T ] имеем
1∫

0

ρn(ux)uxxut dx =
1∫

0

ρn(ux)u2
t dx. (1.12)

Рассмотрим последовательность тождеств (1.12) для t = t∗ и перейдем к
пределу при n→∞. В силу (1.11) будем иметь

uxx(x∗, t∗)ut(x∗, t∗) = u2
t (x

∗, t∗).

Отсюда и из свойства монотонности (1.4) можно заключить, что

ut(x∗, t∗) = uxx(x∗, t∗). (1.13)

Поскольку точка (x∗, t∗) ∈ (0, 1) × (0, T ] была выбрана произвольно, это
значит, что уравнение (1.1) выполняется всюду в QT .

Следовательно, доказана

Теорема 1.1. Предположим, что гладкая функция u(x, t) ∈ C2,1(QT ) стро-
го выпукла (или строго вогнута) по переменной x для всех t ∈ (0, T ] (см. (1.3)),
строго монотонна по переменной t для всех x ∈ (0, 1) (см. (1.4)) и удовлетворяет
краевым условиям (1.2). Кроме того, предположим, что для всех пар ρ, � вида
(1.6) выполняются тождества (1.5).

Тогда функция u(x, t) является решением уравнения (1.1) для (x, t) ∈ (0, 1)
× (0, T ].

Замечание 1.1. В условиях теоремы 1.1 функция u(x, t) — решение зада-
чи (1.1), (1.2) с начальными данными u0(x) = u(x, 0).

2. Вспомогательные построения

В прямоугольнике (x, t) ∈ QT рассмотрим следующую задачу для автоном-
ного квазилинейного параболического уравнения:

ut = a(x, u, ux)uxx + b(x, u, ux), (x, t) ∈ QT , (2.1)

αiux(i, t) + ϕi(u(i, t)) = 0, i = 0, 1, t > 0, (2.2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1). (2.3)

Предположим, что все «нелинейности» являются достаточно гладкими, а
именно a, b, ϕi ∈ C3, функция a отделена от нуля:

a(x, ξ, η) ≥ δ > 0, (x, ξ, η) ∈ [0, 1]× R2,
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граничные условия невырожденны:

α2
i + ϕ′2i (ξ) ≥ δ > 0, ξ ∈ R,

и начальные данные принадлежат множеству

u0(x) ∈ E = {u0(x) ∈ C2[0, 1], αiu′0(i) + ϕi(u0(i)) = 0, i = 0, 1}

(предположения о гладкости и условия согласования).
Отметим, что при сделанных предположениях существует классическое ре-

шение задачи (2.1)–(2.3) (см., например, [1–3, 5]) по крайней мере для достаточ-
но малых t (разрешимость в малом). Всюду в дальнейшем будем предполагать,
что это решение u(x, t) определено и регулярно во всем прямоугольнике QT

(разрешимость в целом).
Нам потребуется следующее
Определение 2.1. Будем говорить, что задача (2.1)–(2.3) удовлетворяет

условию (B), если решение ϕ(x0, x, y0, y1) задачи Коши

y′′ = − b(x, y, y
′)

a(x, y, y′)
, y(x0) = y0, y′(x0) = y1 (2.4)

может быть регулярно продолжено на весь интервал x ∈ [0, 1] изменения пере-
менной x при произвольных данных Коши (x0, y0, y1) ∈ [0, 1]× R2.

При выполнении условия (B) в работах [6, 12, 13] доказано существование
семейств функционалов Ляпунова на решениях квазилинейных параболических
уравнений:

Теорема 2.1. Предположим, что задача (2.1)–(2.3) удовлетворяет условию
(B).

Тогда существует семейство функционалов Ляпунова (1.5) на решениях за-
дачи (2.1)–(2.3) (см. определение 1.1). Эти функционалы Ляпунова могут быть
построены в соответствии со следующими формулами:

�(x, ξ, η) =

η∫
0

(η − τ)ρa(x, ξ, τ) dτ + ηz1(x, ξ) + z2(x, ξ), (2.5)

ρ = �[A,B(x, ξ, η)]F0(x, ξ, η). (2.6)

Здесь
(a) сомножитель F0 в (2.6) имеет вид

F0(x, ξ, η) = exp

−
x∫

x0

F (x0, x, y0, y1) dx


∣∣∣∣∣∣
x0=0
y0=A(x,ξ,η)
y1=B(x,ξ,η)

, (2.7)

(b) функции zi(x, ξ) в (2.6) определяются из соотношений

z2ξ(x, ξ)− z1x(x, ξ) = −ρb(x, ξ, 0), (2.8)

z1(x, ξ) = −x
h1(ξ)∫
0

ρa|x=1 dξ + (x− 1)

h0(ξ)∫
0

ρa|x=0 dξ, (2.9)
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где hi(ξ) = 0 в случае αi = 0 и hi(ξ) = −ϕi(ξ)/αi в случае αi 6= 0;
(c) множитель � в (2.7) может быть выбран как произвольная гладкая по-

ложительная функция двух переменных (наличие этого произвольного множи-
теля и обеспечивает существование целого семейства функционалов Ляпунова);

(d) через A(x, y, y′), B(x, y, y′) в (2.6) обозначены независимые первые ин-
тегралы уравнения (2.4);

(e) интегранд F в (2.6) определяется соотношением

F (x0, x, y0, y1) =
ηaξ + ax − bη

a

∣∣∣∣
ξ=ϕ(x0,x,y0,y1)
η=ϕx(x0,x,y0,y1)

, (2.10)

где через ϕ(x0, x, y0, y1) обозначено решение задачи Коши (2.5).

Как доказано в [6, 12, 13], в качестве вышеуказанных независимых первых
интегралов A, B в (2.6) могут быть выбраны соответственно значения в точке
x = 0 решения ϕ задачи (2.4) и его производной

A(x, ξ, η) = ϕ(x, 0, ξ, η), B(x, ξ, η) =
∂

∂x0
ϕ(x, x0, ξ, η)

∣∣∣∣
x0=0

. (2.11)

Ниже мы будем использовать свойства так называемых дискретных функ-
ционалов Ляпунова (ДФЛ), которые изучались, например, в работах [33–36].
Остановимся подробнее на этом понятии. Зафиксируем произвольное решение
y(x) обыкновенного дифференциального уравнения (2.4) и рассмотрим функ-
цию zy(t), которая отображает временной интервал t ∈ [0, T ] на количество
пересечений решения u(x, t) исходной задачи (2.1)–(2.3) и функции y(x) (пере-
сечения здесь понимаются как перемены знака разности u(x, t)− y(x)).

Для точной формулировки результата рассмотрим линейную параболиче-
скую задачу

vt = d(x, t)vxx + g(x, t)vx + c(x, t)v;
αivx(i, t)− βi(t)v(i, t) = 0, i = 0, 1;

v(x, 0) = v0(x).
(2.12)

Всюду в дальнейшем функция zv(t) будет обозначать число перемен знака
решения v(x, t) задачи (2.12) в момент времени t.

В работах [33–35] содержится следующая

Теорема 2.2. Пусть функции d, dt, dx, dxx, g, gt, gx, c(x, t) непрерывны в
QT , d(x, t) ≥ d0 > 0, βi ∈ C1[0, T ], αi = const (α2

i + β2
i ≥ d0 > 0). Пусть, кроме

того, функция v(x, t) является решением задачи (2.12).
Тогда либо v(x, t) ≡ 0, либо
(1) число zv(t) конечно для всех t > 0, даже если zv(0) = ∞;
(2) число zv(t) не возрастает со временем и, более того, строго убывает при

прохождении t через значение t0 тогда и только тогда, когда функция v(x, t0)
имеет кратный нуль в некоторой точке x ∈ [0, 1] (под кратным нулем мы, как
обычно, понимаем такое значение x0, что v(x0, t) = vx(x0, t) = 0).

Замечание 2.1. Согласно теореме (2.2) функция zv(t) принимает нату-
ральные значения при t > 0 и, кроме того, zv(t) — невозрастающая функция.
Поэтому функция zv(t) получила в литературе название ДФЛ.



1094 М. М. Лаврентьев (мл.)

Для каждого решения y(x) уравнения (2.4) будем рассматривать разность
v(x, t) = u(x, t)−y(x) как решение линейной задачи вида (2.12). Коэффициенты
уравнения могут быть определены следующим образом:

d(x, t) = a(x, y(x), y′(x));

g(x, t) =
b(x, u(x, t), ux(x, t))− b(x, u(x, t), y′(x))

ux(x, t)− y′(x)

+
a(x, u(x, t), ux(x, t))− a(x, u(x, t), y′(x))

ux(x, t)− y′(x)
uxx(x, t),

если ux(x, t) 6= y′(x). В точках, где ux(x, t) = y′(x), коэффициент g определяется
дифференцированием:

g(x, t) =
∂

∂y′
a(x, u(x, t), y′(x))uxx +

∂

∂y′
b(x, u(x, t), y′(x)).

Коэффициент c(x, t) определяется аналогично в зависимости от того, совпадают
или нет значения функций v(x, t) и y(x).

Что касается граничных условий, то эти функции определяются из соотно-
шений

βi(t) =
ϕi(u(i, t))− ϕi(y(i))

u(i, t)− y(i)
,

если u(i, t) 6= y(i), и βi(t) = ϕ′i(u(i, t)), если u(i, t) = y(i).
В наших предположениях решение u(x, t) задачи (2.1)–(2.3) является до-

статочно гладким, а именно u(x, t) ∈ C3+α(QT ). Поэтому указанные выше
коэффициенты d, g и c уравнения (2.12) и их производные dt, dx, dxx, gt, gx
обладают всеми свойствами, требуемыми в теореме 2.2.

Поэтому в силу теоремы 2.2 получаем, что для любого решения y(x) задачи
(2.5) разность v(x, t) = u(x, t)−y(x) либо тождественно равна нулю, либо имеет
конечное число перемен знака для t > 0, которое не возрастает с ростом t.

Для того чтобы прояснить дальнейшие определения, рассмотрим снова про-
стейший случай a = 1, b = 0. Тогда уравнение (2.1) есть не что иное как урав-
нение теплопроводности (1.1). Уравнение (2.4) принимает вид

y′′(x) = 0, (2.13)

и его общее решение представляется линейной функцией y(x) = C1x+ C2. Вы-
пуклость начальных данных u0(x), требуемая в § 1, означает, что их график
пересекает график любого из решений уравнения (2.13) не более чем два ра-
за. Более того, пересечение единственно в случае касания. Таким образом, мы
можем вывести хорошо известное свойство выпуклости решения уравнения теп-
лопроводности при t > 0 при выпуклых начальных данных из свойств ДФЛ,
приведенных в теореме 2.2.

При получении дальнейших результатов не только для уравнения тепло-
проводности (1.1), но и для случая квазилинейного параболического уравнения
(2.1) нам потребуется развить концепцию выпуклости функций. Для этого мы
свяжем понятие выпуклости функций непосредственно со свойствами семей-
ства решений (зависящего от двух вещественных параметров) уравнения (2.4),
которое определяет стационарные решения уравнения (2.1).

Определение 2.2. Будем говорить, что функция f(x), определенная для
x ∈ [0, 1], является выпуклой по отношению к семейству решений уравнения
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(2.4), если ее график может касаться каждого из решений y(x) уравнения (2.4)
не более чем в одной точке при x ∈ [0, 1].

Замечание 2.2. Как уже отмечалось, выпуклые функции являются вы-
пуклыми по отношению к семейству решений уравнения (2.13), которое опре-
деляет стационарные решения уравнения теплопроводности (1.1).

Обратимся вновь к разности v(x, t) = u(x, t) − y(x) между решениями за-
дачи (2.1)–(2.3) и уравнения (2.4). Эта разность является решением задачи
(2.12) с вышеуказанными коэффициентами d(x, t), g(x, t), c(x, t). Сформули-
руем утверждение теоремы 2.2 в терминах решения u(x, t) нелинейной задачи
(2.1)–(2.3).

Следствие 2.1. Если начальные данные u0(x) являются выпуклыми по
отношению к семейству решений уравнения (2.4), то решение u(x, t) задачи
(2.1)–(2.3) сохраняет это свойство для всех фиксированных t ∈ (0, T ].

Нетрудно видеть, что при соответствующей гладкости коэффициентов про-
изводная ut(x, t) решения задачи (2.1)–(2.3) также является решением линейной
задачи вида (2.12). Поэтому из теоремы 2.2 вытекает также

Следствие 2.2. Предположим, что a, b, ϕi ∈ C4, u0(x) ∈ C3([0, 1]), и u(x, t)
является решением задачи (2.1)–(2.3).

Тогда производная ut(x, t)0 либо тождественно нулевая (т. е. функция
u(x, t) ≡ u0(x) является стационарным решением рассматриваемой задачи и ди-
намическая постановка тривиальна), либо имеет лишь конечное число перемен
знака на интервале x ∈ [0, 1] для всех t ∈ (0, T ].

3. Определение понятия решения нелинейного
уравнения через функционалы Ляпунова

Используем приведенные в § 1 и 2 подходы для определения решений нели-
нейного уравнения вида (2.1).

Теорема 3.1. Предположим, что гладкая функция u(x, t) ∈ C2,1(QT ) удо-
влетворяет граничным условиям (2.2) и обладает следующими свойствами:

(1) тождество (1.5) справедливо для всех пар функций ρ, �, построенных в
соответствии с формулами (2.5)–(2.11);

(2) функция u(x, t) является выпуклой по отношению к семейству решений
уравнения (2.4) для всех точек t ∈ (0, T ] (см. определение 2.2);

(3) производная ut(x, t) имеет конечное число нулей на интервале x ∈ [0, 1]
для каждого t ∈ (0, T ].

Тогда u(x, t) является классическим решением задачи (2.1)–(2.3) с началь-
ными данными u0(x) = u(x, 0).

Замечание 3.1. В [12, 13] доказан следующий результат. Если задача
(2.1)–(2.3) удовлетворяет условию (B) (см. определение 1.1), то cуществует
семейство вариационных множителей ρ(x, ξ, η) таких, что после умножения пра-
вой части стационарного уравнения (2.1) на ρ(x, u, ux) мы получаем уравнение
Эйлера — Лагранжа для соответствующего интегранда �. Эти пары ρ, �, оче-
видно, порождают функционалы Ляпунова (1.5).

В дополнительных предположениях (2) и (3) вышеприведенная теорема 3.1
устанавливает обратный результат: если функция u(x, t) удовлетворяет семей-
ству тождеств функционалов Ляпунова (1.5) (с одним и тем же уравнением
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Эйлера — Лагранжа для всех интеграндов �), то u(x, t) — решение динамиче-
ской задачи (2.1)–(2.3).

Замечание 3.2. Рассмотрим условия (2) и (3) теоремы 3.1 с точки зрения
следствий 2.1 и 2.2.

1. Следствие 2.1 показывает, что если начальные данные u0(x) являются
выпуклыми по отношению к семейству решений уравнения (2.4), то условие (2)
теоремы 3.1 необходимо для того, чтобы u(x, t) была решением уравнения (2.1).

2. Следствие 2 означает, что лишь функции, которые удовлетворяют усло-
вию (3) теоремы 3.1, могут быть нетривиальными (т. е. нестационарными) ре-
шениями параболического уравнения с гладкими коэффициентами.

Замечание 3.3. Отметим, что уже по одной паре ρ, �(x, ξ, η), порожда-
ющей функционал Ляпунова (1.5), единственным образом определяется соот-
ветствующее параболическое уравнение вида (2.1) такое, что ФЛ (1.5) убывает
вдоль его решений согласно (1.5). Действительно, как следует из (2.5)–(2.11)
(см. [12]), для каждого интегранда � уравнение Эйлера — Лагранжа имеет вид

ρ(x, u, ux)(a(x, u, ux)uxx + b(x, u, ux)) = 0,

т. е. в уравнении (2.1) имеем

a(x, u, ux) =
1
ρ

∂2�

∂u2
x

, b(x, u, ux) =
1
ρ

(
∂2�

∂u∂ux
ux +

∂2�

∂x∂ux
− ∂�

∂u

)
.

Доказательство теоремы 3.1. Зафиксируем произвольную точку
(x∗, t∗) ∈ (0, 1)× (0, T ], в которой

ut(x∗, t∗) 6= 0. (3.1)

Всюду в дальнейшем функция y∗(x) будет обозначать такое решение урав-
нения (2.4), что его график касается графика функции u(x, t∗) лишь в заданной
точке x∗ ∈ (0, 1). Поскольку функция u(x, t) выпукла по отношению к семей-
ству решений уравнения (2.4), графики u(x, t∗) и y∗(x) пересекаются только в
точке x∗.

В качестве первых интегралов A, B уравнения (2.4), фигурирующих в фор-
мулах (2.5)–(2.11) при построении вариационных множителей {ρ(x, u, ux)}, вы-
берем значения следа решения задачи Коши (2.4) и его производной в точке
x = x∗ (см. (2.11)). Тогда в обозначениях

Au(x, t∗) = A(x, u(x, t∗), ux(x, t∗)), Bu(x, t∗) = B(x, u(x, t∗), ux(x, t∗))

будем иметь
Au(x, t∗) = A∗, Bu(x, t∗) = B∗,

где
A∗ = y∗(x∗) = u(x∗, t∗), B∗ = (y∗)′(x∗) = ux(x∗, t∗).

При этом в силу единственности решения задачи Коши для уравнения (2.4)
справедливо свойство:

(Au(x, t∗), Bu(x, t∗)) 6= (A∗, B∗)

для x 6= x∗.
Теперь для данного (x∗, t∗) ∈ QT построим последовательность вариаци-

онных множителей {ρ∗n(x, u, ux)}, которая сходится к сосредоточенной в точке



Решение параболических уравнений через функционалы Ляпунова 1097

x = x∗ δ-функции переменной x на следе u(x, t∗) решения задачи (2.1)–(2.3).
Для этого рассмотрим на плоскости значений пар интегралов (2.11) последо-
вательность гладких положительных функций �∗n(A,B), которая сходится к
δ-функции плоскости (A,B), сосредоточенной в точке (A∗, B∗), и тождественно
обращается в нуль вне 1/n-окрестности точки (A∗, B∗).

Введем обозначения для следов этих функций, а именно положим

λ∗n(x) = �∗n(Au(x, t∗), Bu(x, t∗)). (3.2)

В силу предполагаемой гладкости для достаточно больших значений n
функции λ∗n(x) отличны от нуля лишь в окрестности точки x∗, размеры ко-
торой убывают с ростом n.

Для упрощения последующих формул введем обозначения (см. (2.6) и
(2.11))

F ∗1 (x) = exp

−
x∫

x0

F (x0, x, y0, y1) dx


∣∣∣∣∣∣
x0=0
y0=Au(x,t∗)
y1=Bu(x,t∗)

.

Положим

sn =
1∫

0

λ∗n(x)F ∗1 (x) dx

и рассмотрим следующую последовательность вариационных множителей вида
(2.6):

ρ∗n(x, u, ux) = s−1
n �∗n(A,B(x, u, ux))F0(x, u, ux), (3.3)

обладающих по построению свойством нормировки
1∫

0

ρ∗n(x, u, ux)|t=t∗ dx = 1.

Согласно свойствам функций �∗n (см. (3.2)), очевидно, будем иметь

lim
n→∞

ρ∗n(x, u, ux)|t=t∗ = δ(x∗). (3.4)

В [12, 13] доказано, что функционалы

J(u) =
1∫

0

�(x, u, ux) dx,

возникающие в левой части (1.5), построенные, как указано в (2.5)–(2.11), удо-
влетворяют тождеству

d

dt

1∫
0

�(x, u, ux) dx = −
1∫

0

ρ(x, u, ux) (auxx + b)ut dx. (3.5)

Объединяя (1.5) и (3.5), получим интегральное тождество
1∫

0

ρ(x, u, ux)(auxx + b− ut)ut dx = 0. (3.6)
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Положим в (3.6) t = t∗, подставим в качестве ρ элементы ρ∗n(x, u, ux) вида
(3.3) и перейдем к пределу при n→∞. В силу (3.4) и (3.1) после вышеуказанной
процедуры получим

ut(x∗, t∗) = (auxx + b)|
x=x∗

t=t∗
,

т. е. уравнение (2.1) выполняется в любой данной точке (x∗, t∗) ∈ QT такой, что
имеет место свойство (3.1).

Согласно условию (3) теоремы 3.1 для данного t∗ ∈ (0, T ] неравенство (3.1)
нарушается не более чем в конечном числе точек xj , j = 1, . . . , N(t∗). В си-
лу предполагаемой гладкости u(x, t) ∈ C2,1, переходя к пределу при x → xj ,
мы легко покажем, что уравнение (2.1) выполняется во всех точках (xj , t∗) и,
следовательно, во всем прямоугольнике QT .

Теорема доказана.
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