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Аннотация: Показано, что среди всех кодов Препараты только код длины 16 ди-
станционно регулярен; аналогичный результат справедлив для кодов, полученных
выкалыванием любой координаты кода Препараты (только код длины 15 является
дистанционно регулярным).
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1. Введение

Пусть En обозначает n-мерное метрическое пространство всех двоичных
векторов длины n с метрикой Хэмминга. Расстояние Хэмминга d(x, y) между
векторами x и y равно числу координат, в которых они различаются. Весом
w(x) произвольного вектора x называется расстояние от него до нулевого век-
тора. Подмножество пространства En мощности M с минимальным расстояни-
ем d между его различными элементами называется двоичным (n,M, d)-кодом.
Элементы кода будем называть кодовыми словами.

Для (n,M, d)-кода с нечетным кодовым расстоянием определяется операция
расширения путем добавления общей проверки на четность: отобразим En в
En+1 по правилу

(x1, . . . , xn) −→

(

x1, . . . , xn,
n∑

i=1

xi

)

,

где сумма рассматривается по модулю 2. Образ исходного кода при этом отоб-
ражении называется расширенным кодом и имеет параметры (n + 1,M, d + 1).
Операция, обратная расширению, называется выкалыванием и заключается в
удалении одной или нескольких координат в каждом кодовом слове. Код, полу-
ченный таким образом из исходного, называется выколотым и, вообще говоря,
существенно зависит от выбора удаленных координат. Подробнее о способах
построения новых кодов из заданных см. книгу [1].

Код называется дистанционно инвариантным, если число кодовых слов на
расстоянии i от кодового слова x не зависит от выбора x, а зависит только от
i. Обобщением приведенного свойства является сильная дистанционная инва-
риантность. В коде с таким свойством число пар кодовых слов x, y таких, что
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d(x, y) = k и d(x, z) = i, d(y, z) = j для любого кодового слова z, зависит только
от чисел i, j, k и не зависит от выбора z. Еще более сильным свойством ко-
да является свойство дистанционной регулярности: для любых кодовых слов
x, y и любых целых чисел i, j число кодовых слов z таких, что d(x, z) = i,
d(y, z) = j, не зависит от выбора векторов x, y и зависит только от d(x, y) и
чисел i, j. Нетрудно видеть, что любой дистанционно регулярный код является
сильно дистанционно инвариантным (а следовательно, и дистанционно инвари-
антным).

Дистанционная регулярность, наряду с дистанционной инвариантностью и
сильной дистанционной инвариантностью, отражает определенные структур-
ные свойства кода, которые тесно связаны с группами автоморфизмов и груп-
пами симметрий кодов, с эквивалентностью и изометричностью кодов. Дистан-
ционно регулярные коды могут быть полезны при исследовании восстановимо-
сти кода по некоторой его части (например, по известным кодовым словам на
сфере или в некоторой грани), а также для изучения и построения кодов с боль-
шими кодовыми расстояниями. Рассмотрение дистанционно регулярных кодов
представляет естественный вопрос в теории кодирования и первоначально ини-
циировано исследованиями важного класса дистанционно регулярных графов
(см. книги [2] и [3]). Следует отметить также тесную связь дистанционно регу-
лярных кодов с метрическими схемами отношений (см. [2], а также [1, гл. 21]).

Исследованию свойства дистанционной регулярности кодов посвящено
небольшое число публикаций. Известно, что дистанционно регулярными яв-
ляются следующие двоичные коды: четно-весовой код произвольной длины;
бесконечный класс кодов Адамара (см. [4]); коды Кердока (см. [2]); расширен-
ный код Голея и коды, полученные из него однократным, двукратным (см. [4]),
а также трехкратным укорочениями (см. работу С. Топаловой [5]); код Голея
и коды, полученные из него выкалыванием одной или двух координат (см. [5]).
Дистанционная регулярность q-значных кодов, q > 2, изучена очень мало. Из-
вестно лишь, что троичный код Голея и укороченный код Голея дистанционно
регулярны (см. [4]).

В [6] установлено, что все двоичные совершенные коды с кодовым рассто-
янием 3 не являются дистанционно регулярными, за исключением кодов Хэм-
минга длин 3 и 7. Аналогично доказывается, что расширенные двоичные совер-
шенные коды с кодовым расстоянием 4, кроме расширенных кодов Хэмминга
длин 4 и 8, не дистанционно регулярны (см. [7]). Заметим, что согласно работам
А. Ю. Васильевой [8] и [9] все двоичные совершенные коды и коды Препараты
являются сильно дистанционно инвариантными. Несколько кодов, полученных
из расширенного кода Голея выкалыванием координат или укорочениями, не яв-
ляются дистанционно регулярными, при этом существуют два неэквивалентных
укороченных кода длины 18, один из которых обладает свойством дистанцион-
ной регулярности, а другой — нет (см. [5]).

В настоящей работе показано, что среди всех кодов Препараты только код
длины 16 дистанционно регулярен; произвольный код, полученный выкалыва-
нием любой координаты кода Препараты длины больше 15, не является ди-
станционно регулярным. Выколотый код Препараты длины 15 дистанционно
регулярен.
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2. Дистанционная регулярность и коды Препараты

Всюду далее без ограничения общности будем рассматривать только при-
веденные коды, т. е. коды, содержащие нулевой вектор. Для доказательства
дистанционной регулярности кода Препараты длины 16 потребуется некоторая
связь группы автоморфизмов и группы симметрий произвольного кода со свой-
ством его дистанционной регулярности.

Группа автоморфизмов Aut(C) двоичного кода C длины n состоит из всех
изометрий пространства En (комбинаций подстановок на n координатах и сдви-
гов на векторы пространства), переводящих код в себя, т. е.

Aut(C) = {(π, v) | π ∈ Sn, v ∈ En, v + π(C) = C},

где Sn — группа подстановок длины n.
Группа симметрий Sym(C) определяется как множество всех подстановок

на n координатах, оставляющих код на месте, т. е.

Sym(C) = {π | π ∈ Sn, π(C) = C}.

Код C называется транзитивным, если его группа автоморфизмов дей-
ствует транзитивно на множестве слов кода C. Два кода длины n эквивалент-
ны, если существует изометрия пространства En, переводящая один код в дру-
гой.

Лемма 1. Пусть группа симметрий Sym(C) транзитивного кода C дей-
ствует транзитивно на каждом множестве кодовых слов фиксированного веса.
Тогда код C дистанционно регулярен.

Доказательство. Зафиксируем числа i, j, k из множества {0, 1, 2, . . . , n}.
Рассмотрим пару кодовых слов x, y, расстояние между которыми равно k. По-
кажем, что число кодовых слов z таких, что d(x, z) = i, d(y, z) = j, не зависит
от выбора x и y. В силу транзитивности кода можно без ограничения общно-
сти выбрать в качестве x нулевой вектор. Поскольку группа Sym(C) действует
транзитивно на множестве кодовых слов веса k и каждая подстановка на n ко-
ординатах является изометрией, то число кодовых слов z веса i, находящихся
на расстоянии j от некоторого кодового слова y веса k, не зависит от выбора
y. �

Кодом Препараты называется произвольный максимальный двоичный код
P длины n = 2m для четного m ≥ 4 с кодовым расстоянием 6. Мощность такого
кода равна 2n/n2. Первую конструкцию таких кодов для каждой допустимой
длины n предложил Препарата в 1968 г. (см. [10]). Используя специальные ав-
томорфизмы поля Галуа GF (n/2), И. И. Думер [11] и позднее Бакер, Ван Линт
и Вилсон [12] построили серию попарно неэквивалентных кодов Препараты для
каждой допустимой длины n. Коды Препараты выделяются рядом своих за-
мечательных свойств. Н. В. Семаковым, В. А. Зиновьевым, Г. В. Зайцевым
[13] показано, что после выкалывания любой координаты каждый такой код
становится равномерно упакованным (в узком смысле) в пространстве En−1,
единственным образом достраивается до совершенного кода с кодовым рассто-
янием 3 (см. [14]) и является, в некотором смысле, плотно упакованным в нем
(см. [14], а также [15]). Напомним, что двоичным совершенным кодом с ко-
довым расстоянием 3 называется такой код, для которого шары радиуса 1 с
центрами в кодовых словах образуют разбиение всего пространства.
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В литературе кодом Препараты иногда называют максимальный двоичный
код длины n− 1 с кодовым расстоянием 5. Очевидно, что каждый такой код P ′

получается выкалыванием одной координаты некоторого кода P . Заметим, что
операция расширения кода с помощью добавления проверки на четность, вооб-
ще говоря, не является взаимно обратной для операции выкалывания. Однако
в случае совершенных кодов и кодов Препараты эти операции всегда взаим-
но обратны, что несложно следует из [13]. Таким образом, приведенные выше
определения кода Препараты с кодовым расстоянием 6 эквивалентны.

Код Препараты с параметрами (16, 256, 6), именуемый кодом Нордстро-
ма — Робинсона, единствен с точностью до эквивалентности (см. [1, гл. 2]).
Хорошо известно (см. [16]), что (16, 256, 6)-код является Z4-линейным и, сле-
довательно, транзитивным. В работе [17] установлено, что каждое множество
кодовых слов одного веса кода Нордстрома — Робинсона составляет одну ор-
биту под действием его группы симметрий. Следовательно, в силу леммы 1
справедливо

Утверждение 1. Код Препараты длины 16 дистанционно регулярен.
Замечание. Дистанционная регулярность расширенного двоичного совер-

шенного кода длины 8 может быть показана с помощью леммы 1, поскольку
означенный код удовлетворяет условиям этой леммы (см. также [6]).

Для доказательства того, что произвольный код Препараты длины n > 16
не является дистанционно регулярным, будет проведен анализ весового спектра
кода (определение см. ниже), а точнее будет показано, что достаточно исследо-
вать кодовые слова веса не более 8. Приведем необходимые обозначения и две
леммы.

Пусть Ai обозначает число кодовых слов веса i кода Препараты длины n.
Набор чисел {A0, A1, . . . , An} называется весовым спектром кода. Поскольку
код Препараты имеет кодовое расстояние 6 и содержит нулевой вектор, спра-
ведливы равенства

A0 = 1, A2 = 0, A4 = 0. (1)
Согласно работе [13, теорема 5] для весового спектра произвольного кода Пре-
параты при нечетных k, таких что 3 ≤ k ≤ n− 3, справедливо соотношение

bkAk+3 + ckAk+1 + cn−kAk−1 + bn−kAk−3 = 2(n− 1)
(
n
k

)
,

где b` = (` + 1)(` + 2)(` + 3), c` = (` + 1)(3`(n − ` − 1) + 2(n − 1)). Здесь
(
n
k

)

обозначает число сочетаний без повторений из n элементов по k. Используя это
соотношение при k, равном трем и пяти, а также равенства (1), можно получить
значения

A6 =
n(n− 1)(n− 2)(n− 4)

360
, (2)

A8 =
n(n− 1)(n− 2)(n− 4)(n2 − 21n + 95)

8 · 7 · 360
. (3)

В работе [13, см. следствие теоремы 7] установлено, что множество кодовых
слов веса 6 кода Препараты длины n образует 3 − (n, 6, (n − 4)/3)-схему, т. е.
для любых трех различных координат a, b, c существуют в точности (n − 4)/3
слов веса 6 кода Препараты с единицами в этих координатах. Для краткости
тройку координат будем обозначать через (a, b, c) и говорить, что она входит в
(n− 4)/3 кодовых слов веса 6.



412 Ф. И. Соловьева, Н. Н. Токарева

Лемма 2. Пусть некоторое кодовое слово веса 6 произвольного кода Пре-
параты длины n имеет ненулевые координаты p, q, a, b, c, e. Тогда число кодовых
слов веса 6 с единицами в координатах p, q и нулями в координатах a, b, c, e равно

n2 − 22n + 108
12

.

Доказательство. Докажем сначала, что число кодовых слов веса 6, име-
ющих ненулевыми две фиксированные координаты p и q, равно (n−2)(n−4)/12.
Действительно, число различных троек из n чисел, содержащих p и q, равно
n−2. Каждая такая тройка входит в точности в (n−4)/3 кодовых слова веса 6.
Число всех вхождений таких троек в кодовые слова веса 6 равно (n−2)(n−4)/3.
Учитывая то, что в каждое кодовое слово веса 6 с ненулевыми координатами
p и q входит ровно 4 различные тройки, содержащие p и q, получаем искомое
число кодовых слов.

Определим теперь число кодовых слов веса 6, имеющих единицы в коорди-
натах p, q и нули в координатах a, b, c, e. Используем то, что каждая из троек
(p, q, a), (p, q, b), (p, q, c), (p, q, e) входит ровно в (n− 4)/3 кодовых слов веса 6 c
единицами в координатах p и q. При этом существует только одно кодовое сло-
во веса 6, в которое входит более одной (в точности все четыре) из этих троек.
Поэтому искомое число кодовых слов веса 6, имеющих единицы в координатах
p, q и нули в координатах a, b, c, e, равно

(n− 2)(n− 4)
12

−
(

4 · (n− 7)
3

+ 1
)

=
n2 − 22n + 108

12
. �

Следуя работе [6], обозначим через Skij(C) число упорядоченных пар (x, y)
кодовых слов кода C длины n таких, что w(x) = i, w(y) = j и d(x, y) = k. Далее
для краткости будем использовать запись Skij .

Лемма 3. Для произвольного кода Препараты длины n справедливо

S6
68 =

n(n− 1)(n− 2)(n− 4)(n2 − 22n + 108)
8 · 36

.

Доказательство. Пусть фиксировано некоторое кодовое слово x веса 6.
Найдем сперва число кодовых слов y веса 6 таких, что d(x, y) = 8. Каждое
такое слово y имеет со словом x в точности две общие ненулевые координаты.
Пару координат p, q из шести ненулевых координат слова x можно выбрать(

6
2

)
способами. Тогда из леммы 2 следует, что искомое число кодовых слов y

(обозначим его через γ) равно
(

6
2

)
· n

2 − 22n + 108
12

=
5 · (n2 − 22n + 108)

4
.

Заметим, что число γ не зависит от выбора кода и кодового слова x веса 6.
Отсюда несложно следует, что γ равно числу кодовых слов z веса 8 таких, что
d(x, z) = 6. Умножая число γ на A6 и используя выражение (2), получаем
требуемое выражение для S6

68. �

Теорема 1. Произвольный код Препараты длины n = 2m, m четно, не
является дистанционно регулярным при n ≥ 64.

Доказательство. Предположим, что код Препараты дистанционно регу-
лярен. Из определения дистанционной регулярности кода следует, что все числа
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Skij/Ai и Skij/Aj целые. Покажем, что число δ, равное S6
68/A8, является целым

только при n = 16. Используя лемму 3 и подставляя выражение (3) для A8,
получаем

δ = 70 · n
2 − 22n + 108
n2 − 21n + 95

. (4)

При n = 16 согласно лемме 1 код Препараты дистанционно регулярен. При
n = 64 получаем несократимую дробь δ = 65240/(13 · 73). Пусть далее n ≥
256. Заметим, что при всех n ≥ 16 дробь в равенстве (4) меньше единицы и,
следовательно, для таких n выполняется

0 < δ < 70. (5)

После преобразования равенства (4) приходим к однородному уравнению от n,
в котором свободный член равен (70 ·108−95δ). Очевидно, что он должен быть
кратен n. Поэтому для некоторого целого числа r имеем

70 · 108− 95δ = nr. (6)

Сокращая равенство (6) на 8 и используя тот факт, что n = 2m, n ≥ 256,
приходим к равенству вида

35 · 27− 95δ
8

= 32`, (7)

где ` — целое число. Поскольку первое слагаемое нечетно, второе также должно
быть нечетным, отсюда следует, что δ равно 8(2t + 1) для некоторого целого
числа t. Подставляя это выражение в (7), получаем, что

(85− 19t) кратно 16. (8)

В силу неравенства (5) возможными значениями t являются 0, 1, 2 и 3. Ни при
одном из них условие (8) не выполняется. Таким образом, при n ≥ 64 код
Препараты не является дистанционно регулярным. �

3. Выколотые коды Препараты

Группа симметрий кода t-транзитивна, если для любых двух t-элементных
подмножеств координат найдется автоморфизм (подстановка), переводящая од-
но подмножество координат в другое.

Лемма 4. Пусть группа Sym(C) транзитивного приведенного кода C дли-
ны n является 1-транзитивной. Тогда код C ′, полученный выкалыванием про-
извольной координаты кода C, транзитивен.

Доказательство. Пусть код C ′ получен из кода C выкалыванием коорди-
наты с номером a. Удобно считать, что для C ′ сохраняется прежняя нумерация
координат, за исключением координаты a. Приведем эквивалентное определе-
ние транзитивного приведенного кода. Код C транзитивен тогда и только тогда,
когда для каждого кодового слова x найдется перестановка π ∈ Sn такая, что
x + π(C) = C. Пусть π(b) = a для некоторой координаты b. Поскольку группа
Sym(C) является 1-транзитивной, существует перестановка τ ∈ Sym(C) такая,
что τ(a) = b. Для перестановки σ = π ◦ τ выполняется равенство

x + σ(C) = x + π(τ(C)) = x + π(C) = C (9)
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и, кроме того, σ(a) = a. Пусть после выкалывания координаты a кодовое слово
x переходит в кодовое слово x′ ∈ C ′. Имеем

x′ = (x1, . . . , xa−1, xa+1, . . . , xn).

Определим перестановку π′ ∈ Sn−1 следующим образом:

π′ = (σ(1), . . . , σ(a− 1), σ(a + 1), . . . , σ(n)).

Тогда из равенств (9) и σ(a) = a следует, что в коде C ′ выполняется x′+π′(C ′) =
C ′. Поскольку выбор кодового слова x (а следовательно, и слова x′) был произ-
волен, код C ′ является транзитивным. �

Как отмечено ранее, код Нордстрома — Робинсона длины 16 транзитивен.
В работе [18] доказано, что его группа симметрий трижды транзитивна. Следо-
вательно, по лемме 4 код длины 15, полученный выкалыванием произвольной
координаты из кода Нордстрома — Робинсона, транзитивен. С помощью ком-
пьютера нами было проверено, что в приведенном (15, 256, 5)-коде для кодового
слова x веса i число кодовых слов y веса j таких, что d(x, y) = k, не зависит от
выбора x для любых допустимых значений i, j, k. Поскольку код транзитивен
и единствен с точностью до эквивалентности (см. [1, гл. 2]), этого достаточно
для доказательства дистанционной регулярности. Таким образом, справедливо

Утверждение 2. Произвольный (15, 256, 5)-код дистанционно регулярен.
Замечание. Интересно отметить, что при добавлении к этому коду всех

векторов пространства, находящихся от него на расстоянии 3, получится линей-
ный совершенный (15, 256 · 8, 3)-код (см. [14]), не являющийся, в свою очередь,
дистанционно регулярным (см. [6]).

Используя рассуждения, аналогичные проведенным для кодов Препараты
длины n, можно доказать следующий факт (при этом будут исследованы кодо-
вые слова веса не более 6).

Теорема 2. Произвольный (n − 1, 2n/n2, 5)-код, полученный выкалыва-
нием любой координаты некоторого (n, 2n/n2, 6)-кода Препараты, не является
дистанционно регулярным при n− 1 ≥ 63.

Приведем набросок доказательства. В работе [13] показано, что множество
кодовых слов веса 5 выколотого кода Препараты длины n− 1 образует 2− (n−
1, 5, (n− 4)/3)-схему. Отсюда можно вычислить значения

A5 =
(n− 1)(n− 2)(n− 4)

60
, (10)

A6 =
(n− 1)(n− 2)(n− 4)(n− 6)

360
. (11)

Справедлива

Лемма 5. В произвольном выколотом коде Препараты длины n − 1 вы-
полняется

S5
56 =

(n− 1)(n− 2)(n− 4)(n− 7)
18

.

Доказательство. Выберем кодовое слово x веса 5 с ненулевыми коорди-
натами p, q, a, b, c. Нетрудно показать, что число кодовых слов веса 5, имеющих
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единицы в координатах p, q и нули в координатах a, b, c, равно (n− 7)/3. Умно-

жая на
(

5
2

)
, получаем число кодовых слов y веса 5 таких, что d(x, y) = 6. Оно

не зависит от выбора кода и слова x, поэтому равно числу кодовых слов z веса
6 таких, что d(x, z) = 5. Домножая это число на A5, используя равенство (10),
получаем S5

56. �

Предположим, что выколотый код Препараты длины n − 1 дистанционно
регулярен. Тогда все числа Skij/Ai и Skij/Aj должны быть целыми. Нетрудно
видеть, используя лемму 5 и формулу (11), что число

S5
56

A6
= 20 · n− 7

n− 6

является целым только при n − 1 = 15. Следовательно, выколотые коды Пре-
параты длины n− 1 > 15 не являются дистанционно регулярными.

Замечание. Следует отметить, что в теоремах 1 и 2 были исследованы
кодовые слова веса не более 8 и 6 соответственно, причем это наименьшие веса
кодовых слов, для которых начинает нарушаться свойство дистанционной регу-
лярности. Говоря неформально, для кодовых слов меньшего веса коды Препа-
раты и коды, полученные из них выкалыванием одной координаты, в некотором
смысле являются локально дистанционно регулярными.

Результаты настоящей статьи были частично анонсированы в [19].
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