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Аннотация. Исследуются неабелевы разрешимые линейные группы бесконечной
центральной размерности и бесконечного секционного p-ранга, p ≥ 0, у которых все
собственные неабелевы подгруппы бесконечного секционного p-ранга имеют конеч-
ную центральную размерность. Получено описание строения групп данного класса.
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1. Введение

Группа G всех автоморфизмов векторного пространства A над полем F на-
зывается полной линейной группой и обозначается GL(F,A). Подгруппы груп-
пы GL(F,A) называются линейными группами. Если размерность dimF A век-
торного пространства A над F конечна, то группа G называется конечномерной
линейной группой и GL(F,A) в этом случае может быть отождествлена с груп-
пой невырожденных квадратных матриц размера n× n, где n = dimF A.

В случае, когда dimF A бесконечна, линейные группы исследовались очень
мало. Более того, такие исследования требуют дополнительных ограничений
на рассматриваемые группы. Одним из важных ограничений такого типа явля-
ется финитарность линейной группы. Группа G называется финитарной, если
для каждого ее элемента g подпространство CA(g) имеет конечную коразмер-
ность в A. Финитарные линейные группы исследовались рядом автором (см.,
например, [1, 2]). В работах [3, 4] обсуждались другие типы условий конечности,
налагаемых на линейные группы, аналогичные хорошо известным условиям ми-
нимальности и максимальности для подгрупп.

Если H — подгруппа группы GL(F,A), то H реально действует на фактор-
пространстве A/CA(H) естественным образом. Размерность фактор-пространс-
тва A/CA(H) назовем центральной размерностью группы H и обозначим сим-
волом centdimF (H). В частности, группа G является финитарной линейной
группой, если любая ее циклическая подгруппа имеет конечную центральную
размерность. Отметим, что центральная размерность линейной группы зави-
сит от векторного пространства, на котором она действует. В [5] изучались
линейные группы бесконечной центральной размерности и бесконечного ранга,
у которых любая собственная подгруппа бесконечного ранга имеет конечную
центральную размерность.
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В настоящей работе исследуются неабелевы разрешимые линейные группы
бесконечной центральной размерности, у которых определенные условия ко-
нечности налагаются на собственные неабелевы подгруппы определенных бес-
конечных рангов. Говорят, что группа G имеет конечный 0-ранг r0(G) = r, если
G обладает конечным субнормальным рядом с r бесконечными циклическими
факторами, все остальные факторы которого периодические. Известно, что
0-ранг не зависит от выбора ряда и является числовым инвариантом. Разреши-
мые группы конечного 0-ранга изучены достаточно хорошо [6].

Пусть теперь p — простое число. Говорят, что группа G имеет конечный
секционный p-ранг rp(G) = r, если каждая элементарная абелева p-секция U/V
группы G имеет порядок, не превосходящий pr, и существует элементарная абе-
лева p-секция U/V такая, что |U/V | = pr. В нашей работе мы будем говорить
о секционном p-ранге, подразумевая, что p = 0 или p — простое число, делая
необходимые оговорки, если это требуется. Нас интересуют неабелевы груп-
пы бесконечной центральной размерности и бесконечного секционного p-ранга,
чьи собственные неабелевы подгруппы бесконечного секционного p-ранга име-
ют конечную центральную размерность. Как оказалось, при p = 0 разрешимых
групп такого типа не существует вообще. Однако в случае простого числа p
такие разрешимые группы существуют и их строение описано в теореме 3.3.

Получены и другие результаты о неабелевых линейных группах бесконеч-
ной центральной размерности и бесконечного ранга, удовлетворяющих задан-
ным условиям. В дальнейшем для удобства изложения секционный p-ранг груп-
пы будем называть p-рангом группы.

2. Предварительные результаты

В этом разделе мы установим некоторые свойства неабелевых групп, у ко-
торых каждая собственная неабелева подгруппа бесконечного p-ранга имеет
конечную центральную размерность. Хотя эти результаты элементарны, они
играют важную роль.

Лемма 2.1. Пусть G ≤ GL(F,A) — неабелева группа, и пусть rp(G) и
centdimF G бесконечны. Предположим, что каждая собственная неабелева под-
группа бесконечного p-ранга имеет конечную центральную размерность. Тогда
имеют место следующие утверждения.

(i) Если U и V — собственные неабелевы подгруппы группы G и G = 〈U, V 〉,
то по крайней мере одна из подгрупп U или V имеет конечный p-ранг.

(ii) Если H — собственная неабелева подгруппа группы G, имеющая беско-
нечный p-ранг, то любая подгруппа группы H и любая собственная подгруппа
группы G, содержащая H, имеет конечную центральную размерность.

(iii) ЕслиK и L— собственные подгруппы группыG, содержащие неабелеву
подгруппу H, имеющую бесконечный p-ранг, то 〈K,L〉 является собственной
подгруппой группы G.

Лемма 2.2. Пусть G ≤ GL(F,A) — разрешимая неабелева группа, и пусть
rp(G) и centdimF G бесконечны. Предположим, что каждая собственная неа-
белева подгруппа бесконечного p-ранга имеет конечную центральную размер-
ность. Если H — собственная нормальная подгруппа группы G бесконечного
p-ранга и фактор-группа G/H конечно порождена, то G/H является цикличе-
ской q-группой для некоторого простого числа q.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай неабелевой подгруппы H.
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Тогда для любого элемента g ∈ G, g 6∈ H, подгруппа 〈H, g〉 неабелева. Предпо-
ложим, что G = 〈H,S〉 для некоторого конечного множества S с тем свойством,
что если R — собственное подмножество множества S, то G 6= 〈H,R〉. Пусть S
состоит из элементов x1, x2, . . . , xk. Если k > 1, то 〈H,x1, x2, . . . , xk−1〉 и 〈H,xk〉
являются собственными неабелевыми подгруппами бесконечного p-ранга, что
противоречит лемме 2.1. Отсюда следует, что фактор-группа G/H цикличе-
ская. В случаях, когда фактор-группа G/H бесконечна либо G/H конечна, но
|π(G/H)| > 1, группа G является произведением двух собственных неабелевых
подгрупп бесконечного p-ранга, что противоречит лемме 2.1. Следовательно,
фактор-группа G/H — циклическая q-группа для некоторого простого числа q.

Пусть теперь подгруппа H абелева. Символом H1 обозначим максималь-
ную нормальную абелеву подгруппу группы G, содержащую подгруппу H, а
символом C — централизатор CG(H1). В силу определения централизатора
для любого элемента g ∈ G, g 6∈ C, подгруппа 〈C, g〉 неабелева. Поэтому в слу-
чае, когда фактор-группа G/C не является циклической q-группой для некото-
рого простого числа q, группа G представима в виде произведения двух своих
собственных неабелевых подгрупп бесконечного p-ранга, что противоречит лем-
ме 2.1.

Осталось рассмотреть случай, когда фактор-группа G/C = 〈g〉C/C — цик-
лическая q-группа для некоторого простого числа q. Пусть подгруппа C абеле-
ва, и пусть a — элемент, не содержащийся в центре группы G. Положим

M = C/〈a〉G, G1 = G/〈a〉G.

По построению фактор-группа M имеет бесконечный p-ранг. Обозначим через
T периодическую часть группы M . Пусть p ≥ 0 и M 6= T . Тогда фактор-группа
M/T — нетривиальная абелева группа без кручения. Рассмотрим сначала слу-
чай, когда M/T является делимой. Поскольку фактор-группа G/C конечна, со-
гласно теореме 5.9 из [7] M/T разлагается в прямое произведение G-допустимых
подгрупп конечного p-ранга. Если p-ранг фактор-группы M/T бесконечен, то
группа G1 представима в виде произведения двух своих собственных подгрупп
N1 = S1/〈a〉G и N2 = S2/〈a〉G бесконечного p-ранга таких, что подгруппы S1 и
S2 содержат элемент g. Отсюда следует, что G = S1S2. Следовательно, группа
G является произведением двух собственных неабелевых подгрупп бесконечного
p-ранга, что противоречит лемме 2.1.

Рассмотрим случай, когда фактор-группа M/T не является делимой. Тогда
найдется простое число r, для которого фактор-группа (M/T )/(M/T )r нетри-
виальна. Если r 6= q и фактор-группа (G1/T )/(M/T )r бесконечна, то с уче-
том теоремы 5.9 из [7] группа G1 представима в виде произведения двух сво-
их собственных подгрупп G2 = L/〈a〉G и G3 = F/〈a〉G бесконечного p-ранга,
где подгруппы L и F содержат элемент g. По построению подгруппы L и F
неабелевы и G = LF ; противоречие с леммой 2.1. Если же r = q и фактор-
группа (G1/T )/(M/T )r бесконечна, то с учетом леммы 6.34 из [8] фактор-группа
K = (G1/T )/(M/T )r нильпотентна и имеет бесконечный q-ранг. По лемме 2.22
из [8] фактор-группа K/K ′ бесконечна. Отсюда следует, что группа G являет-
ся произведением двух собственных неабелевых подгрупп бесконечного p-ранга,
содержащих элемент g; противоречие с леммой 2.1.

Если фактор-группа (M/T )/(M/T )r конечна для любого простого числа
r и найдутся два различных простых числа r1 и r2, отличные от q, для кото-
рых фактор-группы (M/T )/(M/T )r1 и (M/T )/(M/T )r2 нетривиальны, то груп-
па (G1/T )/(M/T )r1r2 является расширением абелевой {r1, r2}-группы при по-
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мощи циклической q-группы. Следовательно, группа G представима в виде
произведения двух своих собственных подгрупп L1/〈a〉G и F1/〈a〉G бесконечно-
го p-ранга, где подгруппы L и F содержат элемент g. По построению подгруппы
L1 и F1 неабелевы и G = L1F1. Вновь получили противоречие с леммой 2.1.
Если простых чисел r1 и r2 с заданным свойством не существует, то фактор-
группа G1/T содержит нормальную делимую абелеву подгруппу без кручения
конечного индекса, поэтому применимы те же рассуждения, что и в случае де-
лимой фактор-группы M/T .

Если же подгруппа M периодическая, то обозначим через M0 силовскую p′-
подгруппу группыM . Фактор-группаG1/M0 является расширением абелевой p-
группы бесконечного p-ранга при помощи циклической q-группы. Если фактор-
группа M/M0 является почти делимой, то обозначим через M1/M0 ее нижний
слой. Фактор-группа G1/M1 является почти делимой абелевой p-группой бес-
конечного p-ранга, а подгруппа M1 также имеет бесконечный p-ранг. Согласно
теореме 5.9 из [7] фактор-группа G1/M1 представима в виде произведения двух
своих нетривиальных собственных подгрупп N1/M1 и N2/M1, где N1 = L2/〈a〉G
и N2 = F2/〈a〉G, причем подгруппы L2 и F2 содержат g. По построению под-
группы L2 и F2 неабелевы, имеют бесконечный p-ранг и выполняется равенство
G = L2F2; противоречие с леммой 2.1. Осталось рассмотреть случай, когда
G1/M0 не является почти делимой. Если период фактор-группы M/M0 бес-
конечен, то рассмотрим, как и в предыдущем случае, фактор-группу G1/M1.
Она содержит нормальную абелеву p-подгруппу бесконечного p-ранга конеч-
ного индекса. К фактор-группе G1/M1 применимы те же рассуждения, что и
в предыдущем случае. Пусть теперь период фактор-группы M/M0 конечен.
Если q 6= p, то по теореме 5.9 из [7] M/M0 разлагается в прямую сумму беско-
нечного числа G-допустимых подгрупп. Следовательно, фактор-группа G1/M0
разложима в произведение двух собственных подгрупп бесконечного p-ранга,
содержащих элемент gM0/M0. Поэтому группа G представима в виде произве-
дения двух своих собственных неабелевых подгрупп бесконечного p-ранга, что
противоречит лемме 2.1. Если q = p, то с учетом леммы 6.34 из [8] фактор-
группа G1/M0 нильпотентна и имеет бесконечный p-ранг. По лемме 2.22 из [8]
фактор-группа (G1/M0)/(G1/M0)′ бесконечна. Отсюда следует, что группа G
является произведением двух собственных неабелевых подгрупп бесконечного
p-ранга; противоречие с леммой 2.1.

В случае неабелевой подгруппы C фактор-группа C/H не является цикли-
ческой. Отсюда вытекает, что если G/C = 〈g〉C/C, то подгруппа 〈H, g〉 является
собственной неабелевой подгруппой группы G. Тогда группа G представима в
виде произведения двух собственных неабелевых подгрупп C и 〈H, g〉 бесконеч-
ного p-ранга, что противоречит лемме 2.1. Лемма доказана.

Следствие 2.3. Пусть G ≤ GL(F,A) — разрешимая неабелева группа, и
пусть rp(G) и centdimF G бесконечны. Предположим, что каждая собственная
неабелева подгруппа бесконечного p-ранга имеет конечную центральную раз-
мерность. Если H — собственная нормальная подгруппа группы G бесконеч-
ного p-ранга такая, что фактор-группа G/H бесконечна, то группа G является
финитарной линейной группой.

Доказательство. По лемме 2.2 фактор-группа G/H бесконечно порож-
дена. Рассмотрим сначала случай, когда подгруппа H абелева. Обозначим че-
рез H1 максимальную нормальную абелеву подгруппу группы G, содержащую
подгруппу H. Если фактор-группа G/H1 конечно порождена, то по лемме 2.2
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она является циклической q-группой для некоторого простого числа q. Отсю-
да вытекает, что можно выбрать неабелеву подгруппу K группы G, имеющую
конечный специальный ранг, а поэтому и конечный p-ранг. Обозначим через T
периодическую часть подгруппы H1. Рассмотрим сначала случай, когда p явля-
ется простым числом. Пусть T имеет бесконечный p-ранг. Подгруппу T можно
представить в виде прямого произведения T = T1 × T2, где T2 — силовская
p-подгруппа группы T . Фактор-группа T/T1 имеет бесконечный p-ранг. Пока-
жем, что существует G-допустимая подгруппа T0 < T , имеющая бесконечный
p-ранг, такая, что p-ранг фактор-группы T/T0 также бесконечен. Если q 6= p,
то по теореме 5.9 из [7] фактор-группа T/T1 разлагается в прямое произведение
бесконечного числа G-допустимых подгрупп. Отсюда вытекает, что

T/T1 = T0/T1 × T3/T1,

где T0/T1 и T3/T1 — G-допустимые фактор-группы бесконечного p-ранга. Под-
группа T0 удовлетворяет заданным условиям. Пусть теперь p = q. Поскольку
фактор-группа G/H1 является циклической q-группой, то G/H1 = 〈h〉H1/H1,
причем hn ∈ H1 для некоторого n = pk. Обозначим через T4/T1 нижний слой
фактор-группы T/T1. Он является характеристической подгруппой группы G,
и согласно лемме 2.22 из [8] фактор-группа T4〈h〉/(T1〈hn) нильпотентна и ее p-
ранг бесконечен. Отсюда следует, что можно выбрать нормальную подгруппу
T0〈h〉/(T1〈hn〉) ≤ T4〈h〉/(T1〈hn〉) такую, что подгруппа T0 удовлетворяет задан-
ным условиям. Тогда для любого элемента g группы G подгруппа KT0〈g〉G
является собственной неабелевой подгруппой бесконечного p-ранга, откуда вы-
текает конечность центральной размерности подгруппы KT0〈g〉G. Поскольку
〈g〉 ≤ 〈g〉G, центральная размерность подгруппы 〈g〉 также конечна, поэтому
группа G финитарна. В случае, когда p-ранг подгруппы T конечен, фактор-
группа H1/T является группой без кручения бесконечного специального ранга.
Если фактор-группа G/T абелева, то группа G является произведением двух
собственных неабелевых подгрупп бесконечного p-ранга, что противоречит лем-
ме 2.1. Если же фактор-группа G/T неабелева, то согласно лемме 5 из [9] в
H1/T существует периодический G-фактор (B/T )/(U/T ) бесконечного специ-
ального ранга. Тогда для любого элемента g группы G подгруппа KU〈g〉G яв-
ляется собственной неабелевой подгруппой бесконечного p-ранга, откуда выте-
кает конечность центральной размерности подгруппы KU〈g〉G. Следовательно,
центральная размерность подгруппы 〈g〉 также конечна, и группа G является
финитарной.

Рассмотрим теперь случай, когда p = 0. К фактор-группе G/T применим те
же рассуждения, что и в случае конечности p-ранга подгруппы T для простого
числа p.

Если же фактор-группа G/H1 бесконечно порождена, то для произвольно-
го элемента g группы G можно выбрать элемент h ∈ G так, чтобы подгруппа
〈H1, g, h〉 являлась собственной неабелевой подгруппой группы G бесконечного
p-ранга. Поэтому подгруппа 〈H1, g, h〉 имеет конечную центральную размер-
ность. Следовательно, центральная размерность подгруппы 〈g〉 также конечна,
тем самым группа G финитарна. Если же подгруппа H неабелева и фактор-
группа G/H бесконечно порождена, то для произвольного элемента g группы
G подгруппа 〈H, g〉 является собственной неабелевой подгруппой группы G и
группа G финитарна. Следствие доказано.

Лемма 2.4. Пусть G — разрешимая неабелева группа и q — простое чис-
ло. Предположим, что A — бесконечная нормальная элементарная абелева q-
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подгруппа группы G такая, что фактор-группа G/A конечна. Тогда G порожда-
ется двумя собственными неабелевыми подгруппами, имеющими бесконечный
q-ранг.

Доказательство. Предположим сначала, что G является бесконечной q-
группой. Тогда по лемме 6.34 из [8] группа G является нильпотентной. По-
скольку группа G бесконечна, согласно лемме 2.22 из [8] фактор-группа G/G′

также является бесконечной и разлагается в прямое произведение конечных q-
подгрупп. Легко видеть, что существуют две собственные неабелевы подгруппы
U и V , каждая из которых имеет бесконечный q-ранг и для которых G = UV .

Предположим теперь, что G/A не является q-группой. Можно выбрать
конечную неабелеву подгруппу L группы G такую, что G = AL. Обозначим
через P силовскую q-подгруппу группы G. Она является собственной под-
группой бесконечного q-ранга. Предположим сначала, что подгруппа P неа-
белева. Пусть 1 6= a1 ∈ A, a1 6∈ Z(G), где Z(G) — центр группы G, и пусть
A1 = 〈a1〉G. Поскольку фактор-группа G/A конечна, подгруппа A1 также ко-
нечна и A = A1 × C1 для некоторой подгруппы C1. Так как индекс |G : C1| ко-
нечен, подгруппа D1 = coreG C1 имеет конечный индекс в A. Пусть 1 6= a2 ∈ D1
и A2 = 〈a2〉G. Тогда 〈A1, A2〉 = A1 × A2 и A = (A1 × A2) × C2 для некото-
рой подгруппы C2. Проводя аналогичные рассуждения, построим бесконечное
семейство нетривиальных G-инвариантных подгрупп An, n ∈ N , такое, что
〈An | n ∈ N〉 = Drn∈NAn. Если

K = A1 ×A3 × · · · ×A2k+1 ×A2k+3 . . . ,

то K — собственная G-инвариантная подгруппа группы A, имеющая бесконеч-
ный q-ранг. Поскольку подгруппа KL не содержит подгруппы 〈An | n ∈ N〉,
то KL является собственной неабелевой подгруппой бесконечного q-ранга, по-
этому G = 〈P,KL〉. Пусть теперь подгруппа P абелева. Тогда P ≤ CG(P ) и,
поскольку A ≤ P , конечная фактор-группа G/CG(A) является q′-группой. По
теореме Машке подгруппа A разлагается в прямое произведение бесконечного
числа G/CG(A)-допустимых подгрупп

A = B1 ×B2 × · · · ×Bk × . . . .

Полагаем

U = (B1 ×B3 × · · · ×B2k+1 ×B2k+3 . . . )L,
V = (B2 ×B4 × · · · ×B2k ×B2k+2 . . . )L.

Подгруппы U и V являются собственными неабелевыми подгруппами группы
G, причем G = UV . Лемма доказана.

Лемма 2.5. Пусть G — разрешимая неабелева группа и q — простое число.
Предположим, что A — бесконечная нормальная делимая абелева q-подгруппа
группы G такая, что фактор-группа G/A конечна. Если A имеет бесконечный
q-ранг, то G порождается двумя собственными неабелевыми подгруппами, име-
ющими бесконечный q-ранг.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда подгруппа A содер-
жится в центре группы G. Тогда G = AM , где M — конечная неабелева под-
группа группы G. Ввиду своего строения подгруппа A представима в виде
прямого произведения A = A1 × A2, где A1 и A2 — подгруппы бесконечного
q-ранга. Полагаем

U = A1M, V = A2M.
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Тогда G = UV , где U и V — собственные неабелевы подгруппы группы G, име-
ющие бесконечный q-ранг. Пусть теперь подгруппа A не содержится в центре
группы G. Поскольку A является делимой абелевой q-группой, она разлагается
в прямое произведение квазициклических q-подгрупп. Пусть K ' Cq∞ является
подгруппой группы A, не содержащейся в центре группы G, и пусть L = KG.
Поскольку фактор-группа G/A конечна, L — черниковская группа и A = L×U ,
где U имеет бесконечный q-ранг. Пусть D ' Cq∞ является подгруппой группы
U . В результате мы получаем разложение A = L ×D × Q для некоторой под-
группы Q, имеющей бесконечный q-ранг. Поскольку индекс |G : NG(Q)| коне-
чен, подгруппа Q имеет конечное число сопряженных подгрупп Q1, Q2, . . . , Qm

в группе G. Если W = coreGQ, то фактор-группа A/W может быть вложена в
прямое произведение A/Q1 ×A/Q2 × · · · ×A/Qm, поэтому фактор-группа A/W
является черниковской. Ввиду выбора подгруппы W получаем, что L∩W = 1,
A/W 6= LW/W . Поскольку LW/W является G-инвариантной фактор-группой
и фактор-группа G/A конечна в силу результата Д. И. Зайцева из [10], имеем
равенство A/W = (LW/W )(B/W ), где фактор-группа B/W G-инвариантна и
пересечение (LW/W ) ∩ (B/W ) конечно. Существует конечная неабелева под-
группа F такая, что G = AF , поэтому BF — собственная неабелева подгруп-
па группы G. Поскольку подгруппа W имеет бесконечный q-ранг, то и обе
подгруппы LW и BF также имеют бесконечный q-ранг. Отсюда следует, что
G = (LWF )(BF ). Лемма доказана.

Мы также будем использовать следующий результат, который доказывает-
ся достаточно легко с использованием предыдущих лемм.

Лемма 2.6. Пусть G — разрешимая неабелева группа, A — нормальная
подгруппа группы G, для которой фактор-группа G/A является бесконечной пе-
риодической почти абелевой группой. Если |π(G/A)| > 1, то группа G является
произведением двух собственных неабелевых подгрупп, содержащих A.

Мы применим эти результаты для доказательства следующей леммы.

Лемма 2.7. Пусть H ≤ GL(F,A) — разрешимая неабелева группа, и пусть
rp(H) и centdimF H бесконечны. Предположим, что каждая собственная неа-
белева подгруппа бесконечного p-ранга имеет конечную центральную размер-
ность. Пусть K — нормальная подгруппа неабелевой группы H, и предполо-
жим, что фактор-группа H/K почти абелева. Если rp(H/K) бесконечен, то
группа H имеет конечную центральную размерность.

Доказательство. Предположим сначала, что p = 0. Пусть L — нор-
мальная подгруппа группы H такая, что фактор-группа H/L конечна, а L/K
абелева. Если r0(L/K) бесконечен, то фактор-группа L/K содержит свободную
абелеву подгруппу B/K такую, что ранг r0(B/K) бесконечен и фактор-группа
L/B периодическая. Поскольку фактор-группа H/L конечна, подгруппа B име-
ет конечное число сопряженных подгрупп в H. Обозначим эти подгруппы через
B1, . . . , Bm. Если C = coreH B, то существует вложение фактор-группы L/C в
прямое произведение L/B1 × L/B2 × · · · × L/Bm. Отсюда следует, что фактор-
группа L/C периодическая. Поскольку r0(C/K) бесконечен, то r0(C) также
бесконечен. Отметим также, что фактор-группа C/K является свободной абе-
левой. Если фактор-группа H/C конечна либо |π(H/C)| = 1, то выберем про-
стое число q 6∈ π(H/C) и положим D/K = (C/K)q. Если фактор-группа H/C
бесконечна и |π(H/C)| > 1, то положим D = C. Тогда в каждом из этих слу-
чаев H/D бесконечна и |π(H/D)| > 1, причем r0(D) бесконечен. Применяя
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леммы 2.6 и 2.1 к подгруппе H, видим, что H имеет конечную центральную
размерность.

Предположим теперь, что p > 0, и пусть L — подгруппа, определенная вы-
ше. Выберем свободную абелеву подгруппу B/K фактор-группы L/K такую,
что фактор-группа L/B периодическая. Если ранг r0(B/K) бесконечен, то про-
водим те же рассуждения, что и в случае p = 0. Поэтому полагаем, что r0(B/K)
конечен. Как и ранее, если C = coreH B, то фактор-группа L/C периодиче-
ская и rp(L/C) бесконечен. Рассматривая, если это необходимо, фактор-группу
группы L/C по ее силовской p′-подгруппе, получаем, что L/C является p-груп-
пой. Если фактор-группа L/LpC бесконечна, то H/LpC удовлетворяет усло-
виям леммы 2.4, поэтому H является произведением двух своих собственных
неабелевых подгрупп, имеющих бесконечный p-ранг и конечную центральную
размерность. Следовательно, H в этом случае также имеет конечную централь-
ную размерность. Если фактор-группа L/LpC конечна, то для нее имеет место
равенство L/C = E/C ×D/C для некоторой конечной подгруппы E/C и дели-
мой подгруппы D/C. Поскольку фактор-группа H/L конечна, а L/C абелева,
фактор-группа F/C = (E/C)H/C также конечна. Более того, L/F является
делимой абелевой p-группой бесконечного p-ранга. Если фактор-группа H/F
неабелева, то согласно лемме 2.5 H является произведением двух своих соб-
ственных неабелевых подгрупп, каждая из которых имеет бесконечный p-ранг
и, следовательно, конечную центральную размерность. Если же фактор-группа
H/F абелева, то можно выбрать две неабелевы подгруппы U и V , содержащие
подгруппу F и имеющие бесконечный p-ранг, для которых H = UV . Таким
образом, в этом случае H также имеет конечную центральную размерность.
Лемма доказана.

Лемма 2.8. Пусть G ≤ GL(F,A) — разрешимая неабелева группа, и пусть
rp(G) и centdimF G бесконечны. Предположим, что каждая собственная неа-
белева подгруппа бесконечного p-ранга имеет конечную центральную размер-
ность. Пусть H — нормальная подгруппа группы G, и предположим, что
фактор-группа G/H почти абелева. Тогда фактор-группа G/H изоморфна под-
группе квазициклической группы Cq∞ для некоторого простого числа q. Более
того, если G/H бесконечна, то q 6= charF .

Доказательство. Предположим сначала, чтоG 6= H. Если ранг rp(G/H)
бесконечен, то centdimF G конечна по лемме 2.7. Таким образом, rp(G/H) ко-
нечен, поэтому ранг rp(H) бесконечен. Более того, если фактор-группа G/H
конечна, то справедливость нашего утверждения следует из леммы 2.2. Таким
образом, мы полагаем, что фактор-группа G/H бесконечна.

Достаточно рассмотреть случай, когда группа G не является почти абеле-
вой, поскольку в случае почти абелевой группы, как и при доказательстве лем-
мы 2.2, устанавливается, что группа G является произведением двух собствен-
ных неабелевых подгрупп бесконечного p-ранга; противоречие с леммой 2.1(iii).
Предположим сначала, что G/H является абелевой группой. Если фактор-
группа G/H свободная абелева, то группу G можно представить в виде про-
изведения двух своих собственных неабелевых подгрупп U и V бесконечного
p-ранга, что противоречит лемме 2.1(iii). Следовательно, G/H не является сво-
бодной абелевой группой. Обозначим через B/H свободную абелеву подгруппу
группы G/H такую, что фактор-группа G/B периодическая. Поскольку ранг
rp(H) бесконечен, ранг rp(B) также бесконечен. Если π(G/B) > 1, то по лем-
ме 2.2 фактор-группа G/B бесконечна и тогда группа G является произведени-
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ем двух своих собственных неабелевых подгрупп, имеющих бесконечный p-ранг,
что противоречит лемме 2.1(iii). Таким образом, фактор-группа G/B является
q-группой для некоторого простого числа q. Пусть фактор-группа B/H нетри-
виальна и r — простое число, отличное от q. Положим C/H = (B/H)r 6= B/H.
Отсюда вытекает, что фактор-группа G/C периодическая и π(G/C) состоит из
двух различных простых чисел q и r, причем по лемме 2.2 фактор-группа G/C
бесконечна. Как и ранее, приходим к противоречию. Следовательно, фактор-
группа G/H является периодической q-группой. Если G/H делимая, то она
является прямым произведением квазициклических q-групп и согласно лемме
2.1(iii) G/H ' Cq∞ . В противном случае фактор-группа (G/H)/(G/H)q являет-
ся нетривиальной элементарной абелевой q-группой и по лемме 2.1(iii) получа-
ем, что |(G/H)/(G/H)q| = q. Отсюда следует, что G/H = (E/H) × (D/H), где
D/H делимая, |E/H| = q. Подгруппа D неабелева, поэтому группу G можно
представить в виде произведения двух своих собственных неабелевых подгрупп,
имеющих бесконечный p-ранг, что противоречит лемме 2.1(iii).

Перейдем к рассмотрению общего случая. Пусть L/H — нормальная абе-
лева подгруппа фактор-группы G/H такая, что фактор-группа G/L конечна.
Пусть U/H — произвольная подгруппа конечного индекса в группе G/H. Если
V/H = coreG/H U/H, то G/V конечна, причем ранг rp(V ) бесконечен. Согласно
лемме 2.2 фактор-группа G/V является циклической q-группой для некоторого
простого числа q, поэтому G′ ≤ V ≤ U . Таким образом, если W/H — пересе-
чение всех подгрупп конечного индекса фактор-группы L/H, то G/W абелева,
W имеет бесконечный p-ранг, а фактор-группа G/W финитно аппроксимиру-
ема и поэтому конечна. Таким образом, G = WK для некоторой подгруппы
K, содержащей H, причем фактор-группа K/H конечно порождена. Предпо-
ложим, что W и K — собственные подгруппы группы G. Фактор-группа G/W
конечно порождена и по лемме 2.2 является циклической q-группой для неко-
торого простого числа q. Тогда G/W = 〈g〉W/W для некоторого элемента g.
Достаточно рассмотреть случай неабелевой подгруппы W . Предположим, что
подгруппа K абелева. Отсюда следует, что подгруппа H также абелева, по-
этому группа G является почти метабелевой. Тогда можно выбрать элемент h
подгруппы W , для которого подгруппа K〈h〉G является собственной неабелевой
подгруппой группы G, а фактор-группа K〈h〉G/H конечно порождена. Отсю-
да вытекает, что группа G представима в виде произведения G = W (K〈h〉G)
двух своих собственных неабелевых подгрупп бесконечного p-ранга. Получили
противоречие с леммой 2.1(iii). Следовательно, подгруппа K неабелева, и из
соотношения G = WK вытекает, что выполняется одно из равенств: G = W
либо G = K. Поскольку фактор-группа G/H бесконечна, из леммы 2.2 следует,
что G 6= K. Отсюда получаем, что G = W . Тогда фактор-группа G/H абелева
и справедливость результата следует из первой части доказательства.

Пусть теперь G/H ' Cq∞ . Если подгруппа H абелева, то найдется неа-
белева подгруппа K, являющаяся конечным расширением подгруппы H. Под-
группа K имеет конечную центральную размерность, следовательно, централь-
ная размерность подгруппы H также конечна. В случае неабелевой подгруппы
H конечность ее центральной размерности следует из условия теоремы. Если
C = CA(H), то dimF (A/C) конечна. Поскольку H ≤ CG(C), получаем, что
либо G = CG(C), либо G/CG(C) ' Cq∞ . В первом случае centdimF (G) конечна,
что противоречит условию леммы. Следовательно, G/CG(C) ' Cq∞ . Соглас-
но следствию 2.3 группа G является финитарной линейной группой, поэтому
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фактор-группа G/CG(C) является финитарной подгруппой группы GL(F,C).
С учетом леммы 5.1 из [3] q 6= charF . Лемма доказана.

3. Разрешимые группы

В этом разделе применим результаты разд. 2 к исследованию разрешимых
групп. Увидим, что структура таких групп, удовлетворяющих заданным усло-
виям конечности, в значительной степени ограничена.

Предложение 3.1. Пусть G ≤ GL(F,A) — неабелева разрешимая группа,
и пусть rp(G) и centdimF G бесконечны. Предположим, что каждая собствен-
ная неабелева подгруппа бесконечного p-ранга имеет конечную центральную
размерность. Если группа G разрешима, то G содержит нормальную нильпо-
тентную подгруппу H бесконечного p-ранга и G/H ' Cq∞ для некоторого про-
стого числа q. Если поле F имеет характеристику 0, то подгруппа H не имеет
кручения. Если charF 6= 0, то p 6= 0, charF = p и H является ограниченной
p-группой.

Доказательство. Пусть

G = D0 ≥ D1 ≥ · · · ≥ Dn−1 ≥ Dn = 1

— производный ряд группы G. Тогда существует такое натуральное число m,
что фактор-группа G/Dm конечна, а фактор-группа Dm/Dm+1 бесконечна. По-
ложим K = Dm. Согласно лемме 2.8 G/K ′ ' Cq∞ для некоторого простого
числа q. Следовательно, K ′ имеет бесконечный p-ранг. Если подгруппа K ′

неабелева, то ее центральная размерность конечна. Если же подгруппа K ′ абе-
лева, то существует ее конечное расширение, являющееся неабелевым, так что
и в этом случае центральная размерность подгруппы K ′ конечна. Положим
C = CA(K ′). Подпространство C имеет конечную коразмерность над полем F .
Поскольку K ′ — нормальная подгруппа группы G, C является FG-подмодулем
модуля A, обладающего конечным рядом FG-подмодулей

0 = C0 ≤ C1 ≤ C2 ≤ · · · ≤ Ct−1 = C ≤ Ct = A

таких, что C1, C2/C1, . . . , Ct−1/Ct−2 являются простыми FG-модулями. Пусть

H = CG(C1) ∩ CG(C2/C1) ∩ · · · ∩ CG(Ct−1/Ct−2).

Так как группаG разрешима, фактор-группыG/CG(C2/C1), . . . , G/CG(Ct/Ct−1)
по теореме А. И. Мальцева (лемма 3.5 из [11]) являются почти абелевыми. От-
сюда следует, что фактор-группа G/H также почти абелева и по лемме 2.8
G/H ' Cq∞ . Таким образом, ранг rp(H) бесконечен.

В результате получаем, что каждый элемент подгруппы H действует три-
виально в каждом факторе Cj+1/Cj , j = 0, 1, . . . , t − 1. Отсюда следует, что H
нильпотентна. Если charF = 0, тоH не имеет кручения, если же charF = r > 0,
то H является ограниченной r-группой согласно предложению 1.С.3 из [12] и
результатам гл. 8 из [13], тем самым в этом случае p = r. Лемма доказана.

Получим нашу первую главную теорему о неабелевых группах, у которых
каждая собственная неабелева подгруппа бесконечного 0-ранга имеет конечную
центральную размерность, показывающую, что таких групп не существует.
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Теорема 3.2. Пусть G ≤ GL(F,A) — неабелева разрешимая группа. Пред-
положим, что каждая собственная неабелева подгруппа бесконечного 0-ранга
имеет конечную центральную размерность. Тогда либо группа G имеет конеч-
ную центральную размерность, либо ранг r0(G) конечен.

Доказательство. Предположим противное, т. е. что centdimF (G) и r0(G)
бесконечны. Согласно предложению 3.1 группа G содержит нормальную ниль-
потентную подгруппу H без кручения такую, что G/H ' Cq∞ для некоторого
простого числа q. Поскольку r0(G) бесконечен, H 6= 1. Пусть

1 = H0 ≤ H1 ≤ H2 ≤ · · · ≤ Ht = H

— верхний центральный ряд подгруппы H, каждый фактор которого не имеет
кручения.

Предположим сначала, что группа G локально нильпотентна, и обозначим
через T периодическую часть группы G. Поскольку T ∩ H = 1, то либо T '
Cq∞ , либо T конечен. Изолятор подгруппы HT/T в группе G/T совпадает с
G/T . Отсюда получаем, что локально нильпотентная группа без кручения G/T
нильпотентна и имеет бесконечный 0-ранг из [14, § 4]. Следовательно, фактор-
группа G/G′T по теореме 2.26 из [8] также имеет бесконечный 0-ранг. Однако
по лемме 2.8 G/G′ ' Cq∞ . Получили противоречие. Следовательно, группа G
не является локально нильпотентной.

Докажем, что произвольная разрешимая группа, не являющаяся локально
нильпотентной и удовлетворяющая заданным условиям, будет произведением
двух собственных неабелевых подгрупп бесконечного 0-ранга. Переходя к рас-
смотрению фактор-группыH/Ht−1, полагаем, чтоH является абелевой группой
без кручения.

Пусть H является ZR-модулем, где R = G/G′, который определен есте-
ственным образом. Обозначим через X Q-делимую оболочку H. Она является
QR-модулем. Пусть 1 6= z ∈ R, и пусть 〈x〉 — бесконечная циклическая группа.
Тогда X является Q〈x〉-модулем, если мы определим действие x на X по пра-
вилу: ax = az для любого элемента a ∈ X. Групповое кольцо Q〈x〉 является
областью главных идеалов, поэтому z имеет конечный порядок. Следовательно,
X является Q〈x〉-периодическим ограниченным модулем, т. е. AnnQ〈x〉(X) 6= 0.
Пусть I — идеал кольца Q〈x〉, XI — совокупность всех элементов a ∈ X таких,
что aIn = 0 для некоторого натурального n ∈ N . Положим

XI = {a ∈ X | aIn = 0}

для некоторого n ∈ N . Назовем XI I-компонентой модуля X, XI является
Q〈x〉-подмодулем модуля X. Так как Q〈x〉 — область главных идеалов, полу-
чаем разложение

X =
⊕
P∈π

XP ,

где π — конечное множество максимальных идеалов кольца Q〈x〉. Если π =
{(x − 1)Q〈x〉}, то X(x − 1)m = 0 для некоторого m ∈ N , поэтому X〈z〉 ниль-
потентно. Поскольку группа G не является локально нильпотентной, можно
выбрать элемент z ∈ R так, чтобы π 6= {(x− 1)Q〈x〉}. Положим

σ = π \ {(x− 1)Q〈x〉}, B =
⊕
P∈σ

XP ,

и пусть C является (x − 1)Q〈x〉-компонентой X. Ввиду выбора элемента z по-
лучаем, что B 6= 0. Более того, CB(z) = 0, поэтому CX/C(z) = 0 = CX/C(R).
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Поскольку группа R абелева, C является QG-модулем и, кроме того, каждая
собственная подгруппа R конечна. Тогда X/C является Mc-модулем над QR
в терминологии из [14]. Для каждого z ∈ R справедливо, что Q〈z〉-модуль X
является полупростым, и по теореме Машке пересечение максимальных QR-
подмодулей модуля X/C тривиально. В частности, X/C обладает максималь-
ными подгруппами, поэтому X содержит максимальный QR-подмодуль. Обо-
значим его через E.

Положим V = E ∩ H, V является ZR-подмодулем модуля H. Поскольку
H порождает X как QR-модуль, получаем, что V 6= H. Более того, ZR-модуль
H/V не является простым, так как согласно лемме 5.26 из [8] такие модули эле-
ментарные абелевы иH/V , будучи подгруппой группыX/V , не имеет кручения.
Предположим, что W является ZR-подмодулем модуля H, причем V < W . То-
гда W⊗ZRQR = W⊗ZQ является QR-модулем, для которого E — собственный
подмодуль. Следовательно, этот QR-модуль совпадает с X. Таким образом,
W ⊗Z Q = H ⊗Z Q, поэтому H/W является периодическим.

Выберем элемент a ∈ H \ V так, чтобы L = 〈a〉GV 6= H. Тогда модуль H/L
периодический и согласно результату Д. И. Зайцева из [15] множество

� = {p | (L/V )p 6= L/V },

где p — простое число, бесконечно. Пусть r1 и r2 — два различных простых
числа из �, отличных от q. Тогда L1/V = (L/V )r1r2 6= L/V . Пусть U/L1 —
силовская {r1, r2}′-подгруппа группы H/L1. Тогда фактор-группа G/U перио-
дическая, поэтому r0(U) бесконечен. Согласно теореме 1.D.4 из [12] имеет ме-
сто равенство G/U = (H/U)(P/U), где H/U — нормальная подгруппа фактор-
группы G/U , пересечение (H/U)∩ (P/U) тривиально и P/U ' R. Следователь-
но, G является произведением двух собственных подгрупп H и P бесконечного
0-ранга. Найдется подгруппа K < P такая, что фактор-группа K/U конечна, а
подгруппа H1 = HK является собственной нормальной неабелевой подгруппой
группы G. Рассмотрим случай абелевой подгруппы P . Согласно построению
подгруппа P не содержится в центре группы G, поэтому можно выбрать эле-
мент g в подгруппеH, для которого подгруппа P1 = 〈g〉PP является собственной
неабелевой подгруппой группы G. В случае неабелевой подгруппы P полагаем
P1 = P . Тогда группа G является произведением двух собственных неабелевых
подгрупп H1 и P1 бесконечного 0-ранга; противоречие с леммой 2.1(iii). Отсюда
следует справедливость теоремы. Теорема доказана.

Когда p 6= 0, имеет место следующая

Теорема 3.3. Пусть G ≤ GL(F,A) — неабелева разрешимая линейная
группа, и пусть p > 0. Предположим, что rp(G) и centdimF G бесконечны. Если
каждая собственная неабелева подгруппа бесконечного p-ранга имеет конечную
центральную размерность, то группа G удовлетворяет следующим условиям:

(i) G = HQ, где H — нормальная подгруппа группы G, H∩Q = E, Q ' Cq∞
для некоторого простого числа q, q 6= p;

(ii) H является p-группой конечной центральной размерности, причем
charF = p;

(iii) K = H ∩ Z(G) — конечная подгруппа;
(iv) H/K — бесконечная элементарная абелева p-группа;
(v) H/K — минимальная нормальная подгруппа фактор-группы G/K.
Доказательство. Согласно предложению 3.1 G содержит нормальную

нильпотентную подгруппу H, для которой G/H ' Cq∞ для некоторого простого
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числа q. Поскольку rp(G/H) ≤ 1, подгруппа H имеет бесконечный p-ранг.
Если подгруппа H неабелева, то ее центральная размерность бесконечна. В
случае абелевой подгруппы H существует ее конечное расширение, являющееся
неабелевым, откуда вытекает конечность центральной размерности подгруппы
H. В частности, группа G не является почти абелевой.

Сначала покажем, что charF 6= 0. Предположим, что charF = 0. Тогда
согласно предложению 3.1 подгруппа H не имеет кручения. Как и в доказа-
тельстве теоремы 3.2, мы можем предположить, что группа G не является ло-
кально нильпотентной, а подгруппа H абелева и H содержит G-инвариантную
подгруппу V такую, что фактор-группа H/V — рационально неприводимая абе-
лева группа без кручения. Можно показать, что H содержит G-инвариантную
подгруппуW , для которой V ≤W иH/W является {r1, r2}-группой, где r1, r2 —
различные простые числа, отличные от p и q. Следовательно, группа G явля-
ется произведением двух собственных неабелевых подгрупп, содержащих под-
группу W . Если r0(H/V ) конечен, то и rp(H/V ) конечен. Отсюда мы получаем,
что оба ранга rp(V ) и rp(W ) бесконечны, что противоречит лемме 2.1(iii). Если
r0(H/V ) бесконечен, то r0(W/V ) также бесконечен, поскольку фактор-группа
H/W периодическая. Тогда rp(W/V ) бесконечен, поэтому ранг rp(W ) тоже бес-
конечен. Вновь получаем противоречие. Следовательно, charF = p > 0.

Согласно предложению 3.1 H — нильпотентная ограниченная p-группа и
p 6= q. Тогда по лемме 1.D.4 из [12] G = HQ, где H — нормальная подгруппа
группы G, H ∩Q = E, Q ' Cq∞ . Если подгруппа H неабелева, то ее централь-
ная размерность конечна. Если же подгруппа H абелева, то существует ее
конечное расширение H1, являющееся неабелевым, тем самым и в этом случае
центральная размерность подгруппы H конечна. В случае неабелевой подгруп-
пы H полагаем H1 = H. Таким образом, Q имеет бесконечную центральную
размерность. Если L — собственная G-инвариантная подгруппа группы H, то
LQ является собственной подгруппой группы G, причем centdimF LQ бесконеч-
на. Если подгруппа LQ неабелева, то согласно условию теоремы ранг rp(LQ)
конечен, значит, конечен ранг rp(L). Поскольку L является ограниченной ниль-
потентной p-группой, то L конечна. Следовательно, G/CG(L) конечна, и тогда
ранг rp(CG(L)) бесконечен. Поскольку Q ≤ CG(L), то G = H1CG(L). Ввиду по-
строения G 6= H1. Так как группа G не является почти абелевой, централизатор
CG(L) неабелев. Отсюда G = CG(L). Таким образом, L ≤ Z(G). Получили про-
тиворечие с тем, что подгруппа LQ неабелева. Следовательно, подгруппа LQ
абелева, а поскольку ранг rp(L) конечен и L ≤ H, то L конечна. В частности,
K = H ∩Z(G) является собственной подгруппой группы H. Значит, подгруппа
K конечна, и фактор-группа H/K не содержит собственных G-инвариантных
подгрупп. Отсюда следует, что H/K является минимальной нормальной под-
группой фактор-группы G/K. Поскольку H нильпотентна, то H/K является
элементарной абелевой p-группой. Теорема доказана.

Говорят, что группа G имеет конечный абелев секционный ранг, если каж-
дая абелева секция группы G имеет конечный p-ранг для всех p ≥ 0. Отметим,
что Бэр и Хайнекен [16] доказали, что для разрешимых (и даже для гиперабе-
левых) групп конечность абелева секционного ранга эквивалентна конечности
абелева подгруппового ранга (напомним, что группа G имеет конечный абе-
лев подгрупповой ранг, если все абелевы подгруппы группы G имеют конечный
p-ранг для всех p ≥ 0). В этом случае имеет место следующий результат.

Следствие 3.4. Пусть G ≤ GL(F,A) — неабелева разрешимая линейная
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группа бесконечного абелева секционного ранга. Предположим, что centdimF G
бесконечна. Если каждая собственная неабелева подгруппа бесконечного абе-
лева секционного ранга имеет конечную центральную размерность, то группа
G удовлетворяет следующим условиям:

(i) G = HQ, где H — нормальная подгруппа группы G, H∩Q = E, Q ' Cq∞
для некоторого простого числа q;

(ii) H является p-группой конечной центральной размерности, причем
charF = p, q 6= p;

(iii) K = H ∩ Z(G) — конечная подгруппа;
(iv) H/K — бесконечная элементарная абелева p-группа;
(v) H/K — минимальная нормальная подгруппа фактор-группы G/K.

Доказательство. Поскольку группа G разрешима и имеет бесконечный
абелев секционный ранг, существует простое число p, для которого rp(G) бес-
конечен. Для этого простого числа p верно, что любая собственная неабелева
подгруппа H бесконечного p-ранга имеет бесконечный абелев секционный ранг,
следовательно, H имеет конечную центральную размерность. Применим теперь
теорему 3.3. Следствие доказано.

В завершение этого раздела рассмотрим группы бесконечного специального
ранга. Говорят, что группа G имеет конечный специальный ранг r(G) = r, если
r является наименьшим числом с тем свойством, что каждая конечно порож-
денная подгруппа группы G может быть порождена не более чем r элементами.
Это определение введено А. И. Мальцевым [17]. Специальный ранг группы
иногда называют рангом Прюфера — Мальцева. Справедлива следующая

Теорема 3.5. Пусть G ≤ GL(F,A) — неабелева разрешимая линейная
группа бесконечного специального ранга. Предположим, что centdimF G бес-
конечна. Если каждая собственная неабелева подгруппа бесконечного специ-
ального ранга имеет конечную центральную размерность, то группа G удовле-
творяет следующим условиям:

(i) G = HQ, где H — нормальная подгруппа группы G, H∩Q = E, Q ' Cq∞
для некоторого простого числа q;

(ii) H является p-группой конечной центральной размерности, причем
charF = p, q 6= p;

(iii) K = H ∩ Z(G) — конечная подгруппа;
(iv) H/K — бесконечная элементарная абелева p-группа;
(v) H/K — минимальная нормальная подгруппа фактор-группы G/K.

Доказательство. Если G имеет бесконечный абелев секционный ранг, а
X — собственная неабелева подгруппа бесконечного абелева секционного ранга,
тоX имеет конечную центральную размерность. Тогда справедливость теоремы
следует из следствия 3.4. Поэтому предположим, что G имеет конечный абелев
секционный ранг.

Пусть U — нормальная подгруппа группы G такая, что фактор-группа
G/U — бесконечная почти абелева группа. Обозначим через V/U нормальную
абелеву подгруппу G/U , для которой фактор-группа G/V конечна. Поскольку
ранг r0(G) конечен, V/U содержит конечно порожденную подгруппу B/U , для
которой фактор-группа V/B периодическая. Если C/U = (B/U)G/U , то C/U
также конечно порождена. Предположим, что G/U имеет бесконечный специ-
альный ранг. Поскольку G имеет конечный абелев секционный ранг, отсюда
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следует, что p-подгруппы фактор-группы V/C черниковские для каждого про-
стого числа p. Таким образом, множество π(V/C) бесконечно. Если D/C явля-
ется силовской π(G/V )-подгруппой фактор-группы V/C, то фактор-группа V/D
имеет бесконечный специальный ранг и G/D = (V/D)(W/D), где V/D — нор-
мальная подгруппа группы G/D, (V/D) ∩ (W/D) = E, причем фактор-группа
W/D конечна и пересечение π(V/D)∩π(W/D) пусто. Тогда фактор-группа V/D
является произведением двух собственных G-инвариантных подгрупп V1/D и
V2/D бесконечного специального ранга. При этом подгруппы V1 и V2 можно
выбрать таким образом, чтобы подгруппы V1W и V2W являлись неабелевыми.
Следовательно, G = (V1W )(V1W ), что противоречит лемме 2.1(iii). Поэтому
группа G имеет конечную центральную размерность; противоречие с условием
теоремы. Отсюда вытекает, что фактор-группа G/U имеет конечный специаль-
ный ранг, а следовательно, специальный ранг подгруппы U бесконечен. Как и в
разд. 2, доказываем, что G/U ' Cq∞ для некоторого простого числа q. Как и в
теореме 3.3, G содержит нормальную нильпотентную подгруппу H такую, что
G/H ' Cq∞ для некоторого простого числа q. Если charF = 0, то H не имеет
кручения. Поскольку группа G имеет конечный абелев секционный ранг, то
r0(H) конечен. Отсюда вытекает, что H является группой без кручения конеч-
ного специального ранга и в этом случае G имеет конечный специальный ранг;
противоречие. Если charF = p > 0, то H является ограниченной p-группой.
Поскольку G имеет конечный абелев секционный ранг, то ранг rp(G) также ко-
нечен. Следовательно, подгруппа H конечна, и G имеет конечный специальный
ранг. Снова получаем противоречие. Теорема доказана.

В работе [4] построен пример 3.2 неабелевой разрешимой группы G ≤
GL(F,A) бесконечного ранга и бесконечной центральной размерности, у кото-
рой любая собственная неабелева подгруппа бесконечного ранга имеет конечную
центральную размерность.
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