
Сибирский математический журнал
Март—апрель, 2010. Том 51, № 2

УДК 512.542.6

О РАЗМЕРАХ КЛАССОВ СОПРЯЖЕННЫХ

ЭЛЕМЕНТОВ КОНЕЧНЫХ ГРУПП
Ц. Кун, С. Го

Аннотация. Изучено влияние на p-строение группы G некоторых арифметических
условий на размеры классов сопряженности элементов примарного или бипримар-
ного порядка конечной группы G. В частности, описано строение p-дополнений
группы G. Обобщены некоторые результаты из [1, 2].
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1. Введение

Все рассматриваемые в работе группы конечны. Если G — группа, то xG

обозначает класс сопряженных элементов, содержащий x, |xG| — размер класса
xG. Следуя [3], назовем число IndG(x) = |xG| = |G : CG(x)| индексом элемента
x в G. Остальные обозначения и термины стандартны, и читатель может найти
их в [4].

Хорошо известно, что между строением группы и размерами ее классов
сопряженных элементов существует глубокая связь, и имеется ряд результа-
тов, полученных при изучении строения групп, размеры классов сопряженных
элементов которых удовлетворяют некоторым арифметическим условиям. На-
пример, Ито в [5] показал, что если размеры классов сопряженных элементов
группы G образуют множество {1,m}, то G нильпотентна, m = pa для неко-
торого простого числа p и G = P × A, где P — силовская p-подгруппа в G и
A ⊆ Z(G). В [6] он же показал, что G разрешима, если множество размеров
классов сопряженных элементов группы G есть {1, n,m}. Другие авторы иссле-
довали строение конечной группы, заменяя условия на все классы сопряженно-
сти условиями, относящимися только к некоторым из этих классов. Например,
в [3] доказано, что группа G разрешима, если ее элементы, порядок которых
равен степени простого числа, имеют индексы, также равные степени простого
числа. В [7] Ли доказал, что конечная группа G разрешима, если G имеет ровно
два размера классов сопряженности элементов примарного порядка. Недавно
в [8] Беркович и Казарин описали группы, в которых индексы всех элементов
примарного или бипримарного порядка являются степенями простых чисел. В
настоящей заметке мы показываем, как можно получить ограничения на стро-
ение группы G или ее p-дополнений, накладывая некоторые арифметические
условия на размеры классов сопряженности элементов примарного или бипри-
марного порядка группы G.
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2. Основные определения
и предварительные результаты

В этом разделе сформулирован ряд лемм, которые потребуются для дока-
зательства основных результатов.

Лемма 2.1 [9, лемма 1.1]. Пусть N E G, x ∈ N и y ∈ G. Тогда
(i) |xN | | |xG|;
(ii) |(yN)G/N | | |yG|.

Лемма 2.2 [10, теорема 5]. Пусть G — конечная группа и p — простой
делитель числа |G|. Тогда в G нет p′-элементов примарного порядка, индексы
которых делятся на p, в том и только в том случае, когда G = P ×H, где P —
силовская p-подгруппа группы G и порядок группы H взаимно прост с p.

Лемма 2.3. Пусть G — группа. Простое число p не делит ни один из раз-
меров классов сопряженности элементов примарных порядков группы G тогда
и только тогда, когда силовская p-подгруппа группы G центральна.

Доказательство. По лемме 2.2 выполнено равенство G = P ×H, где P —
силовская p-подгруппа в G и порядок группы H взаимно прост с p. Остается
показать, что P абелева. Если y ∈ P, то p не делит |yG| = |G : CG(y)| по
условию. Значит, P ≤ CG(y), т. е. P абелева.

Лемму 2.3 можно считать обобщением следующего утверждения из [11, тео-
рема 33.4]. Пусть G — группа. Простое число p не делит ни один из размеров
классов сопряженных элементов группы G тогда и только тогда, когда силов-
ская p-подгруппа группы G центральна.

Лемма 2.4 [3, лемма 6]. Группа Op(G) содержит любой элемент группы
G, порядок и индекс которого являются степенями числа p.

Лемма 2.5 [12, гл. 5, теорема 3.4]. Пусть A×B — группа автоморфизмов
p-группы P , причем A — p′-группа и B — p-группа. Если A действует на CP (B)
тривиально, то A = 1.

Лемма 2.6 [13, теорема A]. Предположим, что G — конечная p-разреши-
мая группа и {1,m} — множество размеров p-регулярных классов сопряженных
элементов группы G. Тогда m = paqb, где q — простое число, отличное от p,
и a, b ≥ 0. Если b = 0, то G содержит абелево p-дополнение. Если b 6= 0, то
G = PQ×A, где P ∈ Sylp(G), Q ∈ Sylq(G) и A ≤ Z(G). Кроме того, если a = 0,
то G = P ×Q×A.

3. Основные результаты

Теорема 3.1. Пусть G — конечная группа. Размер класса сопряженности
любого p′-элемента примарного порядка группы G является p-числом тогда и
только тогда, когда G содержит абелево p-дополнение.

Доказательство. Сначала покажем, что G разрешима при выполнении
любого из условий, равносильность которых утверждается в теореме. Пред-
положим сначала, что размер класса сопряженности любого p′-элемента при-
марного порядка группы G является p-числом. По лемме 2.1 это свойство на-
следуется нормальными подгруппами и факторами, следовательно, применяя
индукцию по |G|, можем считать, что G — неабелева простая группа. Однако,
как утверждает теорема Бернсайда (см, например, [11, 15.2]), простая груп-
па не может содержать класса сопряженных элементов, размер которого равен
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степени простого числа, и, значит, требуемое доказано. Теперь предположим,
что G имеет абелево p-дополнение. Тогда G можно разложить в произведение
двух нильпотентных подгрупп, а именно абелева p-дополнения и силовской p-
подгруппы группы G. По теореме Кегеля — Виланда (см. [14, VI.4.3]) группа
G разрешима и в этом случае.

Предположим, что размер класса сопряженности любого p′-элемента при-
марного порядка группы G является p-числом. Проводя индукцию по |G|, по-
кажем, что G содержит абелево p-дополнение. Применяя лемму 3 из [8], легко
получаем, что Op(G) 6= 1. По индукции группа G/Op(G) содержит абелево p-
дополнение, а тогда его очевидным образом содержит и G.

Обратная импликация очевидна, достаточно заметить, что в силу разре-
шимости группы G любые два p-дополнения в G сопряжены, поэтому все они
абелевы.

Теорема доказана.

В [1] доказана следующая теорема. Пусть G — группа и наибольшая сте-
пень простого числа p, делящая индексы элементов группы G, равна pa. До-
пустим, что в G есть p-элемент, индекс которого в точности равен pa. Тогда
G содержит нормальное p-дополнение. Следующая теорема обобщает этот ре-
зультат.

Теорема 3.2. Пусть G — группа и наибольшая степень простого числа p,
делящая индексы элементов бипримарного порядка группы G, равна pa. До-
пустим, что в G есть p-элемент, индекс которого в точности равен pa. Тогда G
содержит нормальное p-дополнение.

Доказательство. По условию найдется p-элемент x группы G такой, что
[G : CG(x)] = pa. По лемме 2.4 получаем, что нормальное замыкание элемента
x будет p-группой, скажем группой H. Пусть Z = CG(H). Поскольку [G :
CG(x)] = pa, если y ∈ CG(x) и порядок элемента y — степень простого числа,
взаимно простая с p, то [CG(x) : CG(xy)] взаимно просто с p. В противном случае
pa+1 делило бы индекс элемента xy; противоречие. Однако CG(xy) = CG(x) ∩
CG(y), поскольку x и y имеют взаимно простые порядки и [x, y] = 1. Так как
число [CG(x) : CG(xy)] взаимно просто с p, можно считать, что CG(xy) содержит
силовскую p-подгруппу группы CG(x), скажем подгруппу P . Очевидно, что
H ∩ CG(x) ≤ H. Поскольку H нормальна в G, получаем, что H ∩ CG(x) ≤
Op(CG(x)) ≤ P . Таким образом, H ∩ CG(x) ≤ H ∩ P . В силу того, что

CG(xy) = CG(x) ∩ CG(y) ⊆ CG(y),

выполнено включение P ≤ CG(y), следовательно, H ∩ CG(x) ≤ H ∩ CG(y) или
CH(x) ≤ CH(y). Используя лемму 2.5, выводим, что CH(y) = H.

Таким образом, H централизует любой элемент из CG(x) примарного по-
рядка, взаимно простого с p. Отсюда можно вывести, что H централизует лю-
бой элемент из CG(x) порядка, взаимно простого с p. Это так, поскольку любой
элемент z из CG(x), порядок которого взаимно прост с p, можно записать в виде
z = z1z2 . . . zs, где порядок элемента zi — степень простого числа, отличного от
p, zi попарно коммутируют и zi ∈ CG(x).

Из равенства [G : CG(x)] = pa выводится, что [G : Z] — степень числа p.
Пусть w — некоторый p′-элемент примарного порядка в Z. В силу предыдущего
рассуждения число [CG(x) : CG(w)∩CG(x)] взаимно просто с p, но так как Z —
нормальная подгруппа в CG(x), число [Z : CZ(w)] тоже взаимно просто с p.
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Значит, каждый p′-элемент примарного порядка из Z имеет взаимно простой
с p индекс в Z, и тем самым по лемме 2.2 Z = K × P1, где порядок группы
K взаимно прост с p и P1 — силовская p-подгруппа в Z. Поскольку [G : Z] —
степень числа p, группа K является нормальным p-дополнением в G. Теорема
доказана.

Применяя теорему 3.2, можно получить следующий результат. Он может
рассматриваться как частичное обобщение теоремы B из [2].

Теорема 3.3. Пусть G — группа. Предположим, что множество размеров
классов сопряженности элементов бипримарного порядка и p′-элементов группы
G совпадает с {1, pa, n, pan}, где (p, n) = 1 и a > 0. Если в G есть p-элемент c
индексом, в точности равным pa, то G нильпотентна и n = qb для некоторого
простого числа q.

Доказательство. По теореме 3.2 в G есть нормальное p-дополнение, ска-
жем H. Для любого x ∈ H выполнено

|G : H||H : CH(x)| = |G : CG(x)||CG(x) : CH(x)|.

Если |xG| = 1 или pa, то H ⊆ CG(x) и, значит, |xH | = 1. Если |xG| = n или pan,
то из вышеприведенного равенства и того факта, что |xH | делит |xG|, вытекает,
что |xH | = n. Следовательно, размер класса сопряженности любого p′-элемента
группы G равен 1 или n, и по лемме 2.6 получаем, что n = pcqb для некоторого
простого числа q 6= p. Поскольку (p, n) = 1, имеем n = qb и, снова применяя
лемму 2.6, заключаем, что G нильпотентна. Теорема доказана.
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5. Itô N. On finite groups with given conjugate types. I // Nagoya Math. J.. 1953. N 6. P. 17–28.
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