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ЧАСТНЫЕ ИНДЕКСЫ УНИТАРНОЙ

И ЭРМИТОВОЙ МАТРИЦ–ФУНКЦИЙ

А. Ф. Воронин

Аннотация. Показано, что все частные индексы четной унитарной матрицы-функ-
ции порядка n > 1 равны нулю. Найдены новые эффективные достаточные условия
для существования канонической факторизации эрмитовой матрицы-функции по-
рядка два (когда все ее частные индексы равны нулю).
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Введение. Будем использовать следующие обозначения [1]: Ln×n — про-
странство n× n матриц-функций с элементами из L1(R), где R — расширенная
вещественная прямая R = (−∞,∞)∪{±∞}; f̂ — Фурье-образ матрицы-функции
f ∈ Ln×n:

f̂(p) =
∞∫

−∞

f(t)eipt dt, p ∈ R;

Wn×n — алгебра Винера непрерывных матриц-функций вида c + f̂ , где c —
постоянная матрица порядка n и f ∈ Ln×n; Wn×n

+ (Wn×n
− ) — подалгебра в

Wn×n, состоящая из матриц-функций вида c + f̂ таких, что f(t) = 0 при t < 0
(при t > 0).

Если A — некоторая алгебра, то через GA обозначим группу из обратимых
элементов в A.

Матрица G ∈ GWn×n допускает стандартную факторизацию, если она
представляется в виде следующего произведения матриц:

G(x) = G+(x)D(x)G−(x), x ∈ R, (0.1)

где G± ∈ GWn×n
± , D(x) — диагональная матрица-функция:

D(x) =
{(

x− i

x+ i

)κ1

, . . . ,

(
x− i

x+ i

)κn}
,

κ1 ≥ κ2 ≥ · · · ≥ κn — частные индексы матрицы G (целые числа), κ :=

Ind detG(t) =
n∑

j=1
κj — суммарный индекс матрицы G. Если κ1 = κ2 = · · · =

κn = 0 (D = I — единичная матрица), то G = G+G− — каноническая фактори-
зация матрицы-функции G.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Интеграционного проекта СО
РАН (№ 2009–93) и Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 10–01–
00384).
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Одной из первостепенных задач теории факторизации матриц-функций и
непосредственно связанных с ней теорий систем уравнений Винера — Хопфа, ха-
рактеристических систем сингулярных интегральных уравнений с ядром Коши,
является задача определения частных индексов матриц-функций [2, § 132–134;
3, § 5.1; 4, § 17; 5, § 5.3].

Кроме того, теория факторизации матриц-функций играет важную роль в
методе обратной задачи рассеяния [6, 7] и некоторых разделах теории вероят-
ностей [8].

К настоящему времени неизвестны методы вычисления частных индексов
матриц-функций общего вида. Однако для некоторых классов матриц-функций
они вычисляются. Известно, что частные индексы вычисляются для треуголь-
ных и рациональных матриц-функций (теория факторизации этих матриц-функ-
ций хорошо изучена), а также для эрмитовых положительно определенных
матриц-функций, последние имеют все нулевые частные индексы [9; 10, § 8].

В [11–13] приведены критерии канонической факторизации эрмитовой ма-
трицы-функции второго порядка (в общем случае), унитарной и круговой ма-
трицы-функции соответственно. Отметим, что приведенные в [11–13] критерии
не эффективны. Проверка условий этих критериев также является проблемой.

В данной работе в теореме 2 показано, в частности, что все частные индек-
сы четной унитарной матрицы-функции порядка n > 1 равны нулю. В теореме 3
найдены эффективные достаточные условия существования канонической фак-
торизации эрмитовой матрицы-функции порядка n = 2. Эти условия дополня-
ют достаточные условия существования канонической факторизации эрмитовой
матрицы-функции в [9; 10, теорема 8.1; 14]. Кроме того, в работе предложены
два критерия существования канонической факторизации. Критерии эффек-
тивны по крайней мере для положительно определенных матриц-функций и
четных унитарных матриц-функций. Для матриц-функций общего вида крите-
рии имеют лишь теоретическое значение.

Перейдем к формулировкам двух непосредственно используемых в работе
хорошо известных утверждений (см. [10, теоремы 7.2, 7.3]).

Теорема 1. Пусть
G ∈ GWn×n. (0.2)

Тогда матрица-функция G допускает стандартную факторизацию (0.1).

Лемма 1. Пусть выполнено условие (0.2) и суммарный индекс матрицы G
равен нулю (κ = 0). Тогда любая другая стандартная факторизация матрицы
G(x) имеет следующий вид:

G(x) = G̃+(x)D(x)G̃−(x), x ∈ R, (0.3)

где

G̃± ∈ GWn×n
± , G̃+(x) = G+(x)�+(x), G̃−(x) = �−(x)G−(x). (0.4)

При этом если все частные индексы равны нулю, то � := �− = �−1
+ — произ-

вольная невырожденная постоянная матрица.
В противном случае (когда не все частные индексы равны нулю) �± — ра-

циональные матрицы-функции из GWn×n
± соответственно и выполняются сле-

дующие соотношения:
1) ω+

jk(x) ≡ 0 при κk > κj ;
2) ω+

jk(x) = constj при κk = κj ;
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3) ω+
jk(x) — произвольный полином от (x− i)/(x+ i) степени ≤ κj − κk при

κk < κj .
Здесь ω+

jk(x) (j, k = 1, . . . , n) — элементы матрицы �+(x),

�−(x) = D−1(x)�−1
+ (x)D(x), x ∈ R. (0.5)

Из леммы 1 следует, что матрица �+(x) при условии, что не все частные
индексы матрицы G(x) равны нулю, имеет следующий общий вид:

�+(x) =


Q1 ∗ . . . ∗
0 Q2 . . . ∗
0 . . . Qj ∗
0 0 . . . Qm

 , (0.6)

где Qj — произвольная невырожденная постоянная квадратная матрица, поря-
док которой mj равен кратности индекса κj (j = 1, . . . ,m ≤ n). Звездочками
помечены места, на которых находятся матрицы с элементами, являющимися
произвольными многочленами от (x− i)/(x+ i) соответствующих степеней.

Очевидно, что матрицы �±(x) верхние треугольные при κk 6= κj , j 6= k
(j, k = 1, . . . , n). В частности, для n = 2 матрица �+(x) имеет следующий
общий вид:

�+(x) =
(
c1 P (x)
0 c2

)
,

где c1, c2 — произвольные постоянные (c1c2 6= 0), P (x) — произвольный полином
от (x− i)/(x+ i) степени не выше κ1 − κ2.

Пусть матрица-функция G удовлетворяет условиям леммы 1 и среди ее
частных индексов существует хотя бы один отличный от нуля. Тогда для та-
кой матрицы G(x) будем обозначать через Kn множество (набор) ее частных
индексов. Таким образом, Kn = {κ1, κ2, . . . , κn}, где κ1 ≥ κ2 ≥ · · · ≥ κn. Через
P+(R;Kn) обозначим класс рациональных матриц-функций вида (0.6), отве-
чающих набору Kn. Положим

P
+(Kn) := {�+(∞) : �+ ∈P+(R;Kn)}.

Каждому наборуKn соответствует класс постоянных матрицP+(Kn). Из (0.6)
вытекает, что I, V ∈ P+(Kn), I1 /∈ P+(Kn) для любого набора Kn, где V —
верхняя треугольная постоянная неособенная матрица порядка n, I1 — матрица
порядка n, состоящая из нулей, за исключением неглавной диагонали, которую
заполняют единицы.

Легко видеть, что матрица I1 обладает следующими свойствами:

I = I2
1 , I−1

1 = IT1 = I1,

где T — знак транспонирования.
Отметим важное свойство класса P+(Kn). Из (0.6) можно видеть, что

ω+
n1 = 0, где

(
ω+
kj

)
≡ �+(∞) ∈ P+(Kn). Тогда, положив (bkj) := �+(∞)I1,

имеем
bnn = 0 (ω+

n1 = 0) (0.7)

для любого набора Kn.
Приведем достаточно элементарный критерий канонической факторизации

матрицы-функции общего вида, который вытекает из леммы 1. Кроме того,
что критерий имеет самостоятельное значение, идея его доказательства лежит
в основе доказательств основных результатов данной работы.
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Критерий 1. Пусть выполнено условие (0.2) и суммарный индекс матри-
цы G(x) равен нулю (κ = 0). Положим(

ω+
kj

)
:= G−1

+ (∞)G̃+(∞), (0.8)

где G̃+ и G+ — факторы в факторизациях (0.3) и (0.1) соответственно. Тогда
если ω+

n1 6= 0, то факторизация (0.1) каноническая (D = I).
Верно и обратное утверждение. Если матрица G(x) допускает канониче-

скую факторизацию (0.1) (D = I), то существует другая каноническая факто-
ризация (0.3) (D = I) такая, что ω+

n1 6= 0 в (0.8).

Доказательство. Пусть ω+
n1 6= 0. Предположим противное: матрица-

функция G не допускает канонической факторизации. Из (0.8) и первого равен-
ства в (0.4) получим

(
ω+
kj

)
∈ P+(Kn). Тогда из (0.7) следует противоречивая

цепочка 0 6= ω+
n1 = 0. Значит, принятое предположение, что D 6= I, неверно.

Вторая часть критерия (обратное утверждение) непосредственно вытекает
из первой части леммы 1.

Из критерия 1 легко видеть, что для его практического использования до-
статочно показать, что ω+

n1 6= 0. Но мы не имеем априорной информации о
матрицах G+(∞), G̃+(∞) в общем случае. Однако об их произведении, мат-
рице (ω+

kj), априорную информацию можно получить, если исходная матрица-
функция G(x) обладает определенной симметрией. Например, если G(x) —
четная унитарная или эрмитова положительно определенная матрица, то в этих
случаях устанавливается, что ω+

n1 6= 0.

1. Основные результаты. В данном пункте сформулируем основные ре-
зультаты работы. Доказательства результатов (критерия 2 и теорем 2, 3) будут
представлены в пп. 2–4 настоящей работы.

Критерий 2. Если выполнено условие (0.2) и G(∞) = I, то матрица-
функция G допускает каноническую факторизацию тогда и только тогда, когда
существуют матрицы-функции A± такие, что

A± ∈ GWn×n
± , A±(∞) = I,

и справедливо одно из следующих двух равенств:
(i) G(x) = A+(x)G∗(x)A−(x), x ∈ R, G∗ ≡ G

T
,

либо
(ii) G(x) = A+(x)G

⊥
(−x)A−(x), x ∈ R, G⊥ ≡ (GT )−1.

Легко видеть, что если A± = I, то критерий 2(i) следует из [9]. Из крите-
рия 2(ii), что важно для его практической ценности, вытекает

Теорема 2. Пусть выполнено условие (0.2). Если

G(x) = G
⊥

(−x), x ∈ R, (1.1)

то матрица G(x) допускает каноническую факторизацию (D = I).

Отметим, что для четной унитарной матрицы условие (1.1) выполняется.
Теорема 2 анонсирована в [15].
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Следствие. Пусть выполнено условие (0.2) и матрица-функция G кру-
говая, G(x)G(x) = I, x ∈ R. Если, кроме того, G(x) = GT (−x), x ∈ R, то
матрица-функция G допускает каноническую факторизацию.

Легко видеть, что эрмитова матрица-функция из класса GW 2×2 имеет сле-
дующий общий вид:

G(x) =
(
g11(x) g12(x)
g12(x) g22(x)

)
, (1.2)

где
gkj ∈W 1×1, Im gjj(x) = 0, k, j = 1, 2, detG(x) 6= 0, x ∈ R. (1.3)

Для вычисления частных индексов матрицы (1.2) представляет интерес лишь
случай detG(x) < 0, x ∈ R, так как при detG(x) > 0 частные индексы матри-
цы (1.2) равны нулю [9]. Имеет место

Теорема 3. Пусть для матрицы G(x) в (1.2) выполнено условие (1.3) и
g11 = −g22. Тогда если функции g11 и g12 четные, т. е. g11(x) = g11(−x),
g12(x) = g12(−x), то все частные индексы матрицы-функции G равны нулю.

2. Доказательство критерия 2. Из условия (i) либо (ii) следует, что
суммарный индекс матрицы G(x) равен нулю.

Начнем с доказательства достаточности условия (i). Предположим, что
матрица-функция G не допускает канонической факторизации. Тогда из усло-
вия (i) и факторизации (0.1) получим

G+(x)D(x)G−(x) = A+(x)G
T
−(x)D(x)G

T
+(x)A−(x), x ∈ R. (2.1)

Положим
D1(x) := I1D(x)I1.

Непосредственно убеждаемся, что

D1(x) =
{(

x− i

x+ i

)−κn
, . . . ,

(
x− i

x+ i

)−κ1}
, −κn ≥ · · · ≥ −κ1. (2.2)

Из (2.1), (2.2) и очевидного равенства I−1
1 = I1 получим

G+(x)D(x)G−(x) = A+(x)G
T
−(x)I1D1(x)I1G

T
+(x)A−(x), x ∈ R. (2.3)

Можно видеть, что левая и правая части равенства (2.3) являются стандартны-
ми факторизациями матрицы G(x). Тогда из (2.3) по теореме единственности
для частных индексов [5, теорема 5.4; 10, теорема 7.1] имеем D1 = D, а по
лемме 1 (первое равенство в (0.4)) из (2.3) следует, что

G+(x)�+(x) = A+(x)G
T
−(x)I1, x ∈ R (2.4)

где �+(x) — некоторая матрица из P+(R;Kn). Рассмотрев равенство (2.4) в
точке x = ∞, после элементарных преобразований получим

(akj) := G−(∞)G
T
−(∞) = �+(∞)I1 := (bkj) (2.5)

ввиду того, что
A+(∞) = I, G+(∞)G−(∞) = I (2.6)
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по условию. Из (2.5), (0.7) и условия невырожденности матрицы G−(∞) следует
невозможная цепочка соотношений:

0 6=
n∑

j=1

∣∣g−nj(∞)
∣∣2 = ann = bnn = 0,

где g−kj (k, j = 1, . . . , n) — элементы матрицы-функции G−. Следовательно,
предположение, что матрица-функция G не допускает канонической фактори-
зации неверно ввиду полученного противоречия.

Доказательство достаточности условия (ii) проведем по аналогии с доказа-
тельством достаточности условия (i). Непосредственно убеждаемся, что

D1(x) = I1D(x)I1 = I1D
⊥

(−x)I1.

Тогда из условия (ii) и выражения для факторизации матрицы G(x) в (0.1)
получим

G+(x)D(x)G−(x) = A+(x)G
⊥
+(−x)I1D1(x)I1G

⊥
−(−x)A−(x), x ∈ R. (2.7)

По теореме единственности для частных индексов и лемме 1 (первое равенство
в (0.4)) из (2.7) следует, что

D1 = D, G+(x)�+(x) = A+(x)G
⊥
+(−x)I1, x ∈ R, (2.8)

где �+(x) — некоторая матрица из P+(R;Kn). Из второго равенства в (2.8)
при x = ∞ с учетом (2.6) и равенства G±(−∞) = G±(∞) после элементарных
преобразований получим (2.5). Далее доказательство полностью повторяет до-
казательство достаточности условия (i) начиная с равенства (2.5).

Необходимость условий (i) и (ii) очевидна. Критерий 2 доказан.

3. Доказательство теоремы 2. В частном случае, когда G(∞) = I,
теорема 2 непосредственно вытекает из критерия 2(ii) при A± = I.

В общем случае (G(∞) 6= I) матрица-функция G1(x) := G(x)G−1(∞) удо-
влетворяет условию (1.1) и G1(∞) = I. Тогда для G1(x) теорема 2 выполняется
согласно критерию 2(ii) при A± = I. Теорема 2 доказана.

4. Доказательство теоремы 3. Положим

U(x) :=
1

d(x)

(
u1(x) u2(x)
−ū2(x) u1(x)

)
, (4.1)

где u1, u2 ∈W 1×1, Imu1 = 0, u1(x) = u1(−x), u2(x) = u2(−x),

d(x) = ((u1(x))2 + |u2(x)|2)1/2 6= 0, x ∈ R.

Тогда можно видеть, что матрица U в (4.1) удовлетворяет условию (1.1) и,
следовательно, для нее справедлива теорема 2. Значит, все частные индек-
сы матрицы U(x) равны нулю. Следовательно, все частные индексы матрицы
G(x) := d(x)I2U(x), где I2 = {1,−1} — диагональная матрица, также равны
нулю ввиду того, что Ind d(x) = 0 по построению. Теорема 3 доказана.
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