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РЕШЕНИЕ ОДНОЙ ЗАДАЧИ БУЗЕМАНА

В. Н. Берестовский

Аннотация. Дается решение задачи, поставленной Буземаном: определить такие
некомпактные G-пространства Буземана, что для любых их двух геодезических
существует движение, переводящее первую во вторую. Доказывается, что каждое
такое пространство изометрично евклидову пространству или одному из некомпакт-
ных римановых симметрических пространств ранга 1 (отрицательной секционной
кривизны).

Ключевые слова: G-пространство Буземана, геодезическая, асферичное одно-
родное риманово многообразие, группа Ли с левоинвариантной метрикой, геодези-
чески орбитальное пространство, однородное изотропное риманово многообразие,
евклидово пространство, риманово симметрическое пространство ранга один.

Введение

В работе [1] Буземан доказал, что если для двух геодезических компактно-
гоG-пространства Буземана [2] существует движение (изометрия), переводящая
первую из них во вторую, то пространство изометрично одному из компактных
римановых симметрических пространств ранга 1: сфере Sn, n ≥ 1, вещественно-
му проективному пространству Pn(R), n ≥ 2, комплексному проективному про-
странству Pn(C), n ≥ 2, кватернионному проективному пространству Pn(Q),
n ≥ 2, или проективной плоскости Кэли P 2(Cay) [3, 4]. Он поставил следую-
щую задачу в [2, п. 54].

Задача 1. Определить такие некомпактныеG-пространства Буземана, что
для любых их двух геодезических существует движение, переводящее первую
во вторую.

В данной работе доказывается, что каждое такое пространство изометрич-
но евклидову пространству или одному из некомпактных римановых симметри-
ческих пространств ранга 1 (отрицательной секционной кривизны): простран-
ству Лобачевского (вещественному гиперболическому пространству) Hn(R),
n ≥ 2, комплексному гиперболическому пространству Hn(C), n ≥ 2, кватер-
нионному гиперболическому пространству Hn(Q), n ≥ 2, или гиперболической
плоскости Кэли H2(Cay) [4].

Аксиомы G-пространства Буземана приводятся в [2, с. 54, 55]. Коротко
такое пространство можно определить как метрически полное локально ком-
пактное пространство с внутренней метрикой со свойствами локальной продол-
жаемости кратчайших (отрезков) и их неналегания. Последнее означает, что
из двух продолжений нетривиальной кратчайшей за один и тот же конец одно
содержит другое.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 08–01–00067) и проекта «Квазиконформный анализ и геометрические
аспекты теории операторов».
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Отметим, что основное условие из задачи 1: условие транзитивности
группы движений на множестве геодезических, существенно слабее, чем усло-
вие двухточечной однородности [4] или, в другой терминологии, двойной тран-
зитивности группы движений [2]. При последнем условии результаты являют-
ся классическими. Их доказали Ван-Сян-Чжун для всех компактных и нечетно-
мерных некомпактных G-пространств Буземана [5, 6] и Титс для четномерных
некомпактных пространств Буземана [7]. Автор не использует их результаты в
этой работе.

1. Однородность

Лемма 1. Всякое локально изометричное отображение (конечного или
бесконечного) интервала или отрезка числовой прямой в G-пространство Бузе-
мана (M,ρ) допускает единственное продолжение до локально изометричного
отображения γ = γ(s), s ∈ R, в (M,ρ).

Доказательство следует из свойств локальной продолжаемости кратчай-
ших, неналегания кратчайших и полноты G-пространства Буземана. �

Образ отображения γ из леммы 1 Буземан называет геодезической.
Далее всегда рассматривается (метрическое) пространство (M,ρ), удовле-

творяющее всем условиям задачи 1, и G обозначает группу всех движений про-
странства (M,ρ). Напомним, что орбита точки x ∈M относительно группы G
есть множество O(G, x) = {g(x) | g ∈ G}. Если пространство (M,ρ) одномерно
и некомпактно, то оно изометрично числовой прямой R со стандартной метри-
кой ρ(x, y) = |x − y|. Поэтому в дальнейшем предполагается, что (M,ρ) имеет
топологическую размерность, не меньшую двух. Но заранее конечномерность
не предполагается.

Предложение 1. Верно одно из следующих трех утверждений:
1) каждая геодезическая � допускает в точности две параметризации γ1, γ2

длиной дуги таких, что для некоторого движения f пространства (M,ρ)

f(γ1(s)) = γ1(−s), f(γ2(s)) = γ2(−s) для всех s ∈ R;

2) существует нетривиальный сдвиг геодезической � , т. е. движение f такое,
что f(γ(s)) = γ(s+s0) для некоторой параметризации γ геодезической � длиной
дуги, некоторого s0 6= 0 и всех s ∈ R;

3) пространство (M,ρ) однородно.
Доказательство. Предположим, что утверждения 1 и 2 неверны.
Возьмем произвольную точку x0 ∈ M . Вследствие (существования и) ло-

кальной единственности кратчайших в G-пространстве Буземана существует
положительное число r = r(x0) такое, что любые две точки x, y из замкнутого
шара B(x0, r) можно соединить единственной кратчайшей (сегментом) [x, y] в
(M,ρ). Мы будем различать сегменты [x, y] и [y, x], если x 6= y, т. е. рассматри-
вать (невырожденные) ориентированные сегменты.

Вследствие леммы 1 и транзитивности группы G на множестве всех геоде-
зических, каждый сегмент [x0, x], где x — точка на сфере S(x0, r), можно отоб-
разить на некоторый сегмент вида [γ(s1), γ(s1 + r)] ⊂ � или [γ(s2), γ(s2− r)] ⊂ �
посредством некоторого движения f1 ∈ G или f2 ∈ G. Если хотя бы для одной
точки x ∈ S(x0, r) выполняется и то и другое, то для движения f = f2 ◦ f−1

1 по-
лучаем f(γ(s)) = γ(s0− (s− s0)), где s0 = (s1 + s2)/2) и, вводя параметризацию
γ1(s) = γ(s − s0), — что f(γ1(s)) = γ1(−s). При этом не существует движения
h ∈ G и числа t0 6= 0 таких, что h(γ1(s)) = γ(t0− (s− t0)) для всех s ∈ R. Иначе
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(f ◦ h)(γ1(s)) = γ1(s− 2(t0)) для всех s ∈ R и то же для параметризации γ, что
противоречит предположению.

Если хотя бы для одной точки x ∈ S(x0, r) сегмент [x0, x] можно отоб-
разить на сегменты вида [γ(s1), γ(s1 + r)] ⊂ � и [γ(s2), γ(s2 + r)] ⊂ � (или
[γ(s1), γ(s1− r)] ⊂ � и [γ(s2), γ(s2− r)] ⊂ � ), где s1 < s2, посредством некоторых
движений f1 ∈ G и f2 ∈ G, то f = f1 ◦ f−1

2 сдвигает геодезическую � по себе
посредством формулы f(γ(s)) = γ(s− (s2− s1)); опять получим противоречие с
предположением.

Значит, для каждой точки x ∈ S(x0, r) существует единственный ориенти-
рованный сегмент [γ(s(x)), γ(s(x) + r)] (или [γ(s(x)), γ(s(x)− r)]) геодезической
� , являющийся образом ориентированного сегмента [x0, x] для некоторой изо-
метрии пространства (M,ρ), и тем самым определена функция s : S(x0, r) → R.

Обозначим черезX+ (соответственно черезX−) множество всех x ∈ S(x0, r)
таких, что f([x0, x]) = [γ(s(x)), γ(s(x) + r)] (соответственно f([x0, x]) = [γ(s(x)),
γ(s(x)− r)]) для некоторого движения f ∈ G. Вследствие сделанных предполо-
жений для каждой точки x ∈ S(x0, r) существует единственная «диаметраль-
но противоположная» точка x′ = inv(x) ∈ S(x1, r) такая, что ρ(x, x′) = 2r и
x0 ∈ [x, x′]. Ясно тогда, что s(x′) = s(x) и x′ ∈ X− (соответственно x′ ∈ X+),
если x ∈ X+ (соответственно x ∈ X−). Следовательно, множества X+ и X−

непусты, не пересекаются, и их объединение совпадает с S(x0, r).
Известно, что всякое G-пространство Буземана конечно компактно, т. е.

всякое его ограниченное замкнутое подмножество компактно. Утверждается,
что множество s(S(x0, r)) не ограничено. Иначе вследствие конечной компакт-
ности пространства (M,ρ) из всякой последовательности движений gn ∈ G,
для которой множество расстояний ρ(x0, gn(x0)) ограничено, можно выбрать
сходящуюся подпоследовательность gn(k) ∈ G (в том смысле, что для каждой
точки x ∈ M последовательность точек gn(k)(x) сходится). Тогда нетрудно по-
казать, что функция s = s(x), x ∈ S(x0, r), непрерывна и оба множества X+

и X− замкнуты. Этого не может быть, так как они непусты, не пересекаются,
их объединение совпадает с S(x0, r), а множество S(x0, r) компактно, связно и
локально связно, т. е. является локально связным континуумом, если тополо-
гическая размерность пространства (M,ρ) больше единицы.

Рассуждая, как в предыдущем абзаце, нетрудно показать, что функция
s = s(x), x ∈ S(x0, r), собственная, т. е. прообраз всякого компактного под-
множества числовой прямой относительно этой функции компактен. Поэтому
функция s(x) непрерывна на прообразе каждого ограниченного подмножества
числовой прямой.

Существует хотя бы одна точка x ∈ X+ (соответственно x ∈ X−), являю-
щаяся предельной точкой множества X− (соответственно X+); при этом вслед-
ствие рассуждений, аналогичных рассуждениям из предыдущего абзаца, для
каждого натурального числа n существует окрестность On(x) точки x в S(x0, r)
такая, что для каждой точки z ∈ On(x) ∩X− (соответственно z ∈ On(x) ∩X+)
выполнено неравенство |s(z)| ≥ n. Аналогично доказывается, что если точ-
ка x ∈ X+ (соответственно x ∈ X−) является неизолированной точкой мно-
жества X+ (соответственно X−), то для каждого натурального числа n су-
ществует окрестность On(x) точки x в S(x0, r) такая, что для каждой точки
z ∈ On(x) ∩ X+ (соответственно z ∈ On(x) ∩ X−) выполнено |s(z)| ≥ n или
s(x)− 1/n ≤ s(z) ≤ s(x) + 1/n.

Ясно, что x, y ∈ X+ (соответственно x, y ∈ X−) и s(x) = s(y) тогда и
только тогда, когда существует элемент g из стабилизатора Gx0 точки x0 в
группе G такой, что g(x) = y. Определенное выше отображение inv : S(x0, r) →
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S(x0, r) непрерывно, inv ◦ inv — тождественное отображение, g ◦ inv = inv ◦g и
g(x) 6= inv(x) для любых элементов g ∈ Gx0 , x ∈ S(x0, r). Поэтому формула
(g, 0)(x) = g(x) (соответственно (g, 1)(x) = (g ◦ inv)(x)) определяет действие
группы H := Gx0 × Z2 на сфере S(x0, r). Группа H компактна относительно
метрики

d(h1, h2) = max
x∈S(x0,r)

ρ(h1(x), h2(x)),

а отображение σ : (H, d) × S(x0, r) → S(x0, r), где σ(h, x) = h(x), непрерыв-
но. Поэтому каждая орбита O(H,x) = σ(H,x), x ∈ S(x0, r), компактна. Пусть
p : S(x0, r) → S(x0, r)/H = Z — соответствующее фактор-отображение на про-
странство орбит. Тогда формула

ρ1(z1, z2) = min
x1∈p−1(z1), x2∈p−1(z2)

ρ(x1, x2)

задает метрику на Z с топологией, совпадающей с фактор-топологией на фак-
тор-множестве Z, и отображение p : (S(x0, r), ρ) → (Z, ρ1) непрерывно.

Нам потребуются некоторые определения и результаты из книги [8]. То-
пологическое пространство называется дугообразно связным (д.с.), если любую
пару его точек можно соединить дугой, т. е. подпространством, гомеоморфным
конечному замкнутому отрезку числовой прямой. Оно называется локально ду-
гообразно связным (л.д.с.), если для каждой его точки любая ее окрестность
содержит л.д.с. окрестность той же точки. Теорема Мазуркевича — Мура —
Менгера [8, с. 259, теорема 1] утверждает, что всякое полное локально связное
метрическое пространство является л.д.с. Теорема 5 [8, с. 262] утверждает, что
непрерывный образ локально связного континуума есть локально связный кон-
тинуум. Поэтому полное метрическое пространство локально дугообразно связ-
но тогда и только тогда, когда оно линейно связно. Ясно, что связное л.д.с. —
пространство д.с. Из теоремы Мазуркевича — Мура — Менгера и упомяну-
той теоремы 5 следует, что непрерывный (метрический) образ Z = p(S(x0, r))
локально связного континуума S(x0, r) есть локально дугообразно связный кон-
тинуум.

Существует единственное инъективное отображение s̄ : Z → R такое, что
s̄ ◦ p = s. На основании сказанного выше ограничение отображения s̄ на (ком-
пактный) прообраз s̄−1(K) произвольного компактного подмножества K ⊂ R
является гомеоморфизмом на образ s̄(s̄−1(K)). Поэтому существует непрерыв-
ное биективное отображение φ = s̄−1 : s̄(Z) = C0 → Z замкнутого неограни-
ченного подмножества C0 ⊂ R на локально дугообразно связный, дугообразно
связный континуум Z, ограничение которого на каждое компактное подмноже-
ство является гомеоморфизмом.

Отсюда нетрудно вывести, что если функция s(x0, ·) не ограничена снизу
(соответственно сверху), то s(x0, S(x0, r)) содержит бесконечный идущий влево
(соответственно вправо) интервал, причем существует единственная точка c0 ∈
C0 такая, что образ s̄(O(φ(c0))) всякой достаточно малой связной окрестности
O(φ(c0)) точки φ(c0) в Z имеет вид

s̄(O(φ(c0))) = (−∞, b0) ∪ ((c0 − ε, c0 + ε) ∩ C0), −∞ < b0 < c0 − ε < c0,

соответственно существует единственная точка d0 ∈ C0 такая, что образ
s̄(O(φ(d0))) всякой достаточно малой связной окрестности O(φ(d0)) точки φ(d0)
в Z имеет вид

s̄(O(φ(d0))) = (a0,+∞) ∪ ((d0 − ε, d0 + ε) ∩ C0), d0 < d0 + ε < a0.
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Следовательно, если одновременно функции s(x0, ·) и s(x1, ·), где x1 ∈ M ,
не ограничены снизу (соответственно сверху), то аналогичное множеству C0
множество C1 содержит интервал (−∞, b1) (соответственно (a1,+∞)), так что
C0 ∩ C1 непусто. Если c ∈ C0 ∩ C1, то по построению существуют движения
f0, f1 ∈ G такие, что f0(x0) = γ(c) = f1(x1). Тогда

(
f−1
1 ◦ f0

)
(x0) = x1 и

O(G, x0) = O(G, x1). Следовательно, пространство (M,ρ) имеет не более двух
орбит группы G. Так как пространство (M,ρ) связно, а каждая орбита за-
мкнута, то все пространство (M,ρ) является одной орбитой группы G, т. е.
пространство (M,ρ) однородно. �

Теорема 1. Пространство (M,ρ) однородно.
Доказательство. Предположим, что верно утверждение 2 из предложе-

ния 1, но первое его утверждение не верно. Тогда утверждение 2 верно для
любого числа s0 ∈ R (и вследствие транзитивности группы G на множестве всех
геодезических пространство (M,ρ) однородно). Иначе существует наименьшее
положительное число s0 из утверждения 2. Тогда аналогично доказательству
предложения 1 для каждой точки x0 ∈ M и некоторого числа r > 0 корректно
определены функция s(x0, x) : S(x0, r) → R/s0Z и непустые непересекающиеся
множества X+ и X−, покрывающие S(x0, r). Так как окружность R/s0Z ком-
пактна, рассуждая аналогично доказательству предложения 1, получим, что
функция s(x0, ·) непрерывна, а множества X+ и X− замкнутые, непустые, не
пересекаются и покрывают связное пространство S(x0, r); противоречие.

На основании предложения 1 остается рассмотреть случай, когда верно
утверждение 1 предложения 1. Произвольно выберем геодезическую � и ее па-
раметризацию γ(s), s ∈ R, совпадающую с одной из параметризаций γ1, γ2 из
утверждения 1 предложения 1. Из предположения следует, что для каждой
точки x0 ∈ M , не лежащей в орбите O(G, γ(0)), и произвольного числа r > 0
аналогично доказательству предложения 1 можно корректно определить поло-
жительную функцию s(x0, x) : S(x0, r) → R+ и непустые непересекающиеся
множества X+ и X−, покрывающие S(x0, r). Теперь проходят все дальней-
шие рассуждения из доказательства предложения 1 и мы получаем, что если
O(G, γ(0)) 6= M , то дополнение к орбите O(G, γ(0)) в M будет одной орбитой
группы G. Но это невозможно, так как обе орбиты замкнуты, а пространство
(M,ρ) связно. �

2. Прямые G-пространства Буземана

Лемма 2. Из каждой точки x некомпактного G-пространства Буземана
(M,ρ) исходит геодезический луч пространства, т. е. множество, изометричное
замкнутой полупрямой числовой прямой.

Доказательство. Если пространство некомпактно, то существует после-
довательность точек xn ∈ M , для которой ρ(x, xn) → +∞. Точки x, xn мож-
но соединить некоторой кратчайшей (сегментом) [x, xn] в (M,ρ). Используя
конечную компактность пространства и диагональный метод Кантора, можно
выбрать подпоследовательность xn(k) последовательности xn такую, что сегмен-
ты [x, xn(k)] сходятся к некоторому геодезическому лучу L пространства (M,ρ)
с началом x. Это значит, что для каждого числа r ≥ 0 и достаточно больших
чисел k точки сегментов [x, xn(k)], отстоящие от точки x на расстоянии r, схо-
дятся при k → +∞ к точке луча L, отстоящей от точки x на расстоянии r, и
всякая точка луча L получается таким образом. �

Определение 1. G-пространство Буземана прямое, если каждая его гео-
дезическая изометрична числовой прямой.
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Теорема 2. Пространство (M,ρ) прямое.

Доказательство. Пусть x0 — произвольная точка из M . Вследствие лем-
мы 2 точка x0 является началом некоторого луча L. Существует последова-
тельность точек xn ∈ L такая, что rn = ρ(x0, xn) → ∞. Вследствие теоремы 1
найдутся элементы gn ∈ G такие, что gn(xn) = x0. Тогда луч Ln = gn(L) со-
держит точку x0, находящуюся на расстоянии rn от конца луча Ln. Так как
rn → +∞, аналогично доказательству леммы 2 из последовательности лучей
Ln можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к некоторой прямой
пространства (M,ρ). Следовательно, пространство (M,ρ) прямое. �

Таким образом, далее можно говорить «прямая» вместо «геодезическая».

3. Геодезические

В работе [9] доказано, что группа G всех движений любого однородного G-
пространства Буземана (M,ρ) является группой Ли (теорема 3) и компонента
связности единицы Ĝ группы G действует транзитивно на M (теорема 2). Суще-
ствует гомеоморфизм пространства (M,ρ) на фактор-многообразие G/Gx (или
Ĝ/Ĝx), где Gx (соответственно Ĝx) — стабилизатор некоторой точки x ∈ M в
группе G (соответственно Ĝ) такой, что пространство (M,ρ) естественно отож-
дествляется с (вещественно-аналитическим) многообразием (G/Gx, ρ) (соответ-
ственно (Ĝ/Ĝx, ρ)) с инвариантной относительно канонического левого действия
группы G (соответственно Ĝ) метрикой ρ (теорема 4).

В рассматриваемом нами случае пространство M = (M,ρ) прямое, следо-
вательно, стягиваемое и поэтому все его гомотопические группы πi(M), i ≥ 1,
нулевые. В другой терминологии, M асферично (πi(M) = 0, i ≥ 2) и одно-
связно (π1(M) = 0). Известно, что всякая связная группа Ли диффеоморфна
прямому произведению любой ее максимальной компактной подгруппы и ев-
клидова пространства [10]. Отсюда и из стягиваемости M следует, что Ĥ :=
Ĝx — максимальная компактная подгруппа в Ĝ, а пространство M гомеоморф-
но вещественно-аналитическому многообразию Ĝ/Ĥ, диффеоморфному евкли-
дову пространству.

Так как группа H = Gx компактна, однородное пространство G/H допус-
кает G-инвариантный метрический тензор µ. Пусть ρ∗ — соответствующая G-
инвариантная внутренняя метрика на G/H, а M∗ = (G/H, ρ∗). Изучение струк-
туры пространства M∗ поможет исследованию пространства M = (G/H, ρ).
Наша ближайшая цель — доказать, что геодезические пространств M и M∗,
рассматриваемые как множества, совпадают.

В предложении 1 статьи [11] В. В. Горбацевич доказал следующее полезное
для нас утверждение.

Предложение 2. Пусть M∗ = Ĝ/Ĥ — односвязное асферичное римано-
во однородное пространство связной группы Ли Ĝ, действие которой на M∗

предполагается локально эффективным. Тогда существует такая замкнутая
подгруппа Ли G1 ⊂ Ĝ, которая просто транзитивна на M∗.

Введем отношение ∼ на множестве P двухточечных подмножеств одно-
родного пространства G/H условием {x, y} ∼ {z, w}, если пересечения стаби-
лизаторов Gx ∩ Gy и Gz ∩ Gw совпадают. Ясно, что ∼ — отношение экви-
валентности. Определим стандартное действие группы G на P соотношением
g({x, y}) = {g(x), g(y)} для g ∈ G и x, y ∈ G/H.
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Лемма 3. Указанное действие группы G на множестве P сохраняет от-
ношение ∼. Соответствующее действие группы G на множестве классов экви-
валентности P/∼ транзитивно. Любое двухточечное подмножество множества
T ⊂ G/H, являющегося объединением всех двухточечных подмножеств из G/H,
входящих в некоторый класс � ∈ P/∼, также является элементом �. Различные
множества T1, T2 указанного вида имеют не более одной общей точки. Наконец,
если g(�1) = �2, то g(T1) = T2, и группа G действует транзитивно на семействе
всех множеств вида T .

Доказательство. Если Gx∩Gy = Gz∩Gw, то для любого элемента g ∈ G

Gg(x) ∩Gg(y) = gGxg
−1 ∩ gGyg

−1 = g(Gx ∩Gy)g−1

= g(Gz ∩Gw)g−1 = gGzg
−1 ∩ gGwg

−1 = Gg(z) ∩Gg(w),

что доказывает первое утверждение.
Пусть {x, y}, {z, w} — произвольные двухточечные подмножества множе-

ства M = G/H. Прямую пространства M , соединяющую точки x и y (соответ-
ственно z и w), обозначим через � (x, y) (соответственно через � (z, w)). Вслед-
ствие предположений существует движение g ∈ G такое, что g(� (x, y)) = � (z, w).
Так как всякое движение, оставляющее на месте произвольную пару точек пря-
мой � (z, w), оставляет на месте и все ее точки, то {g(x), g(y)} ∼ {z, w}, что
доказывает второе утверждение.

Пусть {x, y}— произвольное двухточечное подмножество упомянутого мно-
жества T . Тогда по определению существуют некоторые пары {x, z}, {y, w} из
класса эквивалентности �. Тогда

(Gx ∩Gz) = (Gx ∩Gz) ∩ (Gx ∩Gz) = (Gx ∩Gz) ∩ (Gy ∩Gw) ⊂ Gx ∩Gy.

При этом из доказательства второго утверждения следует, что существует эле-
мент g ∈ G такой, что Int(g)(Gx ∩Gy) = g(Gx ∩Gy)g−1 = Gx ∩Gz, где Int(g) —
внутренний автоморфизм группы Ли G, определяемый элементом g. Кроме то-
го, по теореме Картана компактные подгруппы Gx ∩Gy, Gx ∩Gz группы Ли G
сами являются группами Ли. Таким образом, компактная группа Ли Gx ∩ Gy

изоморфна компактной группе Ли Gx ∩Gz, являющейся ее подгруппой. Тогда
Gx ∩ Gy = Gx ∩ Gz, так как изоморфизм групп Ли индуцирует изоморфизм
их алгебр Ли и, следовательно, изоморфизм их компонент связности едини-
цы (потому что компоненты связности единицы обеих групп являются образа-
ми экспоненциальных отображений и гомоморфизм алгебр Ли коммутирует с
экспоненциальными отображениями) и сохраняет (конечное) число компонент
связности. Все сформулированные выше утверждения о группах Ли, кроме
утверждений о компонентах связности и образе экспоненциального отображе-
ния, доказаны в [12, гл. 2]. Следовательно, {x, y} ∼ {x, z} и {x, z} ∈ �, поэтому
{x, y} ∈ �.

Предпоследнее утверждение является очевидным следствием предыдуще-
го, а последнее — второго. �

Предложение 3. Предположим, что пары {x, y} и {z, w} не эквивалент-
ны, если содержащие их прямые � (x, y) и � (z, w) пространства M не совпадают.
Тогда геодезические пространств M и M∗, рассматриваемые как множества,
совпадают.

Доказательство. Так как пространство M∗ однородно, его радиус инъ-
ективности постоянный и больше некоторого положительного числа r. Пусть
γ∗(s), s ∈ R, — произвольная геодезическая � ∗ пространства M∗, парамет-
ризованная длиной дуги. Если x, y — произвольные точки на � ∗ такие, что
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0 < ρ∗(x, y) < r, то � ∗ — единственная геодезическая пространства M∗, со-
держащая точки x и y. Следовательно, всякое движение g ∈ G пространства
M∗, оставляющее на месте точки x и y, оставляет на месте и все точки на
� ∗. Поэтому если x1, y1 — другая пара точек на � ∗ c теми же свойствами, то
{x1, y1} ∼ {x, y} и вследствие последнего утверждения леммы 3 пара {x, x1}
различных точек геодезической � ∗ принадлежит одному и тому же классу �
независимо от выбора пары и вся геодезическая � ∗ содержится в соответству-
ющем множестве T ⊂ G/H. Ясно, что из условий предложения вытекает, что
множество T совпадает с некоторой геодезической � пространства M . Таким
образом, � ∗ ⊂ � . При этом ясно, что � ∗ есть одновременно замкнутое и откры-
тое подмножество в � . Так как � связно, должно быть � ∗ = � . Предложение
доказано. �

Таким образом, остается рассмотреть существенно более сложный (гипоте-
тический) случай, когда условие предложения 3 нарушается.

Лемма 4. Каждое множество T указанного в лемме 3 вида замкнуто и
вполне геодезично относительно метрики ρ (соответственно ρ∗), т. е. если x, y —
различные точки из T , то прямая � (x, y) в M (соответственно каждая гео-
дезическая в M∗, соединяющая точки x и y) также лежит в T . Как след-
ствие, метрическое пространство (T, ρ) (соответственно (T, ρ∗)) само является
G-пространством Буземана (соответственно римановым многообразием). При
этом каждая прямая (соответственно геодезическая) пространства M (соответ-
ственно M∗) лежит в одном из подпространств T . Если условие предложе-
ния 3 не выполняется и HT = Gx ∩Gy для некоторой (а следовательно, любой)
пары {x, y} ∈ �, то нормализатор N = N(HT ) группы HT в G есть транзи-
тивная группа изометрий на (T, ρ) и (T, ρ∗), действующая транзитивно и на
множестве прямых в (T, ρ). Наконец, любые два пространства (T1, ρ) и (T2, ρ)
(соответственно (T1, ρ∗) и (T2, ρ∗)) изометричны.

Доказательство. Группа Ли G допускает внутреннюю метрику η, опре-
деляемую некоторым левоинвариантным метрическим тензором ν. Метрика η,
в свою очередь, задает метрику Хаусдорфа ηH на семействе всех компактных
подмножеств группы G по формуле

ηH(A,B) = max{η(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Нетрудно видеть, что группа Gx ∩ Gy непрерывно зависит от двухточечных
множеств {x, y}: если ρH({xn, yn}, {x, y}) → 0, то ηH(Gxn ∩ Gyn , Gx ∩ Gy) → 0.
Отсюда вытекает замкнутость множества T . Вполне геодезичность множества
T относительно метрик ρ и ρ∗ устанавливается рассуждениями, аналогичными
доказательству первого утверждения предложения 3. Из вполне геодезичности
множества T следует второе утверждение леммы, в частности, тот факт, что T
является подмногообразием в G/H.

Следующее утверждение очевидно.
Предположим, что условие предложения 3 не выполняется. Тогда размер-

ность подмногообразия T не меньше двух. Для любых двух прямых � (x, y)
и � (z, w) в M , определяемых парами {x, y} и {z, w} из �, существует движе-
ние g ∈ G такое, что g(� (x, y)) = � (z, w). Тогда, как было показано выше,
Int(g)(Gx ∩Gy) = Gz ∩Gw, т. е. Int(g)(HT )) = HT и g ∈ N(HT ). Очевидно, что
g(T ) = T и g является изометрией обоих пространств (T, ρ) и (T, ρ∗) для всякого
элемента g ∈ N(HT ). Таким образом, замкнутая(!) группа N(HT ) действует
изометриями на обоих пространствах и транзитивно на множестве всех прямых
из (T, ρ). Поэтому для группы N(HT ) и пространства (T, ρ) применимы все
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рассуждения из предыдущих разделов и вследствие теоремы 1 группа N(HT )
действует транзитивно на T .

Последнее утверждение леммы следует из последнего утверждения лем-
мы 3. �

Лемма 5. Всякое нетривиальное движение группы N на (T, ρ) (и (T, ρ∗))
имеет не более одной неподвижной точки.

Доказательство. Пусть движение g ∈ N имеет две неподвижные точки
x, y ∈ T , т. е. g ∈ Gx ∩ Gy. Тогда вследствие леммы 3 для любой точки z ∈ T ,
отличной от x, g ∈ Gx ∩Gy = Gx ∩Gz. Следовательно, g(z) = z. �

Лемма 6. Если стабилизатор Nx некоторой точки x ∈ T имеет элемент по-
рядка два, то пространства (T, ρ) и (T, ρ∗) симметрические (относительно груп-
пы N).

Доказательство. Пусть g ∈ Nx — элемент порядка два. Тогда вслед-
ствие леммы 5 g не имеет неподвижных точек в T , отличных от x. Пусть γ(s),
s ∈ R, — произвольная параметризованная длиной дуги прямая пространства
(T, ρ) такая, что γ(0) = x. Утверждается, что g(γ(s)) = γ(−s) для любого s ∈ R.
Иначе g(γ(s0)) 6= γ(−s0) для некоторого числа s0 6= 0 (причем число s0 может
быть сколь угодно близко к нулю) и для точек y = γ(s0), z = g(y)

g(y) = z, g(z) = y. (3.1)

Вследствие неналегания кратчайших и неравенства g(y) 6= γ(−s0) единственный
сегмент [y, z] не проходит через точку x и на основании (3.1) g(w) = w 6= x, где
w — середина сегмента [y, z]. Это противоречит тому, что x — единственная
неподвижная точка для g в T . Так как (T, ρ) однородно вследствие леммы 4,
оно симметрическое. Аналогичное доказательство проходит для (T, ρ∗), если
взять число s0 достаточно близким к нулю. �

Лемма 7. Пространства (T, ρ) и (T, ρ∗) симметрические (относительно
группы N) или стабилизатор Nx каждой точки x ∈ T конечен и не имеет эле-
ментов порядка два.

Доказательство. Если стабилизатор Nx некоторой точки x ∈ T бесконе-
чен, то вследствие компактности компонента связности K единицы группы Nx

содержит более одного элемента и, следовательно, является компактной груп-
пой Ли положительной размерности. Тогда K содержит максимальный тор
τ , который, в свою очередь, содержит 1-параметрическую подгруппу σ, изо-
морфную группе SO(2). Подгруппа σ содержит элемент порядка два, и тогда
вследствие леммы 6 пространства (T, ρ) и (T, ρ∗) симметрические. Поэтому ес-
ли они не симметрические, то стабилизатор Nx каждой точки x ∈ T конечен и
на основании леммы 6 не имеет элементов порядка два. �

Лемма 8. Пространства (T, ρ) и (T, ρ∗) симметрические (относительно
группы N).

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно. То-
гда вследствие леммы 7 стабилизатор Nx каждой точки x ∈ T конечен и не
имеет элементов порядка два.

Сначала разберем случай, когда размерность пространства-многообразия T
более двух. Рассмотрим произвольную сферу S(x, r), r > 0, в (T, ρ). Не суще-
ствует точки y ∈ S(x, r) такой, что g(y) = inv(y) для некоторого элемента g ∈ Nx

(см. доказательство предложения 1). Иначе

g(g(y)) = g(inv(y)) = inv(g(y)) = inv(inv(y)) = y (3.2)
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и вследствие леммы 5 g — элемент порядка два в Nx, чего не может быть. От-
сюда следует, что если говорить только о движениях группы N , то утвержде-
ние 1 предложения 1 неверно. Но утверждение 2 должно быть верным. Иначе
из доказательства предложения 1 вытекает, что аналогичное рассматриваемому
там фактор-пространство Z = S(x, r)/Nx ×Z2 должно иметь размерность один
(фактически быть кривой). С другой стороны, так как на основании леммы 5
группа Nx действует свободно на S(x, r) и соотношения (3.2) не имеют места,
фактор-отображение p : S(x, r) → S(x, r)/Nx × Z2 является накрытием. Поэто-
му dim(Z) равна dim(S(x, r)) и не может быть меньше n− 1 ≥ 2, так как S(x, r)
разбивает пространство (T, ρ) на две непересекающиеся непустые компоненты
связности [13].

Теперь из утверждения 2 предложения 1 для группы N аналогично пер-
вому абзацу из доказательства теоремы 1 (с заменой группы G группой N и
пространства M пространством T ) следует, что для произвольной параметри-
зованной длиной дуги прямой γ пространства (T, ρ) и для всякого числа s0 ∈ R
существует элемент g ∈ N такой, что g(γ(s)) = γ(s+ s0) для всех s ∈ R. Отсю-
да и из транзитивности группы N на множестве всех геодезических (лемма 4)
пространства (T, ρ) следует, что группа Nx0 действует транзитивно на сфере
S(x0, r) вопреки конечности Nx0 .

Предположим теперь, что размерность пространства T равна двум. Вслед-
ствие леммы 4, результатов, полученных в предыдущих разделах, и начала
этого раздела, пространство T односвязно и асферично. Поэтому на основании
предложения 2 T можно рассматривать как двумерную односвязную группу Ли
N1 с левоинвариантной метрикой ρ, причем (N1, ρ) — пространство Буземана.
С точностью до изоморфизма существует только две двумерных односвязных
группы Ли: коммутативная и некоммутативная.

В коммутативном случае получаем, что (N1, ρ) — двумерное нормирован-
ное векторное пространство V , определяемое некоторой нормой F . При этом
(N1, ρ) = (V, F ) является G-пространством тогда и только тогда, когда норма F
строго выпуклая. В этом случае геодезические пространства (V, F ) — обычные
прямые и все орбиты любой 1-параметрической подгруппы в N1 — геодезиче-
ские пространства (V, F ) = (T, ρ). Отсюда и из транзитивности группы N на
геодезических в (T, ρ) получаем, что стабилизатор Nx действует транзитивно
на каждой сфере S(x, r), r > 0, что противоречит конечности группы Nx.

В некоммутативном случае получаем так называемую квазигиперболиче-
скую геометрию [2] или, лучше сказать, квазигиперболическую плоскость (N1, ρ)
[2, теорема (52.9)]. Детально она изучена в статьях [14, 15]. В п. (d) при
доказательстве теоремы (52.9) установлено, что одна из орбит некоторой 1-
параметрической подгруппы группыN1 является прямой пространства (N1, ρ) =
(T, ρ). Тогда из транзитивности группы N на геодезических в (T, ρ) получаем,
что стабилизатор Nx действует транзитивно на каждой сфере S(x, r), r > 0, что
противоречит конечности группы Nx. �

Теорема 3. Геодезические пространств M = (M,ρ) и M∗ = (M,ρ∗) совпа-
дают как множества.

Доказательство. Вследствие предложения 3 достаточно рассмотреть
случай, когда его условия не выполняются. Если � (x, y) и � ∗(x, y) — про-
извольные геодезические в M и M∗ соответственно и расстояние ρ∗(x, y) до-
статочно мало, то они лежат в одном из множеств вида T , причем (T, ρ) и
(T ∗, ρ∗) — вполне геодезические подпространства размерности, не меньшей 2
(леммы 3 и 4). В лемме 8 доказано, что пространства (T, ρ), (T ∗, ρ∗) симметри-
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ческие. Пусть sx ∈ Nx обозначает геодезическую симметрию пространств (T, ρ)
и (T ∗, ρ∗) в точке x ∈ T . Ясно, что произведение двух различных симметрий
sy ◦sx является сдвигом геодезической � (x, y) в (T, ρ) (соответственно � ∗(x, y) в
(T ∗, ρ∗), если расстояние ρ∗(x, y) мало) по себе, сохраняющим (произвольную)
ориентацию и геодезической, и всего пространства T . Подгруппа Tr, порожден-
ная всеми изометриями вида sy ◦sx, x, y ∈ T , известна как группа трансвекций;
она связна. Очевидно, что если g ∈ N , то sg(x) = g ◦ sx ◦ g−1. Следовательно,
группа Tr — нормальная подгруппа группы N . Если sy(x) = z, то

sz ◦ sy = ssy(x) ◦ ssy(y) = sy ◦ (sx ◦ sy) ◦ (sy)−1 = sy ◦ sx,

(sy ◦ sx)2 = (sz ◦ sy) ◦ (sy ◦ sx) = sz ◦ sx.

Кроме того, если xn → x, то sxn◦sx → sx◦sx, что является тождественным отоб-
ражением множества T . Отсюда легко вывести, что обе геодезические � (x, y)
и � ∗(x, y) — орбиты точки x относительно одной и той же 1-параметрической
подгруппы в Tr. Тогда � (x, y) и � ∗(x, y) совпадают как множества. �

4. Доказательство основного результата

Теорема 4. ПустьM — некомпактное G-пространство Буземана такое, что
для любых его двух геодезических существует движение, переводящее первую
во вторую. Тогда M изометрично евклидову пространству или одному из неком-
пактных римановых симметрических пространств ранга 1 (отрицательной сек-
ционной кривизны): пространству Лобачевского (вещественному гиперболиче-
скому пространству) Hn(R), n ≥ 2, комплексному гиперболическому простран-
ству Hn(C), n ≥ 2, кватернионному гиперболическому пространству Hn(Q),
n ≥ 2, или гиперболической плоскости Кэли H2(Cay).

Доказательство. На основании результатов, установленных к началу
предыдущего раздела, M можно рассматривать как однородное пространство
G/H группы Ли G по ее компактной подгруппе H, снабженное G-инвариантной
метрикой Буземана ρ, причем M односвязно и асферично. Пусть M∗, как и
раньше, однородное пространство G/H с произвольной G-инвариантной рима-
новой метрикой ρ∗. Вследствие теоремы 3 геодезические пространств M и M∗

совпадают как множества. Из предложения 2 следует, что M∗ можно рассмат-
ривать как некоторую подгруппу Ли G1 ⊂ Ĝ ⊂ G с левоинвариантной рима-
новой метрикой ρ∗. Тогда на основании теоремы 1.1 статьи [16] В. В. Кайзера
некоторая 1-параметрическая подгруппа θ = θ(t), t ∈ R, в (G1, ρ∗) будет гео-
дезической. Другими словами, некоторая геодезическая � пространства M∗, а
следовательно, и пространства M будет орбитой 1-параметрической подгруп-
пы движений θ пространств M∗ и M . Отсюда вытекает, в частности, что если
γ(s), s ∈ R; γ∗(s∗), s∗ ∈ R, — произвольные параметризации геодезической �
длиной дуги в M и M∗ соответственно, то s(s∗) = (γ−1 ◦ γ∗)(s∗) — аффинная
функция. Кроме того, вследствие исходных условий на M группа движений
G действует транзитивно на множестве всех геодезических пространства M ,
а следовательно, и пространства M∗. Поэтому ρ = cρ∗ для некоторого веще-
ственного положительного числа c и M — однородное прямое риманово мно-
гообразие с транзитивным действием стабилизатора Gx на сфере S(x, r) для
всех x ∈ M и всех положительных вещественных чисел r. Другими словами,
пространство M — прямое однородное изотропное риманово многообразие или,
что эквивалентно, прямое двухточечно однородное риманово многообразие [4].
Сабо в статье [17], не используя классификационных результатов о действиях
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групп Ли, доказал, что такое многообразие должно быть (прямым) симметри-
ческим римановым многообразием. Тогда на основании теоремы 8.12.2 из книги
Вольфа [4] пространство M изометрично евклидову пространству или одному
из некомпактных римановых симметрических пространств ранга 1, указанных
в формулировке нашей теоремы. �

Замечание. Здесь уместно изложить кратко интересную и долгую исто-
рию различных доказательств утверждения, что всякое однородное изотропное
риманово многообразие — симметрическое риманово многообразие, и связан-
ные с этим результаты и проблемы. Ван и Титс в работах [5–7] использовали
весьма технически сложную классификацию групп Ли, действующих транзи-
тивно на сферах (Монтгомери, Самельсон [18], Борель [19]). Позже доказа-
тельства предложили Сингх Варма [20] и Фрейденталь [21]. Оба существенно
используют классификационные теоремы. Доказательство Вольфа, приведен-
ное в книге [4], основано на полученной независимо О. В. Мантуровым [22] и
Вольфом [23] классификации односвязных однородных римановых строго изо-
тропно неприводимых многообразий. Первоначальные списки таких многооб-
разий у обоих авторов содержали пропуски. Полный список получен в статье
Крамера [24]. Заметим, что относительно несложно можно доказать, что всякое
некомпактное однородное риманово строго изотропно неприводимое многообра-
зие — односвязное симметрическое многообразие (см. [4, теорема 8.13.1]). Ван
и Циллер получили полную классификацию односвязных однородных римано-
вых изотропно неприводимых многообразий [25]. В работе [26] они дали прямое
доказательство утверждения Уолла (Wall) о соответствии между компактными
односвязными симметрическими пространствами с одной стороны и компакт-
ными строго изотропно неприводимыми пространствами классических групп —
с другой; упрощение доказательства дано в статье [27]. Соответствие имеет ис-
ключения: некоторые грассманианы и изотропно неприводимое пространство
SO(7)/G2, диффеоморфное пространству P 7(R). Все изотропно неприводимые
однородные пространства G/H входят в класс однородных пространств с ин-
тегрируемыми инвариантными распределениями, введенный в работе автора
[28]. В работах [29, 30] получены еще неполные, но достаточно продвинутые
результаты по их структуре и классификации. Доказательство Сабо [17] да-
ет положительный ответ на вопрос Вольфа в книге [4]: можно ли доказать,
вовсе не используя классификационных теорем, что двухточечно однородные
римановы пространства являются симметрическими?

Автор благодарит профессора Ю. Г. Никонорова за полезные обсуждения.
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