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ДВА ЗАМЕЧАНИЯ О ТЕОРИЯХ ПЕРВОГО

ПОРЯДКА ГРУПП БАУМСЛАГА ––– СОЛИТЭРА
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Аннотация. Охарактеризованы конечно порожденные группы, элементарно экви-
валентные разрешимым группам Баумслага — Солитэра BS(m, 1). Доказано, что
конечно порожденная группа G элементарно эквивалентна BS(m, 1) тогда и только
тогда, когда G изоморфна BS(m, 1). Также показано, что две группы Баумслага —
Солитэра универсально (экзистенциально) эквивалентны тогда и только тогда, ко-
гда они элементарно эквивалентны, что равносильно их изоморфности.

Ключевые слова: группы Баумслага — Солитэра, элементарная эквивалентность
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1. Введение

Проблема классификации объектов с точностью до некоторой эквивалент-
ности — одна из основных проблем математики. В зависимости от области
математики рассматривается та или иная эквивалентность: в алгебре — клас-
сификация с точностью до изоморфизма, в теории моделей — классификация
по элементарным свойствам, в геометрической теории групп — классификация
с точностью до квази-изометрии, и т. д. В данной статье мы рассматриваем
проблему классификации групп с точки зрения теории моделей, т. е. проблему
классификации с точностью до элементарной эквивалентности.

Обычно задача описания произвольных групп, элементарно эквивалентных
данной, исключительно сложна. Единственный пример (кроме класса конечных
групп) полного решения этой задачи — это знаменитый результат (см. [1]) о
классификации абелевых групп по их элементарным свойствам.

Также трудна задача элементарной классификации групп и в классе конеч-
но порожденных групп. В данном случае известны только несколько примеров
такой классификации: классификация конечно порожденных нильпотентных
групп, недавнее решение проблемы Тарского об элементарной теории свободной
группы и случай гиперболических групп без кручения. Основной результат ста-
тьи [2] утверждает, что две конечно порожденные нильпотентные группы G и
H элементарно эквивалентны тогда и только тогда, когда G×Z ' H×Z. В [3, 4]
классифицированы группы, элементарно эквивалентные свободной группе ко-
нечного ранга. Методы, разработанные в [5], обобщаются и на случай гипербо-
лических групп без кручения.

Результаты данной статьи получены авторами во время их пребывания в Омском фи-
лиале Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН. Авторы выражают благодарность
коллегам за гостеприимство (особенно В. Н. Ремесленникову). Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Programa de Formación de Investigadores del Departamento de Educación,
Universidades e Investigación del Gobierno Vasco (первый автор), а также NSERC Postdoctoral
Fellowship (второй автор).
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Мы приводим классификацию конечно порожденных групп, элементарно
эквивалентных некоторым разрешимым группам — группам Баумслага — Со-
литэра.

Теорема 1. Пусть BS(m, 1) — группа Баумслага — Солитэра, m ∈ Z.
Пусть G — конечно порожденная группа, элементарно эквивалентная группе
BS (m, 1). Тогда G изоморфна BS (m, 1).

Есть несколько примеров хорошего решения проблемы классификации по
элементарным свойствам групп из некоторого класса. Выделим следующие ре-
зультаты.

• Знаменитый результат А. И. Мальцева [6] утверждает, что две класси-
ческие линейные группы (SL, PSL, GL, PGL) над полем элементарно экви-
валентны тогда и только тогда, когда они изоморфны. Результаты Мальцева
перенесены А. Михалевым и Е. Буниной на другие классы линейных групп, на
некоторые алгебраические группы и группы Шевалле.

• В [7] авторы показали, что две прямоугольные группы Коксетера элемен-
тарно эквивалентны тогда и только тогда, когда они изоморфны.

• В случае разрешимых групп известно только два примера решения задачи
элементарной классификации групп: в [8] показано, что конечно порожденные
свободные разрешимые группы элементарно эквивалентны тогда и только то-
гда, когда они изоморфны; второй пример — теорема из [9], утверждающая,
что две частично коммутативные метабелевы группы элементарно эквивалент-
ны тогда и только тогда, когда они изоморфны.

В следующей теореме дана классификация групп Баумслага — Солитэра с
точностью до универсальной (экзистенциальной) эквивалентности.

Теорема 2. Две группы Баумслага — Солитэра BS(m,n) и BS(k, l) экзи-
стенциально (универсально) эквивалентны тогда и только тогда, когда суще-
ствует ε = ±1 такое, что m = εk и n = εl или m = εl и n = εk.

Как следствие, получаем новое доказательство основного результата из [10]
и следующий более общий результат.

Следствие 3. Для групп Баумслага — Солитэра BS(m,n) и BS(k, l) сле-
дующие утверждения эквивалентны:

1) m = εk и n = εl или m = εl и n = εk, где ε = ±1;
2) BS(m,n) и BS(k, l) изоморфны;
3) BS(m,n) и BS(k, l) элементарно эквивалентны;
4) BS(m,n) и BS(k, l) экзистенциально (универсально) эквивалентны.
Группы Баумслага — Солитэра впервые введены в [11] в качестве простых

примеров нехопфовых групп. Напомним, что группой Баумслага — Солитэра
называется следующая группа, заданная порождающими и одним определяю-
щим соотношением: BS(m,n) = 〈a, b | a−1bma = bn〉, где m,n ∈ Z, m,n 6= 0. Эти
группы обладают целым рядом очень интересных свойств и служат важным ис-
точником идей в теории групп. Например, они являются самым простым приме-
ром групп с экспоненциальной изопериметрической функцией и стали первыми
примерами асинхронно-автоматных, но не автоматных групп, и т. д.

Предполагаем, что читатель знаком с основными понятиями и результа-
тами теории моделей и логики первого порядка. Все понятия и результаты,
используемые в этой статье, могут быть найдены в первых главах книги [12].
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Авторы очень признательны рецензенту за внимательное отношение к ра-
боте и конструктивные замечания, а также благодарны Денису Осину, который
во время написания этой заметки обратил внимание на статью [13], где доказан
результат, аналогичный теореме 1.

2. Доказательства теорем 1 и 2

Очевидно, что BS(m,n) ' BS(n,m) и BS(m,n) ' BS(−m,−n). Если n = 1
и m = 1, то BS(1, 1) — абелева группа, BS(1, 1) ' Z2. Хорошо известно, что
конечно порожденная группа G универсально (экзистенциально) эквивалент-
на Z2 тогда и только тогда, когда G — свободная абелева группа конечного
ранга. Более того, по теореме из [1] G элементарно эквивалентна BS(1, 1) то-
гда и только тогда, когда G ' BS(1, 1) ' Z2. Таким образом, без ограниче-
ния общности будем рассматривать только те группы Баумслага — Солитэра
BS(m,n) = 〈a, b | a−1bma = bn〉, для которых |m| ≥ |n|, n > 0 и mn 6= 1, 0.

2.1. Доказательство теоремы 2. Определим формулу �m,n(x) языка
первого порядка с одной свободной переменной:

�m,n(x) :
{ ∃y (y−1xmy = xn), если m 6= n,
∃y ([y, x] 6= 1) ∧ (y−1xny = xn), если m = n.

В следующей лемме приведем два хорошо известных факта о группах Ба-
умслага — Солитэра. Доказательство леммы проводится простым применением
теории HNN-расширений групп (см. [10, предложения 1, 2; 14, теорема 1]).

Лемма 4. (1) Если BS(m,n) |= �k,l(g), то g сопряжен с элементом bp для
некоторого p ∈ Z.

(2) Пусть m = m1d, n = n1d, где d = (m,n) — наибольший общий делитель
m и n, и пусть p и q — произвольные целые числа, p 6= q. Тогда элементы bp и
bq сопряжены в группе BS(m,n) тогда и только тогда, когда существуют целые
числа i и r, где i > 0, такие, что либо p = mi

1dr и q = ni1dr, либо p = ni1dr и
q = mi

1dr.
Определим формулу �m,n(x) языка первого порядка с одной свободной пе-

ременной x:

�m,n(x) :


∃y (y−1xmy = xn) ∧

∧
d|(m,n)

y−1x
m
d y 6= x

n
d , если m 6= n,

∃y (y−1xny = xn) ∧
∧

d|n, d>1
y−1x

n
d y 6= x

n
d , если m = n.

Очевидно, что для любых m и n группа BS(m,n) удовлетворяет форму-
ле ∃x�m,n(x) (достаточно взять порождающие a и b группы BS(m,n) в каче-
стве свидетелей). Рассмотрим группу BS(k, l) и предположим, что BS(k, l) |=
∃x�m,n(x). По лемме 4(1) если BS(k, l) |= �m,n(x), то элемент x группы BS(k, l)
сопряжен с bp для некоторого p ∈ Z. Без ограничения общности будем считать,
что x = bp, p ∈ Z, p 6= 0. По лемме 4(2) элементы bpm и bpn сопряжены в
BS(k, l) тогда и только тогда, когда pm = ki1(k, l)r и pn = li1(k, l)r, где i ∈ N,
0 < r ∈ Z, k = k1(k, l) и l = l1(k, l). Так как (k1, l1) = 1, то p является делителем
(k, l)r. Следовательно, k1 делит m, а l1 делит n. Аналогичными рассуждениями
показывается, что если BS(m,n) |= ∃x�k,l(x), то m1 делит k, а n1 делит l.

Из равенств pm = pm1(m,n) = ki1(k, l)r, pn = pn1(m,n) = li1(k, l)r и в
силу (k1, l1) = 1 получаем, что (m,n) делит (k, l)r. Предположим, что (m,n)
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не является делителем (k, l). Тогда (m,n) можно представить в виде (m,n) =
d′d, где d′ = ((k, l), (m,n)), а d является делителем r, d > 1. Следовательно,
pm
d = ki1(k, l)

r
d , pn

d = li1(k, l)
r
d и r

d ∈ Z. По лемме 4(2) элемент b
pm
d сопряжен

с элементом b
pn
d (причем, как нетрудно видеть, тем же элементом, который

сопрягает bpm с bpn). Таким образом, так как d является делителем (m,n), то
BS(k, l) 6|= ∃x�m,n(x); противоречие. Следовательно, если BS(k, l) |= ∃x�m,n(x),
то (m,n) делит (k, l). Поэтому если группы BS(m,n) и BS(k, l) универсально
(экзистенциально) эквивалентны, то (m,n) = (k, l).

Так как (m,n) = (k, l), то pm1 = ki1r, pn1 = li1r, следовательно, поскольку
p делит r, то k1 является делителем m1, а l1 — делителем n1. Аналогичны-
ми рассуждениями показывается, что если BS(m,n) |= ∃x�k,l(x), то m1 яв-
ляется делителем k1, а n1 — делителем l1. Поэтому если группы BS(m,n) и
BS(k, l) универсально (экзистенциально) эквивалентны, то |m1| = |k1| и n1 = l1,
а следовательно, |m| = |k| и n = l. Осталось лишь заметить, что по лем-
ме 4 BS(m,n) |= ∃x�m,n(x) и BS(m,n) 6|= ∃x�−m,n(x). Следовательно, группы
BS(m,n) и BS(−m,n) универсально (экзистенциально) не эквивалентны. Тео-
рема 2 доказана.

2.2. Доказательство теоремы 1. Напомним, что без ограничения общ-
ности мы рассматриваем только те группы Баумслага — Солитэра BS(m,n),
для которых |m| ≥ n > 0. Группа Баумслага — Солитэра BS(m,n) разрешима
тогда и только тогда, когда она метабелева, а это равносильно тому, что n = 1.

Отображение b 7→ 0 продолжается до естественного гомоморфизма груп-
пы BS(m, 1) на бесконечную циклическую группу. Стандартными методами
показывается, что ядро этого гомоморфизма — коммутант BS(m, 1)′ группы
BS(m, 1) и что оно порождается элементами вида a−ibai, где i ∈ N и изоморфно
аддитивной группе кольца Z

[ 1
m

]
(см. [15]). Более того, для любого элемента

x ∈ BS(m, 1) его централизатор вычисляется по формуле

C(x) =
{

BS(m, 1)′, если x ∈ BS(m, 1)′,
бесконечная циклическая группа иначе.

В следующей лемме приведем два хорошо известных факта из теории мо-
делей (см. [12]).

Лемма 5. 1. Пусть G — группа, и пусть N — нормальная подгруппа груп-
пы G. Предположим, что N интерпретируема в G. Тогда фактор-группа G/N
также интерпретируема в G.

2. Предположим, что группы G1, G2 элементарно эквивалентны и, кроме
того, H1 интерпретируется в G1 и H2 интерпретируется в G2 одними и теми же
формулами. Тогда группа H1 элементарно эквивалентна группе H2.

Лемма 6. 1. В языке первого порядка теории групп существует формула
�m(x) с областью истинности, состоящей из элементов x группы G, централи-
затор которых — нормальная m-делимая абелева подгруппа группы G, содер-
жащая коммутант G′.

2. Областью истинности формулы �m(x) в группе BS(m, 1) является цен-
трализатор C(b) = BS(m, 1)′.

Доказательство. Определим формулу �m(x) следующим образом:
• ∀y ([y, x] = 1 → ∃z y = zm) — централизатор C(x) элемента x является

m-делимой подгруппой;
• ∀y, z [x, [y, z]] = 1 — централизатор элемента x содержит коммутант;
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• ∀y, z [y, x] = 1 → [yz, x] = 1 — централизатор элемента x является нор-
мальной подгруппой;

• ∀y, z (([y, x] = 1 ∧ [z, x] = 1) → [z, y] = 1) — централизатор элемента x
является абелевой подгруппой.

Из описания централизаторов элементов группы BS(1, n) следует, что об-
ластью истинности формулы �m(x) в BS(m, 1) является коммутант BS(m, 1)′ =
C(b).

Следствие 7. Пусть BS(m, 1) — неабелева группа Баумслага — Солитэра.
Тогда подгруппа C(b) = BS(m, 1)′ и группа BS(m, 1)/BS(m, 1)′ интерпретируе-
мы в BS(m, 1).

ПустьG— элементарно эквивалентная BS(m, 1) конечно порожденная груп-
па. Так как свойства метабелевости и свойство «быть без кручения» выразимы
предложениями языка первого порядка, группа G — метабелева группа без кру-
чения. Кроме того, поскольку BS(m, 1) |= ∀x∀y(�m(x)∧�m(y) → [x, y] = 1) и G
элементарно эквивалентна BS(m, 1), область истинности A ⊂ G формулы �m(x)
в G — нормальная абелева m-делимая подгруппа, содержащая коммутант G′.
По лемме 6 подгруппа A элементарно эквивалентна BS(m, 1)′ и фактор-группа
Q = G/C(x) элементарно эквивалентна Z. Таким образом, имеем короткую
точную последовательность

1 → A ↪→ G � Q→ 1.

Группа G конечно порождена тогда и только тогда, когда Q — конечно по-
рожденная абелева группа, а группа A конечно порождена как Q-модуль. По
теореме из [1] так как Q — конечно порожденная группа, элементарно эквива-
лентная Z, то Q ' Z. Аналогично dim(A/kA) = dim

(
Z

[ 1
m

]
/kZ

[ 1
m

])
для всех k.

По структурной теореме для делимых абелевых групп (см. [16]), используя тот
факт, что A — конечно порожденный Q-модуль, заключаем, что A ' Z

[ 1
m

]
.

Таким образом, структура группы G полностью определяется действием Q
на A. Рассмотрим два возможных случая.

Случай 1. порождающий Q действует на A умножением на m, −m, 1
m или

− 1
m ,

Случай 2. m = kl, где |k| 6= 1 6= |l|, а порождающий Q действует на A
умножением на k

l .
В случае 1 группа G изоморфна BS(m, 1) либо BS(−m, 1); в случае 2 группа

G может быть задана следующими порождающими и определяющими соотно-
шениями: G = Gk,l = 〈a, b | a−1bka = bl, [b, a−ibai] = 1, где i > 0〉 (см. [17–19]).

По теореме 2 группа BS(−m, 1) элементарно не эквивалентна BS(m, 1). По-
кажем, что группа Gk,l также элементарно не эквивалентна BS(m, 1). Рассмот-
рим формулу �m : ∀x�m(x)∃y ∈ G/�m(x) xy = xm. По лемме 5 �n — пред-
ложение языка первого порядка теории групп. Очевидно, что BS(m, 1) |= �m.
Прямыми вычислениями показывается, что, с одной стороны, Gk,l |= �m(b), а с
другой, by 6= bm для всех y ∈ Gk,l/G′

k,l. Следовательно, Gk,l 6|= �m. Теорема 1
доказана.
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