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ОБ ОТДЕЛИМОСТИ ПОДГРУПП

НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП

В КЛАССЕ КОНЕЧНЫХ π–ГРУПП
Е. В. Соколов

Аннотация. Пусть π — непустое множество простых чисел. Доказано, что нильпо-
тентная группа обладает свойством отделимости всех своих π′-изолированных под-
групп в классе конечных π-групп, если в ней существует центральный ряд, каждый
фактор F которого удовлетворяет следующему условию: во всякой фактор-груп-
пе группы F все примарные компоненты периодической части, соответствующие
числам из множества π, конечны. Установлено, что для нильпотентных групп без
кручения справедливо также и обратное утверждение.
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Понятие отделимости подгруппы в произвольном классе групп C было вве-
дено А. И. Мальцевым в [1]. Напомним, что подгруппа Y группы X называется
C -отделимой (в этой группе), если для любого элемента x ∈ X\Y существует
гомоморфизм ϕ группы X на группу из класса C такой, что xϕ /∈ Y ϕ.

Отметим, что аппроксимируемость группы X классом C есть не что иное,
как отделимость в этом классе единичной подгруппы группы X. Нетрудно по-
казать также (и этот факт будет неоднократно использоваться в дальнейшем),
что если класс C гомоморфно замкнут, то C -отделимость нормальной подгруп-
пы Y группы X равносильна C -аппроксимируемости фактор-группы X/Y .

Наиболее хорошо изучена отделимость в классе всех конечных групп, назы-
ваемая обычно финитной. В уже упомянутой работе [1] А. И. Мальцев получил
критерий финитной отделимости всех подгрупп абелевой группы и установил,
что свойством финитной отделимости всех подгрупп обладают некоторые раз-
решимые группы, названные им ограниченными. Ввиду того, что существуют
примеры 2-порожденных групп, не являющихся финитно аппроксимируемыми
(см., например, [2]), в неабелевой свободной группе всегда найдется подгруппа,
не отделимая в классе всех конечных групп. Вместе с тем из теоремы М. Хол-
ла [3] следует, что каждая конечно порожденная подгруппа свободной группы
финитно отделима.

Несколько сложнее обстоит дело с отделимостью в классеFπ всех конечных
π-групп, т. е. конечных групп, простые делители порядков которых принадле-
жат некоторому фиксированному непустому множеству простых чисел π. Так,
уже в группе Z подгруппа nZ является Fπ-отделимой, лишь когда n — π-число.

В действительности, необходимым условием Fπ-отделимости подгруппы
любой группы служит ее π′-изолированность. Напомним, что подгруппа Y
группы X называется π′-изолированной (в этой группе), если для любого эле-
мента x ∈ X и для любого простого числа q /∈ π из включения xq ∈ Y следует,
что x ∈ Y .
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В самом деле, если элемент x ∈ X и простое число q /∈ π таковы, что xq ∈ Y ,
то при любом гомоморфизме ϕ группы X на конечную π-группу xϕ ∈ Y ϕ. Это
следует из того, что порядок r элемента xϕ, будучи π-числом, взаимно прост
с q, а потому qα+ rβ = 1 для подходящих целых чисел α, β и

xϕ = (xϕ)qα+rβ = (xqϕ)α ∈ Y ϕ.

Таким образом, если подгруппа Y Fπ-отделима в группе X, то должно выпол-
няться включение x ∈ Y и, стало быть, Y оказывается π′-изолированной в X.

Из сказанного следует, что при изучении отделимости в классе конечных
π-групп имеет смысл ограничиться рассмотрением π′-изолированных подгрупп.
Далее будем говорить, что группа обладает свойством Sπ (для некоторого се-
мейства своих подгрупп), если все ее π′-изолированные подгруппы (принадле-
жащие данному семейству) являются Fπ-отделимыми.

Отметим, что если π совпадает с множеством всех простых чисел, а класс
Fπ — соответственно с классом всех конечных групп, то π′-изолированной ока-
зывается любая подгруппа. Таким образом, в этом случае свойство Sπ означает
обычную финитную отделимость всех подгрупп указанного семейства.

Нетрудно показать (см., например, [4]), что при любом выборе множества π
свойство Sπ справедливо для циклических подгрупп произвольной свободной
группы. В отличие от случая финитной отделимости для конечно порожден-
ных подгрупп это, вообще говоря, уже не так: отвечая на вопрос 15.60 из [5],
В. Г. Бардаков [6] показал, что в любой неабелевой свободной группе существует
изолированная конечно порожденная подгруппа, не отделимая в классе ниль-
потентных групп (а следовательно, и в классе конечных π-групп для всякого
одноэлементного множества π).

Е. Д. Логинова [7] установила, что произвольная конечно порожденная
нильпотентная группа обладает свойством Sπ для всех своих подгрупп (в [7]
этот факт доказан для одноэлементного множества π, однако те же рассужде-
ния могут быть использованы и в общем случае). Настоящая статья продолжа-
ет исследование Fπ-отделимости подгрупп нильпотентных групп, и ее целью
является отыскание условий, которые достаточно наложить на нильпотентную
группу для того, чтобы в ней все π′-изолированные подгруппы оказались Fπ-
отделимыми. Всюду далее будем считать, что π — некоторое фиксированное
непустое множество простых чисел.

Приведем сначала ряд результатов, касающихся абелевых групп.
Напомним, что рангом абелевой группы называется мощность максималь-

ной линейно независимой системы ее элементов. Поскольку периодические абе-
левы группы таких систем не содержат, их ранг полагается равным нулю.

Пусть A — произвольная абелева группа. Все примарные компоненты пе-
риодической части группы A, соответствующие числам из множества π, будем
для краткости называть примарными π-компонентами.

Рассмотрим следующий набор условий:
(1) группа A имеет конечный ранг;
(2)π все фактор-группы группы A не содержат p-квазициклических под-

групп для любого p ∈ π;
(3)π в произвольной фактор-группе B группы A все примарные π-компо-

ненты периодической части τ(B) имеют конечный период;
(4)π все примарные π-компоненты периодической части группы A конечны;
(5)π в произвольной фактор-группе B группы A все примарные π-компо-

ненты периодической части τ(B) конечны.
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Предложение 1. Имеют место следующие утверждения:
1) (2)π ⇒ (1);
2) (2)π ⇔ (3)π;
3) (3)π ∧ (4)π ⇔ (5)π.

Доказательство. 1. Пусть ранг группы A бесконечен. Тогда она содер-
жит в качестве подгруппы свободную абелеву группу бесконечного ранга, среди
гомоморфных образов которой есть и p-квазициклические группы для каждого
простого числа p. Группа A абелева, поэтому любой гомоморфизм ее подгруп-
пы может быть продолжен до гомоморфизма всей группы. Это означает, что
для группы A не выполняется условие (2)π.

2. Достаточность утверждения очевидна, проверим необходимость.
Пусть в некоторой фактор-группе B группы A для какого-то p ∈ π суще-

ствуют элементы b1, b2, b3, . . . , имеющие порядки p, p2, p3, . . . соответственно.
Обозначим подгруппу группы B, порожденную элементами b1, b2, b3, . . . , че-
рез N .

Группа N счетна и согласно второй теореме Прюфера либо раскладыва-
ется в прямое произведение циклических подгрупп, порядки которых не огра-
ничены в совокупности, либо содержит неединичный элемент a бесконечной
высоты. В первом случае ее можно гомоморфно отобразить на p-квазицикли-
ческую группу, следовательно, существует фактор-группа группы A, содержа-
щая такую подгруппу. Предположим, что реализуется вторая возможность, и
покажем, что в этом случае также найдется гомоморфизм группы A на p-ква-
зициклическую группу.

Хорошо известно (см., например, [8, § 9]), что группа A может быть вложе-
на в некоторую полную абелеву группу F и что последняя представима в виде
прямого произведения квазициклических групп и групп, изоморфных группе Q
рациональных чисел. Так как N — периодическая p-группа, порядок элемен-
та a конечен и является p-числом. Следовательно, среди прямых сомножителей
разложения группы F обязательно есть p-квазициклические группы и существу-
ет гомоморфизм ψ группы F на один из таких сомножителей, при котором a
переходит в неединичный элемент. Поскольку высота элемента a бесконечна,
ограничение ϕ гомоморфизма ψ на группу A не может иметь конечный образ.
Следовательно, гомоморфизм ϕ искомый.

Таким образом, группа A не удовлетворяет условию (2)π.
3. Как и выше, следует проверить лишь необходимость.
Пусть группа A удовлетворяет условиям (3)π и (4)π, B — произвольная

подгруппа группы A. Из утверждений 1 и 2 следует, что подгруппа B имеет
конечный ранг r.

Пусть b1, b2, . . . , br — некоторая максимальная линейно независимая си-
стема элементов группы B и N — подгруппа, порожденная этими элементами.
Достаточно показать, что все примарные π-компоненты периодической части
фактор-группы A/N конечны. Отсюда будет следовать, что аналогичным свой-
ством обладает и группа A/B.

В самом деле, поскольку все элементы фактор-группы B/N имеют конеч-
ный порядок, периодическая часть τ(A/B) фактор-группы A/B является го-
моморфным образом периодической части τ(A/N) фактор-группы A/N . К то-
му же она раскладывается в прямое произведение своих примарных компо-
нент. Поэтому каждая ее компонента оказывается гомоморфным образом груп-
пы τ(A/N), а следовательно, и соответствующей примарной компоненты этой
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группы.
Итак, пусть T/N = τp(A/N) — некоторая примарная π-компонента перио-

дической части фактор-группы A/N . Обозначим через n период этой группы,
конечный согласно условию (3)π, и через ϕ— эндоморфизм группы T , осуществ-
ляющий возведение каждого ее элемента в степень n. Тогда образ группы T
относительно эндоморфизма ϕ лежит в N , а ядро этого эндоморфизма содер-
жится в соответствующей примарной компоненте τp(A) периодической части
группы A.

Так как подгруппа τp(A) ввиду условия (4)π конечна, группа T представ-
ляет собой расширение конечной группы при помощи конечно порожденной.
Следовательно, она сама конечно порождена, и потому фактор-группа T/N ко-
нечна. �

Теорема 1. Абелева группа обладает свойством Sπ тогда и только тогда,
когда она удовлетворяет условию (3)π.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что для абелевой
группы G условие (3)π не имеет места. Тогда согласно предложению 1 группа G
не удовлетворяет условию (2)π и, следовательно, существует подгруппа H этой
группы такая, что фактор-группа G/H содержит p-квазициклическую подгруп-
пу для некоторого p ∈ π.

Пусть T/H = τp′(G/H) — произведение всех примарных компонент перио-
дической части группы G/H, кроме той, которая соответствует числу p. Тогда
фактор-группа G/T ∼= (G/H)/(T/H) также содержит p-квазициклическую под-
группу и, следовательно, не является финитно аппроксимируемой. Это озна-
чает, что подгруппа T не может быть Fπ-отделимой в группе G. Вместе с тем
периодическая часть группы G/T является p-группой, поэтому подгруппа T
π′-изолирована в G.

Таким образом, группа G не обладает свойством Sπ.
Достаточность. Пусть G — абелева группа, удовлетворяющая усло-

вию (3)π, и H — π′-изолированная подгруппа группы G. Покажем, что фактор-
группа A = G/H Fπ-аппроксимируема и, следовательно, подгруппа H Fπ-от-
делима в G.

Пусть a — произвольный неединичный элемент группы A. Предположим
сначала, что он принадлежит некоторой примарной компоненте T периодиче-
ской части группы A, соответствующей простому числу p.

Так как подгруппа H π′-изолирована в группе G, то p ∈ π. Обозначая че-
рез n период группы T , конечный ввиду условия (3)π, видим, что An ∩ T = 1
и потому элемент b = aAn фактор-группы B = A/An отличен от 1. Остается
лишь заметить, что в соответствии с первой теоремой Прюфера периодиче-
ская p-группа B раскладывается в прямое произведение циклических подгрупп
и, следовательно, аппроксимируется конечными p-группами.

Случай, когда элемент a имеет конечный порядок, не являющийся степенью
простого числа, сводится к рассмотренному выше. Необходимо только выбрать
некоторый простой делитель p порядка элемента a и перейти к фактор-груп-
пе A/τp′(A), где, как и выше, τp′(A) обозначает произведение всех примарных
компонент периодической части группы A, кроме той, которая соответствует
числу p.

Предположим теперь, что порядок элемента a бесконечен.
Очевидно, что фактор-группа A/〈a〉 также удовлетворяет условию (3)π.

Поэтому порядки элементов каждой примарной π-компоненты ее периодиче-
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ской части ограничены в совокупности. Это означает, что для любого простого
числа p ∈ π можно указать такое n, что a /∈ Apn . Доказательство завершается
так же, как и в первом случае, необходимо лишь выбрать произвольное число p,
принадлежащее множеству π. �

Отметим, что конечности ранга абелевой группы в сочетании с ограничен-
ностью порядков примарных π-компонент ее периодической части недостаточно
для того, чтобы эта группа обладала свойством Sπ. В качестве примера можно
привести группу Q рациональных чисел, которая, очевидно, не удовлетворяет
условию (3)π.

Абелеву группу будем называть π-ограниченной, если для нее справедливо
условие (5)π. Нильпотентную (разрешимую) группу назовем π-ограниченной,
если она обладает хотя бы одним конечным центральным (соответственно суб-
нормальным) рядом с абелевыми π-ограниченными факторами. Классы π-ог-
раниченных абелевых, нильпотентных и разрешимых групп будем обозначать
через Aπ, Nπ и Sπ соответственно.

Предложение 2. Классы Aπ, Nπ и Sπ замкнуты относительно взятия
подгрупп и гомоморфных образов.

Доказательство. Если A — некоторая абелева группа и B — произволь-
ная ее подгруппа, то каждый гомоморфный образ фактор-группы A/B явля-
ется одновременно и гомоморфным образом группы A, а всякий гомоморфный
образ группы B вкладывается в некоторый гомоморфный образ группы A. По-
этому если условие (5)π имеет место для группы A, то оно выполняется также
и для групп B, A/B. Значит, утверждение предложения справедливо для клас-
са Aπ.

Далее, если
1 = G0 6 G1 6 · · · 6 Gn = G

— субнормальный (центральный) ряд некоторой группы G и H 6 G — произ-
вольная подгруппа, то последовательность пересечений

1 = G0 ∩H 6 G1 ∩H 6 · · · 6 Gn ∩H = H

представляет собой субнормальный (соответственно центральный) ряд груп-
пы H, все факторы которого вкладываются в соответствующие факторы ряда
группы G. Если подгруппа H нормальна в группе G, то образы GiH/H членов
ряда группы G относительно естественного гомоморфизма ε : G → G/H обра-
зуют субнормальный (соответственно центральный) ряд фактор-группы G/H,
причем факторы этого ряда являются гомоморфными образами факторов ряда
группы G. Поэтому из установленных выше свойств класса Aπ вытекает, что
утверждение предложения имеет место и для классов Sπ и Nπ. �

Предложение 3. Произвольная абелеваSπ-группа является Aπ-группой.
Доказательство. Пусть G — абелева Sπ-группа и H — произвольная

фактор-группа группы G. Согласно предложению 2 каждая примарная π-ком-
понента T периодической части группы H является Sπ-группой и, следова-
тельно, обладает субнормальным рядом с Aπ-факторами. Будучи p-группами
для некоторого p ∈ π, факторы этого ряда конечны, а вместе с ними конечна
и группа T . Таким образом, группа G принадлежит классу Aπ. �

Из предложений 2 и 3 вытекает, в частности, что факторы произвольного
субнормального ряда Sπ-группы являются Aπ-группами. Это позволяет дать
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другое определение групп из класса Nπ: нильпотентная группа называется
π-ограниченной, если она принадлежит классу Sπ.

Предложение 4. Пусть G — произвольная Nπ-группа, и пусть g ∈ G —
неединичный элемент, порядок которого конечен и является π-числом. Тогда
для любого π-числа m фактор-группа G/Gm принадлежит классу Fπ и суще-
ствует π-число n такое, что g /∈ Gn.

Доказательство. Пусть m — некоторое π-число и σ — множество всех
его простых делителей. Из предыдущих двух предложений следует, что каждый
фактор A произвольного центрального ряда группы G/Gm является Aπ-груп-
пой. Вместе с тем A — периодическая σ-группа, множество σ конечно и содер-
жится в π. Значит, A ∈ Fπ. Таким образом, все факторы любого центрального
ряда группы G/Gm принадлежат классу Fπ, откуда следует, что и сама груп-
па G/Gm содержится в этом классе.

Возьмем в качестве m порядок элемента g и зафиксируем некоторый цен-
тральный ряд S группы G. Так как σ ⊆ π, все примарные σ-компоненты пе-
риодической части каждого фактора этого ряда конечны. Количество этих
компонент также конечно ввиду конечности множества σ. Поэтому определено
произведение r порядков всех примарных σ-компонент периодических частей
факторов ряда S.

Легко видеть, что произвольный элемент группы G, порядок которого яв-
ляется σ-числом, в степени r равен 1. Поэтому уравнение xr = g не разрешимо
в группе G. Но согласно лемме 2 из [1] уравнение xr = y разрешимо в G
для каждого y ∈ Grc , где c — ступень нильпотентности группы G. Следова-
тельно, g /∈ Grc , и число n = rc искомое. �

Покажем, что π-ограниченные нильпотентные группы обладают свойст-
вом Sπ. Первым шагом в этом направлении служит критерий Fπ-аппрокси-
мируемости Nπ-групп, обобщающий теорему Грюнберга [9] об условиях Fπ-ап-
проксимируемости конечно порожденных нильпотентных групп.

Теорема 2. π-Ограниченная нильпотентная группа G Fπ-аппроксимируе-
ма тогда и только тогда, когда ее периодическая часть τ(G) является π-группой.

Доказательство. Необходимость этого условия очевидна. Проверку до-
статочности будем вести индукцией по ступени нильпотентности группы G.

Если G является абелевой группой, то ввиду π′-изолированности ее еди-
ничной подгруппы требуемый результат вытекает из теоремы 1. Поэтому далее
будем предполагать, что группа G имеет ступень нильпотентности c > 1 и для
всех Nπ-групп меньшей ступени утверждение справедливо.

Пусть g ∈ G — произвольный нетривиальный элемент. Покажем, что суще-
ствует гомоморфизм ϕ группы G на конечную π-группу, переводящий g в эле-
мент, отличный от единицы.

В силу индуктивных соображений можно считать, что g лежит в цен-
тре Z(G) группы G. Подгруппа H = Z(G) согласно предложениям 2 и 3 являет-
ся Aπ-группой и по доказанному обладает нормальной подгруппой N конечного
π-индекса, не содержащей элемента g. Полагая G1 = G/N и g1 = gN , видим,
что элемент g1 отличен от единицы и имеет в группе G1 конечный порядок,
являющийся π-числом.

Так как G1 снова оказывается Nπ-группой, согласно предложению 4 суще-
ствует π-число n такое, что g1 /∈ Gn

1 . Поскольку в силу того же предложения
G1/Gn

1 ∈ Fπ, гомоморфизм группы G на группу G1/Gn
1 искомый. �
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Теорема 3. Всякая π-ограниченная нильпотентная группа обладает свой-
ством Sπ.

Доказательство. Пусть G — π-ограниченная нильпотентная группа и
H — ее произвольная π′-изолированная подгруппа. Обозначим через H1 нор-
мализатор NG(H) подгруппы H в группе G и по индукции через Hi+1 — под-
группу NG(Hi). Известно, что для некоторого n имеет место равенство Hn = G
и что вместе с подгруппой H все члены последовательности

H = H0 6 H1 6 · · · 6 Hn = G

π′-изолированы в группе G (см., например, [10, теорема 4.11]).
Применим индукцию по длине цепочки последовательных нормализаторов

подгруппы H. Если H нормальна в группе G, утверждение сразу вытекает
из теоремы 2. Поэтому далее будем предполагать, что n > 2.

Пусть g ∈ G — произвольный элемент, не принадлежащий подгруппе H.
Необходимо указать гомоморфизм ϕ группы G на конечную π-группу, при ко-
тором gϕ /∈ Hϕ.

Согласно теореме 2 подгруппа Hn−1 Fπ-отделима в группе G. Поэтому
далее можно считать, что g ∈ Hn−1. Так как подгруппа H π′-изолирована
в группе Hn−1, в силу индуктивного предположения существует такая нормаль-
ная подгруппа N конечного π-индекса группы Hn−1, что g /∈ HN . Полагая
r = [Hn−1 : N ], получаем, что Hr

n−1 6 N и потому g /∈ HHr
n−1.

Подгруппа Hr
n−1 нормальна и, как легко видеть, π′-изолирована в G. Сле-

довательно, группа G1 = G/Hr
n−1 Fπ-аппроксимируема согласно теореме 2.

В силу предложения 4 фактор-группа Hn−1/Hr
n−1 конечна. Значит, конечна

и ее подгруппа H1 = HHr
n−1/H

r
n−1. Из соотношения g /∈ HHr

n−1 вытекает, что
g1 = gHr

n−1 /∈ H1. Поэтому, пользуясь Fπ-аппроксимируемостью группы G1,
можем найти такую нормальную подгруппу M конечного π-индекса этой груп-
пы, что g1 /∈ H1M . Из последнего соотношения следует, что композиция ϕ
естественных гомоморфизмов группы G на G1 и группы G1 на фактор-груп-
пу G1/M является искомым отображением. �

Теорема 1 показывает, что абелева группа, удовлетворяющая условию Sπ,
не обязана быть π-ограниченной. Однако нильпотентная группа, составленная
из таких блоков, т. е. обладающая центральным рядом, для всех факторов кото-
рого имеет место свойство Sπ, может содержать π′-изолированные подгруппы,
не отделимые даже в классе всех конечных групп: соответствующий пример
приводится в работе [1]. Вместе с тем справедливо

Следствие 1. Нильпотентная группа без кручения обладает свойством Sπ

тогда и только тогда, когда она является π-ограниченной.
Доказательство. Ввиду теоремы 3 нам следует проверить лишь необхо-

димость. Пусть G — нильпотентная группа без кручения, обладающая свой-
ством Sπ, и пусть

1 = G0 6 G1 6 · · · 6 Gc = G (∗)

— верхний центральный ряд группы G. Покажем, что каждый фактор этого
ряда принадлежит классу Aπ.

Пусть i ∈ {0, . . . , c − 1}. Из отсутствия кручения в группе G следует, что
все члены ряда (∗) изолированы в этой группе (см., например, [10, с. 13]). По-
этому если H/Gi — некоторая π′-изолированная подгруппа группы Gi+1/Gi,
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то подгруппа H π′-изолирована в группе G. Так как последняя обладает свой-
ством Sπ, то H оказывается Fπ-отделимой в G, значит, для каждого элемента
g ∈ Gi+1 \H в группе G существует такая нормальная подгруппа Ng конечного
π-индекса, что g /∈ HNg. Но тогда (NgGi ∩ Gi+1)/Gi — нормальная подгруппа
конечного π-индекса группы Gi+1/Gi и gGi /∈ H/Gi · (NgGi ∩Gi+1)/Gi. В силу
произвольности выбора элемента g отсюда следует, что подгруппа H/Gi Fπ-от-
делима в группе Gi+1/Gi.

Таким образом, группа Gi+1/Gi обладает свойством Sπ. Поэтому согласно
теореме 1 она удовлетворяет условию (3)π. Как отмечено выше, подгруппа Gi

изолирована в группе G. Следовательно, группа Gi+1/Gi не имеет кручения
и в силу предложения 1 удовлетворяет условию (5)π. �

Пусть далее � обозначает множество всех простых чисел. Напомним, что
согласно [1]

1) абелева группа A называется ограниченной, если сама она удовлетворяет
условию (4)�, а ее фактор-группа по периодической части τ(A) — условиям (1)
и (2)�;

2) разрешимая группа называется ограниченной, если она обладает хотя бы
одним конечным субнормальным рядом с абелевыми ограниченными фактора-
ми.

Предложение 5. Абелева группа A удовлетворяет условию (5)π тогда
и только тогда, когда для нее справедливо условие (4)π, а для фактор-груп-
пы A/τ(A) — условие (2)π. В частности, классы A� и S� совпадают с класса-
ми ограниченных абелевых и ограниченных разрешимых групп соответственно,
а класс N� — с классом нильпотентных групп, являющихся ограниченными
разрешимыми.

Доказательство. Достаточность. Пусть B — произвольная подгруп-
па группы A. Тогда фактор-группа A/B представляет собой расширение груп-
пы

τ(A)B/B ∼= τ(A)/(τ(A) ∩B)

при помощи группы

A/τ(A)B ∼= (A/τ(A))/(τ(A)B/τ(A)).

Так как группа A удовлетворяет условию (4)π, а фактор-группа A/τ(A) —
условию (2)π, в группе τ(A)/(τ(A) ∩B) все примарные π-компоненты периоди-
ческой части конечны, а в группе A/τ(A)B имеют конечный период (поскольку
условия (2)π и (3)π равносильны согласно предложению 1). Следовательно,
примарные π-компоненты периодической части группы A/B также имеют ко-
нечный период и группа A удовлетворяет условию (3)π. Из предложения 1
вытекает, что для группы A справедливо условие (5)π.

Необходимость ввиду того же предложения почти очевидна. Если груп-
па A удовлетворяет условию (5)π, то для нее выполняются также условия (3)π
и (4)π. Понятно, что и любая фактор-группа группы A удовлетворяет усло-
вию (3)π, а значит, и условию (2)π.

Поскольку условие (1) согласно предложению 1 является следствием усло-
вия (2)�, из доказанного вытекает, в частности, что ограниченность группы A
в смысле [1] равносильна условию (5)�. Таким образом, совпадение классов,
указанных в формулировке предложения, имеет место. �
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Следствие 2. Нильпотентная группа, являющаяся ограниченной разре-
шимой в смысле А. И. Мальцева, обладает свойством Sπ для любого множества
простых чисел π.

Доказательство. Непосредственно из определений классов Aπ и Sπ сле-
дует, что для любого множества простых чисел π справедливы включения A� ⊆
Aπ и S� ⊆ Sπ. Поэтому в силу предложения 5 каждая ограниченная разре-
шимая группа принадлежит классу Sπ, а каждая нильпотентная группа, явля-
ющаяся ограниченной разрешимой — классу Nπ. Таким образом, утверждение
следствия вытекает из теоремы 3. �

В заключение отметим, что для разрешимых групп, не являющихся ниль-
потентными, равносильностьFπ-отделимости и π′-изолированности, вообще го-
воря, не имеет места. С. А. Агалаков [11] показал, что свободные разрешимые
группы ступени n > 3 не обладают даже свойством финитной отделимости
всех конечно порожденных подгрупп. В. Г. Бардаков [12] установил, что каж-
дая свободная разрешимая группа ступени 2 содержит изолированную конечно
порожденную подгруппу, не отделимую в классе конечных π-групп для любо-
го одноэлементного множества π. Более того, даже в сверхразрешимой группе
π′-изолированная подгруппа может не бытьFπ-отделимой, как показывает сле-
дующий простой пример, идея которого позаимствована из [13].

Пусть
G = 〈a, b; a−1ba = b−1〉,

и пусть множество π не содержит числа 2. Если ϕ — произвольный гомомор-
физм группы G на конечную π-группу, r и s — порядки элементов aϕ и bϕ
соответственно, то в силу нечетности числа r

bϕ = (aϕ)−rbϕ(aϕ)r = (bϕ)(−1)r = (bϕ)−1.

Отсюда (bϕ)2 = 1 и bϕ = 1 в силу нечетности s.
Таким образом, группа G не является Fπ-аппроксимируемой. При этом

она не имеет кручения, следовательно, ее единичная подгруппа оказывается
π′-изолированной, но не Fπ-отделимой в G.

Автор выражает благодарность рецензенту за ряд ценных советов и заме-
чаний.
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