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Аннотация. Пусть G — конечная группа. Элемент группы G, обращающийся в
нуль, — это элемент g ∈ G такой, что χ(g) = 0 для некоторого неприводимого
комплексного характера χ ∈ Irr(G) группы G. Пусть Vo(G) — множество порядков
элементов группы G, обращающихся в нуль. Конечная группа G называется VCP-
группой, если каждый элемент в Vo(G) есть степень простого числа. Исследована
новая характеризация всех конечных неабелевых простых VCP-групп, связанная
с множеством Vo(G). Показано, что если G — конечная группа и M — конечная
неабелева простая VCP-группа такая, что Vo(G) = Vo(M) и |G| = |M |, то G ∼= M .
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1. Введение

Пусть G — конечная группа. Элемент группы G, обращающийся в нуль, —
это такой элемент g ∈ G, что χ(g) = 0 для некоторого неприводимого комплекс-
ного характера χ ∈ Irr(G) группы G. Обозначим символом Van(G) множество
элементов группы G, обращающихся в нуль, а символом Vo(G) — множество
порядков элементов в Van(G). Согласно [1, 2] множество Vo(G) может дать
некоторую информацию о структуре конечной группы G. Например, теоре-
ма C из [3] как усиление следствия 3 из [2] утверждает, что если p — простой
делитель |G| и в G нет элементов, обращающихся в нуль, порядка, делящегося
на p, то в G имеется нормальная силовская p-подгруппа. Также в [4] пока-
зано, что если G — конечная группа такая, что Vo(G) = Vo(A5), то G ∼= A5,
т. е. знакопеременная группа A5 характеризуется множеством порядков своих
элементов, обращающихся в нуль. В связи с этим результатом можно задать
следующий

Вопрос. Верно ли, что все конечные неабелевы простые группы характе-
ризуемы множеством порядков элементов, обращающихся в нуль?

Ответ на этот вопрос в общем случае отрицателен. Например, для про-
стой линейной группы L3(5) имеем Vo(L3(5)) = Vo(Aut(L3(5))), но L3(5) 6∼=
Aut(L3(5)), так как |L3(5)| 6= |Aut(L3(5))|. Однако, исследовав группы одного
и того же порядка, можем выдвинуть следующую гипотезу.
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Гипотеза. Пусть G — конечная группа, и пусть M — конечная неабелева
простая группа. Если Vo(G) = Vo(M) и |G| = |M |, то G ∼= M .

На самом деле идея добавления условия, что все группы имеют один и тот
же порядок, восходит к известной гипотезе Ши, которая звучит следующим
образом. Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков
элементов группы G. Гипотеза Ши (вопрос 12.39 в [5]) утверждает, что всякая
конечная простая группа однозначно определяется своим спектром и порядком
в классе всех групп.

Гипотеза Ши. Пусть G — конечная группа, и пусть M — конечная про-
стая группа. ТогдаG ∼= M тогда и только тогда, когда |G| = |M | и ω(G) = ω(M).

В ряде статей доказано, что эта гипотеза верна для большинства конечных
простых групп, более того, в [6] показано, что гипотеза Ши верна для всех
конечных простых групп.

Конечная группа G называется VCP-группой, если каждый элемент мно-
жества Vo(G) есть степень простого числа. Ввиду [4, лемма 2.4] и того факта,
что Vo(A7) = {3, 4, 5, 7}, конечная неабелева простая VCP-группа изоморфна
одной из групп L2(q), где q ∈ {5, 7, 8, 9, 17}, L3(4), A7, Sz(8) и Sz(32). Име-
ющийся результат для знакопеременной группы A5 в [4] стал мотивацией для
доказательства того, что наша гипотеза верна для всех конечных неабелевых
простых VCP-групп. Основной целью работы является доказательство следу-
ющей теоремы.

Основная теорема. Пусть G — конечная группа, и пусть M — одна из
конечных простых групп L2(q), где q ∈ {5, 7, 8, 9, 17}, L3(4), A7, Sz(8) и Sz(32).
Если Vo(G) = Vo(M) и |G| = |M |, то G ∼= M .

2. Обозначения и предварительные результаты

В настоящей работе будем использовать следующие обозначения: (m,n) и
[m,n] обозначают наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное
целых чисел m и n соответственно. Для конечной группы G символом π(G)
будет обозначаться множество всех простых делителей порядка |G|. Пусть так-
же Sol(G) — разрешимый радикал группы G. Все обозначения, используемые
ниже без объяснения, стандартны и могут быть найдены, например, в [7].

Структура конечных неразрешимых VCP-групп была найдена в [4, теоре-
ма A]. Поскольку Vo(A7) = {3, 4, 5, 7}, очевидно, что простая группа A7 в этой
теореме пропущена. Сформулируем исправленную версию этой теоремы, кото-
рую будем использовать в доказательстве основной теоремы. Заметим, что в
этой теореме M10 обозначает единственную VCP-подгруппу индекса 2 в груп-
пе Aut(L2(9)), а под CP-группой имеем в виду конечную группу G такую, что
каждый элемент в Vo(G) — простое число.

Теорема 2.1. Пусть G — конечная неразрешимая VCP-группа. Справед-
ливы следующие утверждения.

1. Если Sol(G) = 1, то группа G изоморфна одной из следующих групп:

L2(q), q = 5, 7, 8, 9, 17, L3(4), Sz(8), Sz(32), A7,M10.

2. Предположим, что Sol(G) > 1. Пусть для некоторого простого чис-
ла p группа N := Op(Sol(G)) такова, что Sol(G)/N > 1. Тогда либо G/Sol(G) ∼=
A7, либо p = 2, G/N — CP-группа и выполнено одно из следующих утвержде-
ний:
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(a) группа Sol(G)/N элементарная абелева, а группа G/Sol(G) изоморфна
группе L2(5);

(b) группа Sol(G)/N абелева, а группа G/Sol(G) изоморфна L2(8);
(c) группа Sol(G)/N нильпотентна ступени не выше 6, а группа G/Sol(G)

изоморфна Sz(8) или Sz(32).
Одним из ключевых утверждений для доказательства основной теоремы

является результат Долфи и др. [3] об «обращающемся в нуль» графе простых
чисел конечной группы и его связи с графом Грюнберга — Кегеля. По этой
причине напомним требуемые определения. Для конечного множества положи-
тельных целых чисел X граф простых чисел �(X) определяется как простой
ненаправленный граф, вершинами которого являются простые числа p такие,
что существует элемент множества X, делящийся на p, и две различные вер-
шины p, q являются смежными тогда и только тогда, когда существует элемент
из X, делящийся на pq. Для конечной группы G граф �(ω(G)), который обо-
значаем символом GK(G), также известен под названием графа Грюнберга —
Кегеля группы G. Граф простых чисел �(Vo(G)), который в данной статье обо-
значается через � (G), называется обращающимся в нуль графом простых чисел
группы G. Следующая лемма описывает некоторые свойства обращающегося в
нуль графа простых чисел конечной группы и его связь с графом Грюнберга —
Кегеля. Отметим, что n(G ) означает число связных компонент графа G .

Лемма 2.2 [3, 8]. Пусть G — конечная группа.
(1) Если группа G разрешима, то граф � (G) имеет не более двух связных

компонент.
(2) Если группа G неразрешима и граф � (G) несвязен, то G имеет един-

ственный неабелев композиционный фактор S и n(� (G)) ≤ n(GK(S)), если
только G не изоморфна A7.

Пусть p — простое число. Говорят, что характер χ из Irr(G) имеет нулевой
p-дефект, если p не делит |G|/χ(1). Согласно фундаментальному результату
Брауэра [9, теорема 8.17] если χ ∈ Irr(G) имеет нулевой p-дефект, то для каж-
дого элемента g ∈ G такого, что p делит o(g), имеем χ(g) = 0. Следующая
лемма показывает, что очень часто неабелева простая группа имеет неприводи-
мые характеры нулевого p-дефекта для каждого простого p.

Лемма 2.3 [2, предложение 2.1]. Пусть M — неабелева простая группа,
и пусть p — простое число. Если группа M лиевского типа или p ≥ 5, то
существует характер χ ∈ Irr(M) нулевого p-дефекта.

В следующей лемме собраны некоторые факты, связанные с неприводи-
мыми характерами нулевого p-дефекта нормальной подгруппы или фактор-
группы.

Лемма 2.4. Пусть G — конечная группа, и пусть N — нормальная под-
группа в G.

(1) Если p ∈ π(N) и N имеет неприводимый характер нулевого p-дефекта,
то всякий элемент в N порядка, делящегося на p, является элементом группы G,
обращающимся в нуль.

(2) Если p ∈ π(G/N), (|N |, p) = 1 и у группы G/N есть неприводимый ха-
рактер нулевого p-дефекта, то G также имеет неприводимый характер нулевого
p-дефекта.

Доказательство. Утверждение (1) есть лемма 2.7 из [3]. Далее, посколь-
ку неприводимые характеры группы G/N можно рассматривать как неприво-
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димые характеры группы G, ядро которых содержит N , доказательство утвер-
ждения (2) получается непосредственно. �

Следующая лемма, которую легко доказать с использованием таблицы ха-
рактеров прямого произведения групп и строения неприводимых характеров
фактор-группы, необходима для доказательства основной теоремы.

Лемма 2.5. Пусть G — конечная группа.
(1) Если G = H × K, то Vo(G) = {[m,n] | m ∈ Vo(H), n ∈ ω(K)} ∪

{[m,n] | m ∈ ω(H), n ∈ Vo(K)}.
(2) Если N — нормальная подгруппа группы G и m ∈ Vo(G/N), то суще-

ствует целое число n такое, что mn ∈ Vo(G).

3. Доказательство основной теоремы

Известно, что Vo(G) = Vo(M) и |G| = |M |, где M — одна из простых
групп L2(q), q ∈ {5, 7, 8, 9, 17}, L3(4), A7, Sz(8) и Sz(32). Используя [7], соберем
порядки |M | и Vo(M) в табл. 1.

Таблица 1

M Vo(M) |M |
L2(5) {2, 3, 5} 22.3.5

L2(7) {2, 3, 4, 7} 23.3.7

L2(8) {2, 3, 7, 9} 23.32.7

L2(9) {2, 3, 4, 5} 23.32.5

L2(17) {2, 3, 4, 8, 9, 17} 24.32.17

L3(4) {2, 3, 4, 5, 7} 26.32.5.7

A7 {3, 4, 5, 7} 23.32.5.7

Sz(8) {2, 4, 5, 7, 13} 26.5.7.13

Sz(32) {2, 4, 5, 25, 31, 41} 210.52.31.41

В силу следствия 4.1 из [4] и леммы 2.2(1) группа M = L2(5) характери-
зуется множеством Vo(M) и, следовательно, G ∼= M . Далее, если M = L3(4),
то n(� (G)) = 4, и потому из леммы 2.2 следует, что G имеет единственный
неабелев композиционный фактор S такой, что

n(GK(S)) ≥ n(� (G)) = 4. (3.1)

Таким образом, |π(S)| ≥ 4, и так как S — простая группа и |S| делит |G|, вви-
ду [10] S изоморфна одной из групп A7, A8, L3(4). Но ω(A7) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
и ω(A8) = ω(A7) ∪ {15}, откуда n(GK(A8)) < n(GK(A7)) = 3. Тем самым в
силу (3.1) можем заключить, что S ∼= L3(4), откуда G ∼= L3(4).

Для остальных случаев будем использовать теорему 2.1. Так как Vo(G) =
Vo(M), из табл. 1 имеем n(� (G)) ≥ 3 и из леммы 2.2(1) следует, что G — нераз-
решимая VCP-группа. Пусть K = Sol(G). Если K = 1, то ввиду |G| = |M |
легко заключаем, что G ∼= M . Поэтому для завершения доказательства основ-
ной теоремы достаточно получить противоречие для случая K > 1, где G/K ∼=
L2(5), L2(8), A7, Sz(8), Sz(32). Пусть M = L2(7). Поскольку {5, 9} ∩Vo(G/K) 6=
∅, в силу Vo(L2(7)) и леммы 2.5(2) легко приходим к противоречию. Тем же
способом легко убеждаемся, что если M — одна из групп L2(8), L2(17), Sz(8),
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Sz(32), то G/K ∼= M , и потому из |G| = |M | вытекает, что K = 1; противо-
речие. Для удобства опускаем детали. Таким образом, остается рассмотреть
случаи M = L2(9) и M = A7. Разберем их отдельно.

Случай 1. Пусть M = L2(9). Если G/K 6∼= L2(5), то {7, 31}∩Vo(G/K) 6= ∅,
и лемма 2.5(2) приводит к противоречию. Поэтому достаточно рассмотреть слу-
чай G/K ∼= L2(5). Поскольку |G| = |M |, имеем |K| = 6, а значит, K эквивалент-
но S3 или Z6. Так как CG(K)K/K E G/K и G/K — неабелева простая группа,
заключаем, что CG(K)K = K или CG(K)K = G. В первом случае CG(K) ≤ K,
и потому

60 = |G/K| | |G/CG(K)| | |Aut(K)|,

что приводит к противоречию, ибо легко убедиться, что порядок группы авто-
морфизмов группы порядка 6 не делится на 5. Поэтому CG(K)K = G, откуда

CG(K)/Z(K) ∼= CG(K)K/K ∼= G/K ∼= L2(5).

Если K ∼= S3, то Z(K) = CG(K) ∩ K = 1 и, следовательно, G ∼= S3 × L2(5).
Так как 2 ∈ ω(S3) и 5 ∈ Vo(L2(5)), из леммы 2.5(1) следует, что 10 ∈ Vo(G);
противоречие с тем, что G — VCP-группа. Поэтому K ∼= Z6 и группа K абелева.
Таким образом, G = CG(K), так что G— центральное расширениеK с помощью
группы L2(5). Пусть P — силовская 2-подгруппа группы K. Тем самым P /G и
G/P
K/P

∼= L2(5). Легко заключаем, что группа G/P есть центральное расширение
группы K/P с помощью L2(5). Так как порядок множителя Шура группы L2(5)
равен 2 и |K/P | = 3, отсюда следует, что расширение расщепляемое, а значит,
G/P ∼= K/P × L2(5). Из леммы 2.5 вытекает, что множество Vo(G) содержит
число, кратное 6; противоречие.

Случай 2. Пусть M = A7. Если G/K ∼= L2(8), Sz(8), Sz(32), то по-
скольку {9, 13, 31} ∩ Vo(G/K) 6= ∅, по лемме 2.5(2) получаем противоречие.
Если G/K ∼= L2(5), то |K| = 42 и аналогично предыдущему случаю заклю-
чаем, что CG(K)K = K или CG(K)K = G. Так как |Aut(K)| не делится
на 5, случай CG(K)K = K невозможен. Таким образом, G = CG(K)K, от-
куда CG(K)/Z(K) ∼= G/K ∼= L2(5), и так как Z(K) ≤ Z(CG(K)), заключаем,
что CG(K) — центральное расширение группы Z(K) с помощью L2(5). Если
это расширение расщепляемо, то CG(K) = Z(K) × T , где T ∼= L2(5). В силу
T ≤ G, T ∩ K ≤ T ∩ Z(K) = 1 и |G| = |TK| группа G — расщепляемое рас-
ширение группы K с помощью L2(5). Поскольку |Aut(K)| не делится на 60,
легко видеть, что G = K × L2(5). Так как 2 ∈ ω(K) и 5 ∈ Vo(L2(5)), из
леммы 2.5(1) следует, что 10 ∈ Vo(G); противоречие. Поэтому CG(K) — нерас-
щепляемое расширение группы Z(K) с помощью L2(5). Ввиду центральности
этого расширения с учетом порядка множителя Шура группы L2(5) получаем,
что |Z(K)| ∈ {1, 2, 6, 14, 42}.

Если |Z(K)| = 1, то K ∩ CG(K) = 1, и в силу G = KCG(K) получаем, что
G = K×L2(5); противоречие. Если |Z(K)| = 2, то согласно (|K/Z(K)|, |Z(K)|) =
(21, 2) = 1 из теоремы Шура — Цассенхауса вытекает, что у K существует под-
группа N такая, что K = NZ(K). Так как |K : N | = 2, заключаем, что
K = N ×Z(K). Утверждается, что G = N ×CG(K). С учетом порядка группы
NCG(K) имеем G = NCG(K) и потому легко видеть, что N — нормальная под-
группа в G. Далее, N ∩ CG(K) ≤ N ∩ Z(K) = 1, что доказывает утверждение.
Таким образом, 15 ∈ ω(G). С другой стороны, поскольку G/K ∼= L2(5), в силу
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лемм 2.3 и 2.4(2) группа G имеет неприводимый характер нулевого 5-дефекта,
а значит, 15 ∈ Vo(G); противоречие.

Если |Z(K)| ∈ {6, 14, 42}, то пусть P — силовская 2-подгруппа группы
Z(K). Легко видеть, что CG(K)/P — центральное расширение группы Z(K)/P
с помощью L2(5). Учитывая порядок множителя Шура группы L2(5), видим,
что это расширение расщепляется; следовательно, CG(K)/P ∼= Z(K)/P ×L2(5).
Таким образом, {15, 35} ∩ ω(CG(K)) 6= ∅. Поскольку L2(5) имеет неприводи-
мый характер нулевого 5-дефекта, из леммы 2.4(2) следует, что у группы CG(K)
тоже имеется неприводимый характер нулевого 5-дефекта. Поэтому в силу лем-
мы 2.4(1) {15, 35} ∩Vo(G) 6= ∅; противоречие. �

Авторы благодарят рецензента за неоценимые комментарии.
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