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Morphismes injectifs entre groupes d’Artin-Tits

Eddy Godelle

Abstract We construct a family of morphisms between Artin-Tits groups
which generalise the ones constructed by J. Crisp in [9]. We show that their
restrictions to the positive Artin monoids respect normal forms, and that
for Artin-Tits groups of type FC, these morphisms are injective. The proof
of the second result uses the Deligne Complex, and the normal cube paths
constructed in [14] and [6].

R�esum�e On construit une classe de morphismes entre groupes d’Artin-
Tits qui g�en�eralise celle construite par J. Crisp dans [9]. On montre que
leurs restrictions aux monö�des respectent les formes normales, et que pour
les groupes d’Artin-Tits de type FC ces morphismes sont injectifs. La
d�emonstration du second r�esultat utilise le complexe de Deligne et les
chemins cubiques normaux construits dans [14] et [6].

AMS Classi�cation 20F36; 20F32,57M07

Keywords Artin-Tits groups, injective morphisms, cubical CAT(0) com-
plex

Introduction

Soit S un ensemble �ni et M = (ms;t)s;t2S une matrice sym�etrique �a coe�cients
dans N [ f1g − f0g telle que ms;s = 1 pour tout s de S et ms;t 6= 1 pour
s 6= t dans S . On note AS le groupe engendr�e par S et les relations, dites \de
tresses", sts � � �| {z }

ms;t termes

= tst � � �| {z }
ms;t termes

pour tout couple (s; t) d’�el�ements distincts de

S tels que ms;t 6=1:

AS = hSj sts � � �| {z }
ms;t termes

= tst � � �| {z }
ms;t termes

; 8s; t 2 S; s 6= t et ms;t 6=1i:

La paire (AS ; S) s’appelle un syst�eme d’Artin-Tits et AS un groupe d’Artin-
Tits (relativement �a S ). On note A+

S le sous-monö�de de AS engendr�e par S .
Ce monö�de A+

S poss�ede la même pr�esentation que AS mais en tant que monö�de
([15]). Puisque les relations de tresses sont homog�enes, A+

S est naturellement
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muni d’une fonction longueur ‘ compatible au produit. On appelle graphe de
S et M , not�e ΓS , le graphe �etiquet�e dont l’ensemble des sommets est S et dont
les arêtes sont les paires fs; tg d’�el�ements distincts de S telles que ms;t 6= 2,
que l’on �etiquette par ms;t .

On appelle sous-groupe parabolique standard tout sous-groupe de AS engendr�e
par une partie T de S ; on note AT un tel sous-groupe. Van der Lek a prouv�e
dans [17] que pour toute partie T de S , la paire (AT ; T ) est un syst�eme d’Artin-
Tits pour la matrice (ms;t)s;t2T . Un sous-groupe parabolique de AS est un
sous-groupe de AS conjugu�e �a un sous-groupe parabolique standard de AS .

Lorsque ce graphe est connexe, on dit que S est ind�ecomposable. Lorsque l’on
ajoute �a la pr�esentation de AS les relations s2 = 1 pour s 2 S , on obtient un
groupe de Coxeter WS . On dit que AS (ou S par abus) est de type sph�erique
lorsque son groupe de Coxeter associ�e est �ni.

Si u et v sont dans A+
S , on notera u � v (resp. v � u) pour dire que u divise v

�a gauche (resp. �a droite); on notera u^�v (resp. v^�u) leur pgcd relativement
�a � (resp. �) et u _� v (resp. v _� u) leur ppcm relativement �a � (resp. �)
s’il existe; s’il n’existe pas, on pose u _� v = 1 (resp. v _� u = 1). Pour
m 2 N, on d�esignera par [u; vim le produit uvu � � �| {z }

m termes

. Ainsi les relations de

tresses s’�ecrivent [s; tims;t = [t; sims;t .

Rappelons le r�esultat classique suivant d�emontr�e par Brieskorn et Saito dans
[3] : un groupe d’Artin-Tits AS est de type sph�erique si et seulement si le ppcm
de S �a gauche existe; dans ce cas, le ppcm �a droite existe aussi et est �egal au
ppcm �a gauche. On note �S ou simplement � cet �el�ement.

D�e�nition 0.1 Soit AS et AS0 deux groupes d’Artin-Tits et soit p une ap-
plication de S dans P(S0)− f;g, les parties non vides de S0 , telle que

(L0) si s 6= t 2 S alors p(s) et p(t) sont disjointes;

(L1) pour s 2 S , p(s) est de type sph�erique;

(L2) si s 6= t 2 S avec ms;t 6=1, on a

[�p(s);�p(t)ims;t = [�p(t);�p(s)ims;t = �p(s) _� �p(t) dans A+
S0

(L3) si s 6= t 2 S avec ms;t =1, alors�
8u 2 p(s); fug [ p(t) n’est pas de type sph�erique;
8u 2 p(t); fug [ p(s) n’est pas de type sph�erique.
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On peut alors d�e�nir homomorphisme ’p de AS dans AS0 par ’p(s) = �p(s)

pour s 2 S . Un morphisme provenant d’une telle construction sera appel�e un
LCM-homomorphisme.

Par rapport �a la d�e�nition 2.1 de [9], on a ajout�e la condition (L3) qui autorise
les liaisons in�nies. Notons aussi que la d�e�nition 2.1 de [9] est donn�ee dans
le cadre des monö�des (voir la de�nition 1.4 ci-dessous) ce qui est �equivalent.
La proposition suivante g�en�eralise la proposition 2.3 de [9]; voir �egalement le
th�eor�eme 14 de [10] pour le cas \sym�etrique".

Proposition 0.2 Soit ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme. Alors ’p
induit un homomorphisme injectif ’p;W : WS !WS0 .

Ce r�esultat nous permet, comme dans [9], de voir les LCM-homomorphismes
comme des applications entre groupes fondamentaux induites par des applica-
tions simpliciales injectives (cf. proposition 2.13).

D�e�nition 0.3 [8] On dit qu’un groupe d’Artin-Tits AS est de type FC si
et seulement si la condition ci-dessous est v�eri��ee pour toute partie T de S :

8s; t 2 T , ms;t 6=1) AT est de type sph�erique.

L’un des deux r�esultats principaux de cette note est le suivant:

Th�eor�eme 0.4 Soit (AS ; S) et (AS0 ; S0) deux syst�emes d’Artin-Tits de type
FC et ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme. Alors ’p est injective.

Dans [10], Crisp prouve que le sous-groupe des points �xes d’un groupe d’Artin-
Tits de type FC sous l’action d’un groupe de sym�etries de son graphe est aussi
un groupe d’Artin-Tits de type FC. Il est assez facile de voir que le morphisme
construit par Crisp pour la preuve de son r�esultat v�eri�e les axiomes de la
d�e�nition 0.1 et est donc un LCM-homomorphisme. Le th�eor�eme 0.4 peut donc
être vu comme une g�en�eralisation du r�esultat de Crisp relatif �a l’injectivit�e.

Lemme 0.5 Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits, soit WS son groupe de
Coxeter associ�e et i : AS ! WS la surjection canonique. Si w est dans WS ,
alors i−1(w)\A+

S poss�ede un unique repr�esentant Sec(w) de longueur minimale.
On peut ainsi d�e�nir une section ensembliste de i, not�ee Sec dont l’image not�ee
AS;red est dans A+

S . Ses �el�ements sont caract�eris�es par le fait qu’aucune de leurs
�ecritures dans A+

S ne fait apparâ�tre de carr�es d’un �el�ement de S .
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Cette section ensembliste est construite grâce au lemme d’�echange (voir [1]
chapitre 4). Lorsque AS est de type sph�erique, alors �S est l’image par cette
section de l’�el�ement de plus grande longueur de WS . Les �el�ements de AS;red
seront dit r�eduits ou encore minimaux. La derni�ere assertion du lemme implique
en particulier que AS;red est stable par division �a gauche et �a droite.

Lemme 0.6 [3, 12, 13] Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits. Pour tout
�el�ement g de A+

S , l’ensemble fh 2 AS;redjh � gg poss�ede un plus grand �el�ement
�(g) pour la division �a gauche. De plus pour g1; g2 dans A+

S , on a �(g1g2) =
�(g1�(g2)).

Cette fonction � permet de d�e�nir une forme normale sur A+
S : on dira que la

suite (g1; � � � ; gn) est la forme normale de g 2 A+
S si g = g1 � � � gn o�u aucun

gi ne vaut 1 et gi = �(gi � � � gn) pour tout i; cette d�ecomposition est unique
d’apr�es le lemme ci-dessus.

Si ’p : AS ! AS0 est un LCM-homormorphisme alors l’image par ’ d’un
�el�ement de A+

S est dans A+
S0 . Le second r�esultat que nous allons prouver est le

suivant:

Th�eor�eme 0.7 Soit ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme homomor-
phisme. Alors ’p est compatible avec la forme normale: si (g1; � � � ; gn) est
la forme normale de g 2 A+

S alors (’p(g1); � � � ; ’p(gn)) est la forme normale de
’p(g).

Nous montrerons en fait ce r�esultat pour une famille un peu plus large de
morphismes .

Dans la premi�ere partie nous rappelons les r�esultats utiles sur les groupes
d’Artin-Tits et nous introduisons la notion de lcm-homomorphisme; celle-ci
g�en�eralise celle de LCM-homomorphisme. La seconde partie est consacr�ee aux
preuves de la proposition 0.2 et du th�eor�eme 0.7. En�n dans la derni�ere partie,
nous introduisons le complexe de Deligne et nous prouvons le th�eor�eme 0.4.

1 G�en�eralit�es

1.1 Monö�des d’Artin-Tits

Lemme 1.1 [3] Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits.
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(i) A+
S est simpli�able, c’est �a dire que si a; b; e1; e2 sont dans A+

S et ae1b =
ae2b alors, e1 = e2 .

(ii) Toute partie �nie de A+
S poss�ede un pgcd �a gauche (et �a droite).

(iii) Une partie �nie de A+
S poss�ede un ppcm �a droite (resp. �a gauche) si et

seulement si elle poss�ede un multiple commun �a droite (resp. �a gauche).

1.2 Groupes d’Artin-Tits

Lemme 1.2 ([4] th�eor�eme 2.6 et [5] lemme 4.4) Soit (AS ; S) un syst�eme
d’Artin-Tits de type sph�erique. Si g 2 AS alors il existe a; b dans A+

S uniques
premiers entre eux �a gauche ( not�e a ?� b) tels que g = a−1b. De plus si
c 2 A+

S tel que cg 2 A+
S alors c � a.

Nous appellerons la d�ecomposition g = a−1b l’�ecriture normale (�a gauche) de
g . On peut d�e�nir de la même fa�con une �ecriture normale �a droite.

Lemme 1.3 ([17] th�eor�eme 4.13) Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits as-
soci�e �a la matrice de Coxeter M = (ms;t)s;t2S . Soit T une partie de S et AT le
sous-groupe de AS engendr�e par T . Alors (AT ; T ) est un syst�eme d’Artin-Tits
associ�e �a la matrice (ms;t)s;t2T . De plus, si T 0 est une autre partie de S , on a
AT \AT 0 = AT\T 0 .

1.3 lcm-homomorphismes

D�e�nition 1.4 ([9] d�e�nition 1.1) Soit AS et AS0 deux groupes d’Artin-Tits.
Si ’ : AS ! AS0 est un homomorphisme tel que ’(A+

S ) � A+
S0 , on note ’+ la

restriction de ’ �a A+
S et A+

S0 . On dit que ’+ (ou ’) respecte les ppcm si

(1) 8s 2 S , ’+(s) 6= 1 et,

(2) 8s; t 2 S on a ’+(s) _� ’+(t) = ’+(s _� t);

avec la convention ’(1) =1.

Sous ces hypoth�eses, on dira que ’ est un \lcm-homomorphisme".

Proposition 1.5 ([9] lemme 1.2 et Th�eor�eme 1.3) Soit ’ : AS ! AS0 un
lcm-homomorphisme et U; V dans A+

S ; alors ’+(U) � ’+(V ) si et seulement
si U � V . En particulier ’+ est injective.
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L’injectivit�e peut aussi être vu comme un cas particulier de la proposition 5.4
de [11] sur les morphismes entre groupes munis de pr�esentations compl�ement�ees
noeth�eriennes et coh�erentes.

Question 1 Un lcm-homomorphisme ’ : AS ! AS0 est-il toujours injectif?

2 LCM-homomorphismes

Dans [9] on d�e�nit une sous-famille de lcm-homomorphismes, appel�es LCM -
homomorphismes; ceux-ci poss�edent une r�ealisation g�eom�etrique naturelle. Cet-
te d�e�nition suppose que le graphe de S soit sans liaisons in�nies. Nous allons
�etendre cette d�e�nition et montrer que le lemme clef 2.2 de [9] est encore vrai.
La construction g�eom�etrique est identique �a la construction de [9].

Commen�cons par rappeler la d�e�nition d’un LCM-homomorphisme.

D�e�nition 2.1 Soit (AS ; S) et (AS0 ; S0) deux syst�emes d’Artin-Tits et soit p
une application de S dans P(S0)− f;g, les parties non vides de S0 , telle que

(L0) si s 6= t 2 S alors p(s) et p(t) sont disjointes;

(L1) pour s 2 S , p(s) est de type sph�erique;

(L2) si s 6= t 2 S avec ms;t 6=1, on a

[�p(s);�p(t)ims;t = [�p(t);�p(s)ims;t = �p(s) _� �p(t) dans A+
S0

(L3) si s 6= t 2 S avec ms;t =1, alors�
8u 2 p(s); fug [ p(t) n’est pas de type sph�erique;
8u 2 p(t); fug [ p(s) n’est pas de type sph�erique.

On peut alors d�e�nir un lcm-homomorphisme ’p de AS dans AS0 par ’p(s) =
�p(s) pour s 2 S . Un morphisme provenant d’une telle construction sera appel�e
un LCM-homomorphisme.

�A la place de l’axiome (L3), on aurait pu se contenter, pour obtenir un lcm-
homomorphisme, de l’axiome plus faible suivant:

(L3 0) si s; t 2 S et ms;t =1, alors p(s) [ p(t) n’est pas de type sph�erique

mais l’axiome (L3) a pour objectif de prouver la proposition 2.6.

Puisqu’un LCM-homomorphisme est un lcm-homomorphisme, on a le r�esultat
suivant:
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Lemme 2.2 Soit (AS ; S) et (AS0 ; S0) deux syst�emes d’Artin-Tits et ’p un
LCM-homomorphisme; alors ’+

p est injective de A+
S dans A+

S0 .

Nous suivons dans la suite de cette partie le plan de [9]. Nous commen�cons
par rappeler deux lemmes techniques et par en d�emontrer un troisi�eme; ceux-ci
vont nous servir �etablir la proposition 2.6.

Lemme 2.3 [3, 10] Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits et T � S . Soit
t 2 T , w 2 A+

T et x 2 A+
S . Si t 6� w mais t � wx alors il existe s 2 T tel que

s � x.

Lemme 2.4 ([3] lemme 3.4 ) Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits, soit x 2
AS;red et s 2 S ; si sx 62 AS;red alors s � x.

Ce lemme est une version du lemme d’�echange.

Lemme 2.5 Soit (AS ; S) et (AS0 ; S0) deux syst�emes d’Artin-Tits et ’p un
LCM-homomorphisme. Soit s; t 2 S et k 2 N. Alors

[’+
p (s); ’+

p (t)ik n’est pas r�eduit ) ms;t 6=1 et k > ms;t .

Preuve Montrons cette implication par contrapos�ee.

Si ms;t 6= 1 et k � ms;t alors [’+
p (s); ’+

p (t)ik divise [’+
p (s); ’+

p (t)ims;t ; or
[’+
p (s); ’+

p (t)ims;t = �p(s)[p(t) par l’axiome (L2) et est ainsi r�eduit (cf. la
remarque qui suit le lemme 0.5), donc [’+

p (s); ’+
p (t)ik est r�eduit. Supposons

maintenant ms;t =1 et montrons, par r�ecurrence sur k , que [’+
p (s); ’+

p (t)ik et
[’+
p (t); ’+

p (s)ik sont r�eduit pour tout k . Si k = 0 ou k = 1 c’est clair; supposons
donc k � 2 et que [’+

p (s); ’+
p (t)ik n’est pas r�eduit. Par hypoth�ese de r�ecurrence

[’+
p (t); ’+

p (s)ik−1 est r�eduit; donc il existe C;D 2 A+
p(s) et u 2 p(s) tels que

l’on a CuD = ’+
p (s) avec D[’+

p (t); ’+
p (s)ik−1 r�eduit et uD[’+

p (t); ’+
p (s)ik−1

qui ne l’est pas. D’apr�es le lemme 2.4, on a alors u � D[’+
p (t); ’+

p (s)ik−1 ;
d’autre part, ’+

p (s) est r�eduit, donc uD l’est aussi et u 6� D . Par le lemme
2.3 appliqu�e avec T = p(s), w = D et x = [’+

p (t); ’+
p (s)ik−1 , il existe v 2 p(s)

qui divise [’+
p (t); ’+

p (s)ik−1 pour �. Mais ceci implique que v _� �p(t) existe
et donc que fvg [ p(t) est de type sph�erique; ce qui contredit l’axiome (L3).
Donc [’+

p (s); ’+
p (t)ik est r�eduit. Par sym�etrie, on a aussi que [’+

p (t); ’+
p (s)ik

est r�eduit.
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Proposition 2.6 Soit AS et AS0 deux groupes d’Artin-Tits et ’p un LCM-
homomorphisme. Alors la restriction de ’+

p �a AS;red est un morphisme injectif
dont l’image est incluse dans AS0;red .

Pour parler de cette propri�et�e de ’p , on dira que ’p est QF-injective.

Preuve Puisque ’p est un LCM-homomorphisme, sa restriction ’+
p est injec-

tive et la restriction �a AS;red aussi. Il su�t donc de montrer que l’image par
’+
p d’un �el�ement r�eduit est r�eduit. Soit U 2 AS;red ; on montre par r�ecurrence

sur la longueur de U que ’+
p (U) est r�eduit. Si ‘(U) = 0 ou ‘(U) = 1, alors le

r�esultat est vrai. Supposons donc ‘(U) � 2. Dans ce cas, puisque U est r�eduit,
on peut �ecrire U = [s; timV avec s; t 2 S distincts et V 2 A+

S divisible pour
� ni par s ni par t; de plus on a alors 2 � m � ms;t et V r�eduit. On a alors
que [’+

p (s); ’+
p (t)im est r�eduit d’apr�es le lemme 2.5. Comme V 2 AS;red et

‘(V ) < ‘(U), on a par hypoth�ese de r�ecurrence ’+
p (V ) r�eduit. Supposons que

’+
p (U) ne soit pas r�eduit et proc�edons comme dans la preuve du lemme 2.5: il

existe C;D 2 A+
p(s)[p(t) et u 2 p(s) [ p(t) tel que CuD = [’+

p (s); ’+
p (t)im et

D’+
p (V ) est r�eduit mais pas uD’+

p (V ); par le lemme 2.4, on a u � D’+
p (V ).

D’autre part, comme [’+
p (s); ’+

p (t)im est r�eduit, uD l’est aussi et donc u 6� D .
Par le lemme 2.3, il existe v 2 p(s) [ p(t) qui divise ’+

p (V ) pour �. Sup-
posons v 2 p(s); puisque �p(s) � v , ’+

p (sV ) n’est pas r�eduit. D’autre part,
‘(sV ) < l(U), donc par hypoth�ese de r�ecurrence on a que sV n’est pas r�eduit,
ce qui implique par le lemme 2.4 que s � V ; ceci est impossible par construc-
tion de V . Si v 2 p(t) on proc�ede de la même fa�con pour obtenir une nouvelle
contradiction. Donc U est r�eduit.

Corollaire 2.7 Soit ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme. Alors ’p
induit un homomorphisme injectif ’p;W : WS !WS0 .

Preuve ’p(s2) = �2
p(s) a pour image 1 dans WS0 ; donc ’p;W est bien d�e�nie.

D’autre part grâce �a la proposition 2.6 et la section Sec, il est clair que ’p;W
est injective.

D�e�nition 2.8 Soit ’ : AS ! AS0 un lcm-homomorphisme. Pour s 2 S on
pose p�(s) = ft 2 S0jt � ’(s)g et p�(s) = ft 2 S0j’(s) � tg. On dira que ’
est un lcm-homomorphisme sym�etrique si 8s 2 S , on a p�(s) = p�(s). Dans
ce cas on notera simplement cet ensemble p(s).

Un LCM-homomorphisme est en particulier un lcm-homomorphisme sym�etrique.
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Lemme 2.9 Soit ’ : AS ! AS0 un lcm-homomorphisme QF-injectif. Soit
U 2 A+

S r�eduit et s 2 S ; s’il existe t 2 p�(s) tel que t � ’+(U) alors s � U .
Suposons de plus que ’ est sym�etrique. Si U et V sont dans A+

S et r�eduit,
alors ’+(U) ^� ’+(V ) = 1 () U ^� V = 1.

Preuve Si U est r�eduit et s 2 S avec s 6� U , alors sU est aussi r�eduit. Donc
’+(s)’+(U) est r�eduit et aucun �el�ement de p�(s) ne peut diviser ’+(U).
Supposons maintenant que ’ est sym�etrique et que U et V sont dans A+

S

r�eduit et di��erents de 1. Par contreappos�ee, il est clair que ’+(U)^�’+(V ) =
1 ) U ^� V = 1. Montrons l’autre implication par l’absurde. Supposons que
U^�V = 1 mais ’+(U)^�’+(V ) 6= 1. Soit t 2 S0 tel que t � ’+(U)^�’+(V )
et notons s 2 S tel que t 2 p(s). En utilisant la premi�ere partie du lemme,
on a t � ’+(U) ) s � U et t � ’+(V ) ) s � V . Ce qui donne �nalement
s � U ^� V et la contradiction voulue.

Th�eor�eme 2.10 Soit ’ : AS ! AS0 un lcm-homomorphisme sym�etrique QF-
injectif. Alors ’+ est compatible avec la forme normale: si (g1; � � � ; gn) est la
forme normale de g 2 A+

S alors (’+(g1); � � � ; ’+(gn)) est la forme normale de
’+(g). De plus, si g1; g2 2 A+

S alors

(a) ’+(g1) _� ’+(g2) = ’+(g1 _� g2)
(b) ’+(g1) ^� ’+(g2) = ’+(g1 ^� g2):

Ce th�eor�eme est en particulier valable pour les LCM-homomorphismes par la
proposition 2.6 et dans le cas des lcm-homomorphismes provenant des auto-
morphismes de graphes (cf. th�eor�eme 14 de [10]). Le (a) est en fait connu
puisque Crisp a montr�e dans le th�eor�eme 8 de [10] que c’est d�ej�a le cas pour un
lcm-homomorphisme.

Preuve Puisque ’ est QF-injective, la suite (’+(g1); � � � ; ’+(gn)) a bien ses
termes dans AS0;red . On montre le r�esultat par r�ecurrence sur n; rappelons
qu’au lemme 0.6, on a d�e�ni une fonction � qui, �a un �el�ement d’un monö�de
d’Artin-Tits associe son plus grand diviseur r�eduit et qui v�eri�e que �(gh) =
�(g�(h)). Puisque �(’+(g1) � � �’+(gn)) = �(’+(g1)�(’+(g2) � � �’+(gn))), il
su�t de montrer le r�esultat pour n = 2. Supposons donc n = 2. Puisque
’+(g1) est r�eduit, il divise �(’+(g)). Si ’+(g1) 6= �(’+(g)) alors il existe
t 2 p(s) � S0 avec s 2 S tel que t � ’+(g2) et ’+(g1) 6� t mais dans ce cas
g1 6� s et par le lemme 2.9, on a s � g2 ; ceci implique que g1s est r�eduit et
divise g ; ce qui contredit le fait que g1 = �(g). Donc ’+(g1) = �(’+(g)).
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Soit maintenant g1; g2 2 A+
S . Il est clair que ’+(g1)_� ’+(g2) � ’+(g1 _� g2)

et que ’+(g1 ^� g2) � ’+(g1) ^� ’+(g2). D’autre part, si on note g1 =
(g1 ^� g2)h1 et g2 = (g1 ^� g2)h2 alors h1 ^� h2 = 1. Il est facile de voir que
h1 ^� h2 = 1 () �(h1) ^� �(h2) = 1 et que ’+(h1) ^� ’+(h2) = 1 ()
�(’+(h1)) ^� �(’+(h2)) = 1 (voir le lemme 0.6). On en d�eduit alors par le
lemme 2.9 et la premi�ere partie du th�eor�eme que ’+(h1)^� ’+(h2) = 1, ce qui
montre le (b).

Le (a) se montre de la même fa�con : si on �ecrit g1 _� g2 = g1h1 = g2h2 , on a
h1 ^� h2 = 1 et ’+(h1) ^� ’+(h2) = 1:

Remarquons que l’on a vraiment eu besoin du fait que le lcm-homomorphisme
est sym�etrique et que l’on ne peut esp�erer �etendre ce r�esultat �a tous les lcm-
homomorphismes QF-injectifs comme le montre l’exemple suivant: soit ’ le
lcm-homomorphisme du groupe libre �a un g�en�erateur hti dans le groupe libre
�a deux g�en�erateurs hx; yi qui envoie t sur xy . Alors ’(t2) = xyxy est r�eduit
donc �(xyxy) = xyxy mais ’(�(t2)) = ’(t) = xy .

Corollaire 2.11 Soit ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme entre groupes
d’Artin-Tits de type sph�erique. Alors ’+

p conserve l’�ecriture normale: si g−1
1 g2

est l’�ecriture normale de g 2 AS alors ’+
p (g1)−1’+

p (g2) est l’�ecriture normale
de ’p(g).

Preuve C’est clair par la seconde partie du th�eor�eme 2.10.

2.1 Une r�ealisation g�eom�etrique

Le r�ealisation g�eom�etrique se construit maintenant exactement comme dans [9];
on se contente donc d’introduire les notations utiles et d’�enoncer le r�esultat.

Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits, (WS ; S) son syst�eme de Coxeter associ�e
et posons Sf;S = fT � SjWT est �ni g. On ordonne l’ensemble WS �Sf;S par
la relation:

(w1; T1) � (w2; T2) si
�
w1WT1 � w2WT2

‘(�T1) + ‘(w−1
1 w2) = ‘(�T1w

−1
1 w2)

et on note e�S la r�ealisation g�eom�etrique du complexe d�eriv�e de cet ensemble
ordonn�e; c’est un complexe simplicial. Le complexe e�S s’appelle le complexe
de Salvetti et a �et�e introduit dans [16]. Le groupe WS agit simplicialement
et librement sur e�S (par multiplication �a gauche sur le premier facteur); on
note ZS = e�S=WS l’espace des orbites pour cette action. Il est connu que
�1(ZS) �= AS .
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Lemme 2.12 (Proposition 3.2 de [9]) Soit AS et AS0 deux groupes d’Artin-
Tits. Soit ’p un LCM-homomorphisme. Alors l’application ep : WS � Sf;S !
WS0 � Sf;S0 d�e�nie par ep(w;T ) = (’p;W (w); p(T )) pour (w;T ) 2 WS � Sf;S
pr�eserve strictement l’ordre et induit une application e� qui est simpliciale in-
jective et (WS ;WS0)-�equivariante de e�S dans e�S0 .

Proposition 2.13 (Th�eor�eme 3.4 de [9]) Soit ’p : AS ! AS0 un LCM-hom-
omorphisme; identi�ons AS ; AS0 respectivement �a �1(ZS) et �1(ZS0). Alors
l’application e� du lemme 2.12 induit une application simpliciale injective � :
ZS ! ZS0 telle que

’p = ��;

o�u �� d�esigne l’application induite par � entre les groupes fondamentaux.

3 Injectivit�e des LCM-homomorphismes

Nous commen�cons par introduire le complexe de Deligne puis la notion de
complexe de cubes. C’est grâce �a ces objets que nous allons �etablir l’injectivit�e
des LCM-homomorphismes pour les groupes d’Artin-Tits de type FC.

3.1 Le complexe de Deligne et les espaces de cubes

Le complexe de Deligne a �et�e d�e�ni pour la premi�ere fois par Deligne dans [12]
pour le cas des groupes d’Artin-Tits de type sph�erique. Cette construction a
�et�e ensuite g�en�eralis�ee par Charney et Davis dans [7] et a permis de montrer
plusieurs r�esultats sur les groupes d’Artin-Tits (par exemple dans [4, 5, 8, 7, 10]).

Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits. Rappelons que

Sf;S = fT � S; AT est de type sph�eriqueg
et posons

ASSf;S = fxAT ; x 2 AS et T 2 Sf;Sg:

Rappelons que si (P;<) est un ensemble partiellement ordonn�e, son complexe
de drapeaux est le complexe simplicial abstrait qui a pour sommets les �el�ements
de P et pour simplexes les suites �nies croissantes d’�el�ements de P . Un sous-
simplexe d’un simplexe, donc d’une suite, est alors une sous-suite de celle-ci.

On appelle \complexe de Deligne" le complexe de drapeaux DS obtenu �a partir
de l’ensemble ASSf;S munie de l’inclusion comme ordre partiel (notons que
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xAX � yAY () X � Y et y−1x 2 AY ). C’est un complexe simplicial
abstrait. On peut associer �a ce complexe une r�ealisation g�eom�etrique sous
forme de complexe simplicial euclidien par morceaux. On identi�e souvent le
complexe et sa r�ealisation, bien que celle-ci ne soit pas unique. Le groupe AS
agit sur son complexe de Deligne par multiplication �a gauche. Si l’on note
KS , le sous-complexe de drapeaux associ�e �a Sf;S , alors KS est un domaine
fondamental pour l’action de AS sur DS . Si l’on munit KS d’une r�ealisation
g�eom�etrique, on peut �etendre celle-ci �a DS tout entier via l’action de AS . Dans
ce cas, AS agit naturellement par isom�etries sur la r�ealisation g�eom�etrique de
DS .

Dans [7], on associe au complexe de Deligne une r�ealisation g�eom�etrique li�ee �a
la m�etrique dite \de Moussong"; nous ne d�etaillons pas ici cette construction.
Disons simplement que cette r�ealisation est conjecturalement la plus adapt�ee
pour tous les groupes d’Artin-Tits. Lorsque AS est de type FC (cf. d�e�nition
0.3), on associe �a DS une r�ealisation g�eom�etrique cubique grâce �a KS , comme
vu ci-dessus. La structure cubique de KS est donn�ee par les sous-complexes
associ�es aux sous-groupes paraboliques standards AX de type sph�erique dont
les r�ealisations g�eom�etriques sont alors des cubes de Rn pour n = jXj.

Un complexe de cubes est un complexe poly�edrique o�u les faces ferm�ees sont des
cubes d’un espace euclidien; celles-ci sont appel�ees les cubes du complexe. Si
(AS ; S) est un syst�eme d’Artin-Tits de type FC alors la r�ealisation cubique de
son complexe de Deligne est naturellement munie d’une structure de complexe
de cubes sous-jacente qui consiste �a ne garder que les arêtes faAX ; aAY g telles
que aAX � aAY avec a 2 AS et Y = X [fsg dans Sf;S avec s 2 S−X . Si K
est un cube de dimension n, alors il poss�ede pour l’inclusion un sommet minimal
aAR et un sommet maximal aAT , avec a 2 AS , et avec R � T dans Sf;S tels
que #(T−R) = n. L’ensemble des sommets de K est alors faAX jR � X � Tg
et il forme un treillis pour l’inclusion. On notera K = K(aAR; aAT ).

D�e�nition 3.1 Soit D un complexe de cubes.

(i) Si C1; C2; � � � ; Cn sont des cubes de D , on note span(C1; C2; � � � ; Cn) le
plus petit cube, s’il existe, qui contient les Ci . On dit que c’est le cube tendu
par les Ci .

(ii) Soit C un cube de D . On appelle �etoile de C , et on note Et(C), le
sous-complexe Et(C) =

S
C�C0 C

0 .

(iii) Soit x; y deux sommets de D . On dit que la suite x1; � � � ; xn de sommets
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de D est un chemin cubique normal de x �a y si8<:
(a) x = x0; y = xn;
(b) 8i 2 f1; � � � ; ng; Ci = span(xi−1; xi) existe;
(c) 8i 2 f0; � � � ; n− 1g; Et(Ci) \ Ci+1 = fxig:

Proposition 3.2 ([14], [6] th�eor�eme 4.4) Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-
Tits de type FC; on munit DS de sa structure de complexe de cubes. Soit
xAX ; yAY deux sommets de DS ; alors il existe un unique chemin cubique nor-
mal de xAX �a yAY .

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

y

x A

A

X

Y

Chemin cubique normal de xAX �a yAY

Cet �enonc�e est li�e au fait que la r�ealisation g�eom�etrique cubique d’un groupe
d’Artin-Tits de type FC est un espace CAT(0) (cf. [7]). Nous ne d�etaillons pas
ici cette notion qui ne nous servira pas directement. On pourra se r�ef�erer �a [2]
pour plus d’explications sur les espaces m�etriques �a courbure n�egative.

Le lemme suivant permet de mieux comprendre la structure cubique du com-
plexe de Deligne.

Lemme 3.3 ([6] lemme 4.1) Soit (AS ; S) un syst�eme d’Artin-Tits de type
FC et DS son complexe de Deligne munit de sa structure de complexe de
cubes. Soit K1 = K(aAR1 ; aAT1) et K2 = K(bAR2 ; bAT2) deux cubes de DS .
Alors,

span(K1;K2) existe () T1 [ T2 2 Sf;S et aAR1 \ bAR2 6= ;:
De plus, dans ce cas,

span(K1;K2) = K(cAR1\R2 ; cAT1[T2)

avec c 2 aAR1 \ bAR2 .
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3.2 Injectivit�e des LCM-homomorphismes

Dans cette partie, on se donne (AS ; S) et (AS0 ; S0) deux syst�emes d’Artin-Tits
de type FC et ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme. On identi�e les
complexes de Deligne DS et DS0 avec leurs r�ealisations g�eom�etriques cubiques.
On d�e�nit une application simpliciale continue �p : DS ! DS0 en posant
�p(xAX) = ’p(x)Ap(X) . Cette application est bien d�e�nie car si X � Y � S
alors p(X) � p(Y ) � S0 . L’�enonc�e du lemme suivant est largement inspir�e du
lemme 18 de [10].

Lemme 3.4 On a:

(i) la restriction �pjKS de �p �a KS est injective et son image est dans KS0 .

(ii) Si �p est injective alors ’p est injective.

(iii) Im’p = stab(Im�p) et Im�p = Im’p � �p(KS).

Question 2 Il n’est pas tr�es compliqu�e de voir que la d�e�nition de �p et le
lemme 3.4 sont ind�ependants du fait que les groupes d’Artin-Tits sont de type
FC (c’est ind�ependant de la r�ealisation g�eom�etrique). Une question naturelle
est donc de savoir si la r�eciproque du (ii) est vraie en g�en�eral.

Preuve (i) La restriction de �p �a KS est injective sur les sommets puisque
p envoie des g�en�erateurs distincts sur des parties disjointes. Par simplicialit�e,
elle est donc injective sur KS et par d�e�nition �p(KS) � KS0 . Pour montrer
le (ii), il su�t de consid�erer l’orbite de A; .

(iii) L’inclusion Im’p � stab(Im�p) et l’�egalit�e Im�p = Im�p ��p(KS) sont
claires. D’autre part, on a 1A; 2 Im(�p), donc si w 2 stab(Im(�p)) alors
w(1A;) = wA; 2 Im(�p) et w 2 Im’p:

Avant d’�enoncer la proposition importante 3.7 nous commen�cons par un lemme
utile pour la preuve de celle-ci.

Lemme 3.5 Soit AS un groupe d’Artin-Tits.

(i) Soit w 2 A+
S , X � S , et s 2 S . Si w 2 A+

X et s apparâ�t dans une �ecriture
de w alors s 2 X .

(ii) Soit ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme. Soit R � S et Y � S0 .
On pose Z = fs 2 Sjp(s) � Y g. Soit w 2 A+

S alors

9� 2 A+
p(R) ;9� 2 A

+
Y ; ’p(w) = �� ) 9u 2 A+

R ;9 v 2 A+
Z ; w = uv:

En particulier si R = ; ( donc � = 1 et ’p(w) 2 A+
Y ) alors w 2 A+

Z .
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Au cours de la preuve de ce lemme et de la proposition suivante, nous aurons
besoin des notions d’�el�ement X -r�eduit et r�eduit-X :

D�e�nition 3.6 Soit AS un groupe d’Artin-Tits; soit X est une partie de S
et w 2 A+

S . On dit que w est X -r�eduit (resp. r�eduit-X ) s’il n’est divisible pour
� (resp. �) par aucun �el�ement de X .

Preuve du lemme 3.5 (i) Supposons que w 2 A+
X . Cela signi�e qu’il existe

un repr�esentant de w dans A+
S o�u n’apparaissent que des �el�ements de X ; mais

si s apparâ�t dans une �ecriture, alors il apparâ�t dans toutes car les relations
de tresses ne font ni apparâ�tre ni disparâ�tre de g�en�erateurs. Donc s 2 X .

(ii) Supposons l(�) = 0 pour commencer et remarquons que si X;X 0 � S
alors X � X 0 () p(X) � p(X 0). Soit X minimal tel que w 2 A+

X :
w = s1 � � � sn avec X = fs1; � � � sng (les si ne sont pas forc�ement distincts).
Alors ’+

p (w) = �p(s1) � � ��p(sn) . D’o�u p(X) =
Sn
i=1 p(si) � Y par le (i) et

donc X � Z par d�e�nition de Z .

Revenons maintenant au cas g�en�eral : ’p(w) = �� .

Quitte �a modi�er � et � , on peut supposer que � est p(R)-r�eduit. On proc�ede
par r�ecurrence sur l(�). Si l(�) = 0, le r�esultat est vrai par le d�ebut de la
preuve. Supposons donc l(�) � 1. Soit t 2 p(R) tel que t � � et s 2 R
tel que t 2 p(s). Alors, t � ’p(w) et comme ’p conserve la forme normale,
s � w . Donc �p(s) � �� ; mais comme p(s) � p(R) et � est p(R)-r�eduit, on a
alors �p(s) � � car tout �el�ement de p(s) divise � par le lemme 2.3. On peut
donc simpli�er par s dans w et par �p(s) dans � pour appliquer l’hypoth�ese
de r�ecurrence.

Proposition 3.7 Soit xAX et yAY deux sommets de DS . Alors �p envoie
le chemin cubique normal de xAX �a yAY sur le chemin cubique normal de
�p(xAX) �a �p(yAY ).

Preuve Soit xAX et yAY des sommets de DS . Notons x0AX0 = xAX ; x1AX1 ,
� � � ; xnAXn = yAY l’unique chemin cubique normal de xAX �a yAY dans DS .
Posons Ri = Xi−1 \Xi et Ti = Xi−1 [Xi . Soit ai 2 xi−1AXi−1 \ xiAXi ; on a

K(aiARi ; aiATi) = span(xi−1AXi−1 ; xiAXi):

L’image par �p du chemin cubique normal de x �a y est la suite de som-
mets de DS0 : ’p(x0)Ap(X0) = ’p(x)Ap(X); ’p(x1)Ap(X1) , � � � , ’p(xn)Ap(Xn) =
’p(y)Ap(Y ) . Posons Ci = span(’p(xi−1)Ap(Xi−1); ’p(xi)Ap(Xi)). Celle-ci existe
et est en fait clairement �egale �a Ci = K(’p(ai)Ap(Ri); ’p(ai)Ap(Ti)):
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Nous devons prouver que cette suite de sommets v�eri�e les axiomes (a),(b), et
(c) de la d�e�nition 3.1 (iii). Le (a) et le (b) sont triviaux; montrons donc le (c)
par l’absurde. Soit i tel que Et(Ci)\Ci+1 6= f’p(xi)Ap(Xi)g et soit ’p(ai+1)AY
un sommet de Et(Ci) \ Ci+1 distinct de ’p(xi)Ap(Xi) . Par le lemme 3.3, on a

span(’p(xi)Ap(Xi); ’p(ai+1)AY ) = K(’p(ai+1)Ap(Xi)\Y ; ’p(ai+1)Ap(Xi)[Y ):

D’autre part, p(Xi)[Y 6= p(Xi) ou p(Xi)\Y 6= p(Xi); quitte �a remplacer Y par
p(Xi)\Y ou p(Xi)[Y , on peut donc se ramener soit au cas o�u ’p(xi)Ap(Xi)  
’p(ai+1)AY soit au cas o�u ’p(ai+1)AY  ’p(xi)Ap(Xi) .

Premier cas: supposons que ’p(ai+1)AY  ’p(xi)Ap(Xi) et posons Z = fs 2
S; p(s) � Y g. On a donc Z  Xi .

Puisque aiAXi = ai+1AXi = xiAXi , on a a−1
i+1ai 2 AXi : a−1

i+1ai = u−1
1 u−1vv1

avec u; v; u1; v1 2 A+
Xi

et

8<:
uu1 et vv1 premiers entre eux pour �;
v1 2 A+

Ri
et v r�eduit-Ri;

u1 2 A+
Z et u r�eduit-Z:

Montrons que aiARi \ ai+1AZ 6= ;; ceci est �equivalent �a montrer que vARi \
uAZ 6= ;. Or, par hypoth�ese span(’p(ai)Ap(Ri); ’p(ai+1)AY ) existe et par le
lemme 3.3 on en d�eduit que ’p(ai)Ap(Ri) \ ’p(ai+1)AY 6= ;; c’est-�a-dire qu’il
existe � 2 Ap(Ri) et � 2 AY tel que ’p(v)’p(v1)� = ’p(u)’p(u1)� . On peut
�ecrire ’p(v1)� = �1�

−1
2 avec �1; �2 2 A+

p(Ri)
et �1^��2 = 1; de même, on peut

�ecrire ’p(u1)� = �1�
−1
2 avec �1; �2 2 A+

Y et �1 ^� �2 = 1. Ceci nous donne
’p(v)�1�

−1
2 = ’p(u)�1�

−1
2 ; mais l’�ecriture ’p(v)�1�

−1
2 est normale: ’p(v)�1

et �2 sont premiers entre eux �a droite car �1 et �2 le sont, ’p(v) est r�eduit-
p(Ri) car v est r�eduit-Ri (cf. le lemme 2.9), et on utilise l’analogue �a droite
du lemme 2.3. Donc il existe w , a priori dans A+

p(Xi)
, tel que �2w = �2 et

’p(v)�1w = ’p(u)�1 . L’�egalit�e �2w = �2 impose w 2 A+
Y . Maintenant, en

simpli�ant �1w et �1 par leur pgcd �a droite et en prenant pour a le repr�esantant
r�eduit-Y de �1A

+
Y , on d�eduit de l’�egalit�e ’p(v)�1w = ’p(u)�1 qu’il existe

a 2 A+
p(Ri)

et b; c 2 A+
Y tels que que a est r�eduit-Y et ac ^� b = 1 avec

’p(v)ac = ’p(u)b. Cette �egalit�e implique que b = ’p(u)−1(’p(u) _� ’p(v))z =
’p(u−1(u _� v))z et ac = ’p(v)−1(’p(u) _� ’p(v))z = ’p(v−1(u _� v))z avec
z 2 A+

Y ; mais puisque ac ^� b = 1, on a z = 1. On peut maintenant appliquer
le lemme 3.5(ii) : u−1(u _� v) 2 A+

Z et il existe x 2 A+
Ri
; y 2 A+

Z tel que
v−1(u _� v) = xy . D’o�u vARi \ uAZ 6= ;. De plus, Z [ Ti = Ti 2 Sf;S , donc
par la proposition 3.3, on a que span(K(aiARi ; aiATi); ai+1AZ) existe; si l’on
montre que que l’on a aussi ai+1AZ 2 Ki+1 on aura alors une contradiction
avec le fait que la suite des xiAXi est un chemin cubique normal, puisque
Z et Xi sont distincts. Montrons ce dernier point. Ceci revient �a voir que
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Ri+1 � Z � Ti+1 . Mais d’une part on a Z � Xi � Ti+1 , et d’autre part on a
p(Ri+1) � Y puisque ’p(ai+1)AY est un sommet de Ci+1 . Par de�nition de
Z , cela implique Ri+1 � Z .

Deuxi�eme cas: supposons que ’p(xi)Ap(Xi)  ’p(ai+1)AY (et distincts) et
posons maintenant Z = fs 2 S; p(s) \ Y 6= ;g. On a alors Ri � Xi  Z et
aiARi \ai+1AZ = aiARi 6= ;. De plus, puisque span(’p(ai)Ap(Ti); ’p(ai+1)AY )
existe, on a que p(Ti) [ Y est de type sph�erique (en particulier sans liaison
in�nie); ceci implique par l’axiome (L3) que Ti [Z n’a pas non plus de liaison
in�nie. Il est donc de type sph�erique puisque S est de type FC . Comme dans le
premier cas, on en d�eduit par le lemme 3.3, que span(K(aiARi ; aiATi); ai+1AZ)
existe. Comme dans le premier cas, il nous reste �a voir que ai+1AZ 2 Ki+1 ,
c’est �a dire Ri+1 � Z � Ti+1 , pour obtenir une nouvelle contradiction puisque
Z et Xi sont encore une fois distincts. Tout d’abord, on a Ri+1 � Xi � Z .
Ensuite puisque ’p(ai+1)AY est un sommet de Ci+1 , on a Y � p(Ti+1); ce
qui implique p(Z) � p(Ti+1) et �nalement Z � Ti+1 par l’axiome (L0) de la
d�e�nition 0.1.

��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������

{s}

{t}

{1} {1} p({s})

p({t})

AA A A

p({s,t})A

A

p({s})A

{s}A

A

(t)φ

t

{s,t}A

c.c.n. de { 1}  à t{ s}
c.c.n . de {1} à     (t)p({s})φ

Φ

Un exemple

Corollaire 3.8 Soit (AS ; S) et (AS0 ; S0) deux syst�emes d’Artin-Tits de type
FC et ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme. Alors, �p est injective.

Preuve Par la proposition pr�ec�edente, �p est injective sur les sommets et est
donc injective.

Th�eor�eme 3.9 Soit (AS ; S) et (AS0 ; S0) deux syst�emes d’Artin-Tits de type
FC et ’p : AS ! AS0 un LCM-homomorphisme. Alors ’p est injective.

Preuve On applique le corollaire 3.8 et le lemme 3.4(ii).
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