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Abstract The mod p cohomology of a space comes with an action of
the Steenrod Algebra. L. Schwartz [Sc2] proved a conjecture due to N.
Kuhn [Ku] stating that if the mod p cohomology of a space is in a �nite
stage of the Krull �ltration of the category of unstable modules over the
Steenrod algebra then it is locally �nite. Nevertheless his proof involves
some �niteness hypotheses. We show how one can remove those �niteness
hypotheses by using the homotopy theory of pro�nite spaces introduced
by F. Morel [Mo], thus obtaining a complete proof of the conjecture. For
that purpose we build the Eilenberg-Moore spectral sequence and show its
convergence in the pro�nite setting.
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1 Introduction

La cohomologie �a coe�cients dans un corps �ni d’un espace topologique est na-
turellement munie d’une structure de module instable sur l’alg�ebre de Steenrod
[SE]. La question se pose de caract�eriser, parmi les modules instables, ceux
qui sont isomorphes �a la cohomologie d’un espace topologique. De tels modules
instables sont dit topologiquement r�ealisables.

D�eterminer si un module instable est r�ealisable est en g�en�eral di�cile. Par
exemple, le fameux r�esultat de J.F. Adams sur les �el�ements de l’homotopie des
sph�eres d’invariant de Hopf un [Ad] se paraphrase en la non r�ealisabilit�e de
certains modules �nis.

Un crit�ere de r�ealisabilit�e simple, utilis�e dans la suite, repose sur la remarque
suivante : la cohomologie d’un espace est aussi munie d’une structure d’alg�ebre,
laquelle est compatible avec l’action de l’alg�ebre de Steenrod [SE, Sc1]. En
particulier, l’�el�evation au carr�e y est donn�ee par une op�eration de Steenrod. En
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d’autres termes, l’existence d’une structure d’alg�ebre compatible fournit une
condition n�ecessaire �a la r�ealisabilit�e d’un module instable.

Dans un article r�ecent [Ku], N. Kuhn �enonce, et d�emontre dans certains cas, des
conjectures sur la structure de module instable de la cohomologie des espaces.
Voici celle qu’on �etudie ici.

1.1 La conjecture de non-r�ealisation forte due �a N. Kuhn

Soit p un nombre premier. Notons U la cat�egorie des modules instables sur
l’alg�ebre de Steenrod modulo p. Soit Un la sous-cat�egorie pleine de U dont les
objets sont ceux annul�es par �Tn , le foncteur de Lannes r�eduit it�er�e n fois (voir
la partie 5). La suite (Un) cö�ncide avec la �ltration de Gabriel-Krull de la
cat�egorie U (voir la partie 6).

Le premier cran U0 de cette �ltration est la sous-cat�egorie pleine de U dont les
objets sont les modules localement �nis, i.e. les modules M tels que pour tout
�el�ement x de M , il existe un entier ‘ tel que toute op�eration de degr�e sup�erieur
�a ‘ op�ere trivialement sur x.

N. Kuhn a propos�e la conjecture suivante [Ku, strong realization conjecture,
p.324] :

Conjecture de non-r�ealisation forte [Ku] Soit X un espace topologique.
Si la cohomologie modulo p de X est dans Un pour un certain entier n, alors
elle est localement �nie.

1.2 L’approche de L. Schwartz

L. Schwartz a d�emontr�e cette conjecture pour p = 2 sous certaines restrictions
de �nitude. Pr�ecis�ement, il a d�emontr�e [Sc3, Th�eor�eme 0.1] :

Th�eor�eme 1.1 [Sc3] Soit X un espace, et soit M sa cohomologie modulo
2. Supposons que M est dans Un pour un certain entier n, et que pour tout
entier s le quotient Ms=Ms+1 a un nombre �ni de g�en�erateurs sur l’alg�ebre de
Steenrod. Alors M est localement �ni, c’est-�a-dire M 2 U0 .

Dans l’�enonc�e, Ms d�esigne le sous-module instable de M form�e des �el�ements
s-nilpotents (voir la partie 6).
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Rappelons la trame de la d�emonstration de L. Schwartz. On proc�ede par
l’absurde en supposant qu’il existe un espace X dont la cohomologie modulo 2
est dans un cran �ni Un de la �ltration de Krull sans être localement �nie. On
aboutit �a une contradiction en deux �etapes:

La premi�ere �etape est la r�eduction de N. Kuhn : On montre qu’il existe alors
un (nouvel) espace X dont la cohomologie est dans le premier cran U1 de la
�ltration de Krull sans être localement �nie.

La seconde �etape repose sur l’utilisation de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore
associ�ee �a la �bration des chemins de X . On pr�ecise alors la structure partic-
uli�ere des modules qui sont dans le premier cran de la �ltration de Krull sans
être localement �nis pour construire pour un certain entier d et pour tout entier
i assez grand des classes �i;d dans la cohomologie de X , qui v�eri�ent les deux
propri�et�es suivantes :

� Le cup carr�e de �i;d est nul pour tout entier i assez grand,
� La classe �i;d est exactement d-nilpotente pour tout entier i assez grand.

Les propri�et�es particuli�eres de ces classes �i;d montrent qu’elles induisent dans
la cohomologie de l’espace de lacets ΩX , �a travers l’homomorphisme de coin,
des classes �i;d−1 , qui v�eri�ent :

� Le cup carr�e de la classe �i;d−1 est nul pour tout entier i assez grand,
� La classe �i;d−1 est exactement (d− 1)-nilpotente.

Par une r�ecurrence descendante, on arrive �a la contradiction qu’il existe des
classes �i;0 dans H�ΩdX qui, pour i assez grand, sont simultan�ement 0-
nilpotentes (i.e. r�eduites au sens de la structure d’alg�ebre de la cohomologie) et
de cup-carr�e nul. Ceci contredit l’existence d’une structure d’alg�ebre compatible
avec la structure de module sur l’alg�ebre de Steenrod sur H�ΩdX .

L’utilisation de l’interpr�etation g�eom�etrique du foncteur T et de la suite spec-
trale d’Eilenberg-Moore dans la cat�egorie des espaces impose les hypoth�eses de
�nitude faites dans le th�eor�eme 1.1. Cet article expose le moyen de contourner
ces hypoth�eses en utilisant la th�eorie de l’homotopie des espaces pro�nis.

1.3 De l’utilisation des espaces pro�nis dans les probl�emes de
non r�ealisabilit�e

Le premier point est qu’on connâ�t une interpr�etation g�eom�etrique incondition-
nelle du foncteur de Lannes [Mo], le prix �a payer �etant d’�echanger la cat�egorie
des espaces par celle des espaces pro�nis.
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Le second point est que nous construisons dans cet article une suite spectrale
d’Eilenberg-Moore dans le cadre des espaces pro�nis. Il faut pour cela donner
un sens �a la notion d’espace de lacets d’un espace pro�ni point�e. Le formalisme
ad�equat pour d�evelopper ces deux points est l’alg�ebre homotopique.

L’approche utilis�ee par L. Schwartz s’applique alors mutatis mutandi et permet
de montrer le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 1.2 Soit X un espace pro�ni. Si la cohomologie modulo 2 continue
de X est dans un cran �ni de la �ltration de Krull, alors elle est localement
�nie.

On sait que la cohomologie d’un espace cö�ncide avec la cohomologie continue
de son compl�et�e pro�ni (voir la section 2). Par cons�equent, en corollaire du
th�eor�eme 1.2, on �etablit la conjecture de non r�ealisation forte pour p = 2.

Th�eor�eme 1.3 Soit X un espace. Si la cohomologie modulo 2 de X est dans
un cran �ni de la �ltration de Krull, alors elle est localement �nie.

1.4 Organisation de l’article

L’article est organis�e de la mani�ere suivante. Apr�es avoir rappel�e les points de
la th�eorie homotopique des espaces pro�nis que nous utilisons, nous d�etaillons
les constructions des sommes amalgam�ees homotopiques et produits �br�es ho-
motopiques, et en particulier des espaces de lacets. Nous construisons alors la
suite spectrale d’Eilenberg-Moore d’un produit �br�e homotopique et en explici-
tons la structure alg�ebrique. Suivent quelques rappels sur la th�eorie de Lannes
dans le cadre des espaces pro�nis. Dans la derni�ere section, on expose, suivant
la m�ethode de L. Schwartz, la d�emonstration du Th�eor�eme 1.2, ce qui �etablit
la conjecture de non r�ealisation forte (Th�eor�eme 1.3) pour p = 2. Dans un
appendice, on d�etaille certains points techniques.

La preuve du th�eor�eme 1.2 est, tant dans sa ligne que dans son aspect technique,
tr�es semblable �a celle de L. Schwartz [Sc3]. N�eanmoins, dans un soucis de
clart�e, nous avons donn�e dans cet article une d�emonstration aussi compl�ete
que possible. Une des raisons qui motivent ce choix est qu’il nous faut nous
soustraire des hypoth�eses de �nitude faites dans [Sc3]. En e�et, on y trouve [Sc3,
p. 523]: ‘On fera partout l’hypoth�ese que les modules instables consid�er�es sont
de dimension �nie en chaque degr�e.’ De plus, [Sc3, lemme 1.12, p. 530] n’est
pas vrai sans hypoth�eses de �nitude, ce qui nous empêche de nous appuyer sur
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[Sc3, propositions 1.9 et 1.10]. Malheureusement, ces propositions sont utilis�ees
en divers points cruciaux de l’article, par exemple dans la d�emonstration de
[Sc3, proposition 3.2] ou encore dans le calcul �nal [Sc3, p. 342].

Remerciements Le second auteur remercie chaleureusement le Centre de
Recerca Matem�atica de Barcelone ainsi que le laboratoire Jean-Alexandre
Dieudonn�e (Universit�e de Nice) pour leur accueil durant la pr�eparation de ce
travail.

Nous remercions vivement Lionel Schwartz pour l’int�erêt qu’il a pris pour notre
travail.

2 Th�eorie homotopique des espaces pro�nis (d’apr�es
[Mo])

2.1 Espaces pro�nis

Une cat�egorie I est dite petite si la collection de ses objets forme un ensemble.
Elle est dite �ltrante si :

(i) pour toute paire d’objets i; j de I , il existe un objet k et des morphismes
k ! i et k ! j .

(ii) pour toute paire de morphismes i !! j entre deux objets i; j il existe un
objet k et un morphisme k ! i tel que les compos�ees k ! i !! j soient
�egales.

Soit C une cat�egorie. Un pro-objet de C est la donn�ee d’une petite cat�egorie
�ltrante I et d’un foncteur de I dans C . On dit aussi un diagramme �l-
trant d’objets de C . Un morphisme entre deux pro-objets X(−) : I ! C et
Y (−) : J ! C est un �el�ement de l’ensemble limi colimjHom(X(j); Y (i)). Les
pro-objets et leurs morphismes forment une cat�egorie not�ee pro−C . (Voir par
exemple [AM, appendice].)

Un ensemble pro�ni est un espace topologique compact totalement discontinu.
La limite dans Top d’un diagramme �ltrant d’ensembles �nis (discrets) est un
ensemble pro�ni. Inversement tout ensemble pro�ni apparâ�t canoniquement
comme la limite �ltrante de ses quotients �nis X=R, R d�ecrivant les relations
d’�equivalence ouvertes sur X . (Voir par exemple [Do, 2.8].)

Notre cat�egorie d’espaces est celle des ensembles simpliciaux, qu’on note S (voir
par exemple [BK, chap. VIII]).

Algebraic & Geometric Topology, Volume 3 (2003)



404 Fran�cois-Xavier Dehon and G�erald Gaudens

On appelle espace pro�ni un objet simplicial dans la cat�egorie des ensembles
pro�nis. Les espaces pro�nis et leurs morphismes forment une cat�egorie not�eebS .

Notons Sf la sous-cat�egorie pleine de S (et de bS !) form�ee des ensembles �nis
simpliciaux. Le foncteur bS ! pro−Sf qui associe �a un espace pro�ni X le
diagramme �ltrant de ses quotients �nis simpliciaux X=R est une �equivalence
de cat�egories d’inverse le foncteur limite pro−Sf ! bS (cf [Q2, lemma 2.3]).

2.2 Th�eorie homotopique

Soit X un espace pro�ni. On d�e�nit la cohomologie modulo p continue de
X , not�ee H�X , comme l’homologie du complexe des cochâ�nes continues de X
�a valeurs dans le groupe discret Z=p. Cette cohomologie est aussi la colimite
�ltrante des cohomologies modulo p ordinaires des quotients �nis simpliciaux de
X . Elle h�erite en particulier de la structure que poss�ede la cohomologie modulo
p ordinaire d’un espace : c’est une alg�ebre instable sur l’alg�ebre de Steenrod
(voir par exemple [Sc1]).

La cat�egorie bS poss�ede une structure de cat�egorie de mod�eles ferm�ee avec pour
�equivalences faibles les morphismes induisant un isomorphisme en cohomologie
modulo p continue et pour co�brations les monomorphismes [Mo, th�eor�eme 1].

On en d�eduit imm�ediatement une structure de cat�egorie de mod�eles sur la
cat�egorie point�ee bSpt form�ee des espaces pro�nis munis d’un point base. Ob-
servons que l’oubli du point base bSpt ! bS admet un adjoint �a gauche : le
foncteur qui associe �a un espace pro�ni X la r�eunion disjointe de X et d’un
point base, qu’on note X+ .

2.3 Compl�etion pro�nie

Le foncteur d’oubli de la topologie bS ! S admet un adjoint �a gauche : le
foncteur de compl�etion pro�nie qui associe �a un ensemble simplicial X la limite
dans bS de ses quotients �nis simpliciaux X=R. Par construction, les mor-
phismes X ! X=R induisent un isomorphisme de la cohomologie modulo p
continue du compl�et�e pro�ni de X dans la cohomologie modulo p ordinaire de
X .

Algebraic & Geometric Topology, Volume 3 (2003)



Espaces pro�nis et probl�emes de r�ealisabilit�e 405

2.4 Pro-p-compl�etion et r�esolution �brante

Soit X un ensemble simplicial. On note Res�(X) sa Fp -r�esolution cosim-
pliciale [BK, part I], TotsRes�(X) le s-i�eme espace total partiel associ�e, et
PtTotsRes�(X) la t-i�eme troncature de Postnikov de l’espace TotsRes�(X).
Alors :

{ L’espace Tot0Res�(X) est un Fp -espace a�ne simplicial et les mor-
phismes Tots+1Res�(X) ! TotsRes�(X) sont des �bration principales
sous l’action de Fp -espaces vectoriels simpliciaux.

{ Lorsque X est un ensemble �ni simplicial, les espaces TotsRes�(X) le
sont �egalement.

{ Lorsque X est connexe, les morphismes naturels X ! TotsRes�(X) in-
duisent un isomorphisme colimsH�TotsRes�(X) ! H�X [BK, chap. III,
x6].

On d�eduit des deux premiers points que lorsque X est un ensemble �ni simpli-
cial, les espaces PtTotsRes�(X) sont des espaces p-�nis ; c’est �a dire ils sont
�nis simpliciaux, �brants dans S , ont un nombre �ni de composantes connexes
et les groupes d’homotopie de chacune d’entre elles sont des p-groupes �nis,
triviaux sauf pour un nombre �ni d’entre eux.

On d�eduit du troisi�eme point que les morphismes naturels X ! PtTotsRes�(X)
induisent un isomorphisme colims;tH�PtTotsRes�(X)! H�X lorsque X est �ni
simplicial.

Supposons maintenant que X est un espace pro�ni. On note TotsX l’espace
pro�ni limR TotsRes�(X=R). Alors Tot0X est un Fp -espace a�ne pro�ni sim-
plicial et les morphismes

Tots+1X ! TotsX

sont des �brations principales sous l’action de Fp -espaces vectoriels pro�nis
simpliciaux. En particulier les morphismes Tot0X ! pt et Tots+1X ! TotsX
sont des �brations dans bS (voir [Mo, 2.1]).

On note bX(−) le diagramme �ltrant form�e des espaces p-�nis
PtTotsRes�(X=R), t et s d�ecrivant l’ensemble des entiers positifs et R
l’ensemble des relations d’�equivalence simpliciales ouvertes de X , et RX
la limite de bX(−) dans bS . Le morphisme canonique X ! RX est une
�equivalence faible faisant de RX une r�esolution �brante fonctorielle de X . On
appelle le diagramme bX(−) le pro-p-compl�et�e de X .
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2.5 Objets fonctionnels

Soient X et Y deux espaces pro�nis point�es. On note X _ Y leur somme et
X ^ Y le quotient (X � Y )=(X _ Y ). L’espace pro�ni X ^ Y est fonctoriel en
X et Y .

Notons, pour W un espace pro�ni point�e, �H�W sa cohomologie modulo p con-
tinue r�eduite, noyau du morphisme H�W ! H�pt. On dispose d’un morphisme
canonique �H�X⊗ �H�Y ! �H�(X^Y ) qui est un isomorphisme si X et Y sont des
ensembles �nis simpliciaux donc un isomorphisme en g�en�eral par commutation
des colimites �ltrantes aux produits tensoriels.

Il existe un ensemble simplicial point�e hompt(X;Y ) caract�eris�e par la bijection

HomSpt(W;hompt(X;Y )) ’ HomŜpt
(X ^W;Y )

naturelle en W 2 (Sf)pt , et faisant de bSpt une cat�egorie de mod�eles ferm�ee
simpliciale (cf [Q, II,x1,2]). Le fait que pour toute co�bration A ! B et pour
toute �bration X ! Y dans bSpt le morphisme

hompt(B;X)! hompt(A;X) �hompt(A;Y ) hompt(B;Y )

est une �bration de Spt et une �equivalence faible si de plus A! B ou X ! Y

est une �equivalence faible dans bSpt vient par adjonction des deux propri�et�es
suivantes :

{ Une �equivalence faible dans Spt entre ensembles �nis simpliciaux point�es
est une �equivalence faible dans bSpt .

{ Pour tout monomorphisme W ! W 0 entre ensembles �nis simpliciaux
point�es (plus g�en�eralement pour toute co�bration W !W 0 dans bSpt) le
morphisme

(A ^W 0) [A^W (B ^W )! B ^W 0

est une co�bration de bSpt qui est une �equivalence faible si W ! W 0 ou
A! B est une �equivalence faible.

Supposons maintenant X �ni simplicial et notons SknX son n-i�eme squelette.
L’ensemble simplicial hompt(X;Y ) est alors naturellement pro�ni car lim-
ite �ltrante des ensembles �nis simpliciaux hompt(SknX;Y=R), et comme tel
l’adjoint �a droite en Y du foncteur Z 7! X ^ Z , bSpt ! bSpt .

La même discussion vaut dans bS en rempla�cant X ^ Y par X � Y . Observons
que si Y est point�e l’ensemble simplicial hom(X;Y ) est naturellement point�e
par le morphisme constant X ! pt ! Y et s’identi�e comme tel �a l’ensemble
simplicial point�e hompt(X+; Y ).
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Cas particulier Notons S1 le quotient du simplexe standard de dimension 1
de S par son 0-squelette. L’espace S1 est un ensemble �ni simplicial point�e.
A tout espace pro�ni point�e X on associe sa suspension �X = S1 ^X et son
espace de lacets ΩX = hompt(S1;X).

Nous terminons par les trois remarques suivantes :

{ Soient Y un espace pro�ni point�e, X un ensemble simplicial point�e quel-
conque et notons (X�) le diagramme �ltrant form�e des sous-ensembles
�nis simpliciaux de X . On d�e�nit alors l’espace pro�ni fonctionnel
hompt(X;Y ) comme la limite des espaces pro�nis hompt(X�; Y ). Il
est l’adjoint �a droite en Y du foncteur bSpt ! bSpt , Z 7! colim�(X� ^Z).

{ Soient X un ensemble simplicial point�e ayant un nombre �ni de simplexes
non d�eg�en�er�es et Y un espace p-�ni point�e, alors l’espace hompt(X;Y )
est �egalement p-�ni.

{ Soient Y ! Y 0 une �equivalence faible entre espaces pro�nis point�es �-
brants et X un ensemble simplicial (respectivement un espace pro�ni)
point�e, alors le morphisme hompt(X;Y ) ! hompt(X;Y 0) est une
�equivalence faible entre espaces pro�nis (respectivement entre ensembles
simpliciaux), ceci parce qu’une �equivalence faible entre espaces pro�nis
(point�es) �brants est une �equivalence d’homotopie simpliciale [Mo, 1.4,
Lemme 3]. (Nous rappelons ci-dessous la notion d’homotopie simpliciale.)

3 Sommes amalgam�ees et produits �br�es homo-
topiques

3.1 Sommes amalgam�ees homotopiques

Notons 4[s] le simplexe standard de dimension s de S ; c’est un ensemble �ni
simplicial non �brant dans S si s est non nul, faiblement �equivalent au point.

Les morphismes d0;d1 : 4[0] ! 4[1] et s0 : 4[1] ! 4[0] induisent pour tout
espace pro�ni point�e X des morphismes X_X ! X^4[1]+ et X^4[1]+ ! X
qui font de X ^4[1]+ un (bon) objet cylindre pour X dans bSpt , fonctoriel en
X . (Voir par exemple [DwS] pour cette notion).

Notons f0g et f1g les images respectives de d1 et d0 : 4[0] ! 4[1]. Tout
morphisme X ! Y entre espaces pro�nis point�es s’�ecrit comme la compos�ee des
morphismes �evidents X^f0g+ ! (X^4[1]+)[X^f1g+Y et (X^4[1]+)[X^f1g+
Y ! Y .
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Proposition 3.1 Soit X ! Y un morphisme entre espaces pro�nis point�es ;
alors :

{ Le morphisme X ^ f0g+ ! (X ^ 4[1]+) [X^f1g+ Y est une co�bration

de bSpt .

{ Le morphisme (X ^4[1]+)[X^f1g+ Y ! Y est une �equivalence faible debSpt .

Soient maintenant X;Y;Z des espaces pro�nis point�es et X ! Y et X ! Z
des morphismes. On d�e�nit la somme amalgam�ee homotopique du diagramme
Z  X ! Y comme la somme amalgam�ee dans bSpt du diagramme

(X ^4[1]+) [X^f1g+ Z  X ^ f0g+ ! (X ^4[1]+) [X^f1g+ Y :

Le foncteur qui associe au diagramme Z  X ! Y sa somme amalgam�ee
homotopique s’interpr�ete comme le d�eriv�e gauche du foncteur qui associe �a ce
même diagramme sa colimite dans bSpt (cf [DwS, 10.7]).

Supposons en�n que X ! Y est injective degr�e par degr�e (i.e. est une co�bra-
tion) et notons � la somme amalgam�ee dans bSpt du diagramme Z  X ! Y .
Comme dans le cas classique le diagramme obtenu au niveau des complexes de
cochâ�nes continues

C�� ! C�Z
# #

C�Y ! C�X

est cocart�esien de sorte qu’on obtient la suite exacte de Mayer Vietoris en
cohomologie modulo p continue.

En utilisant la fonctorialit�e de cette suite exacte longue et la proposition qui
pr�ec�ede on obtient que le morphisme canonique de la somme amalgam�ee homo-
topique du diagramme Z  X ! Y dans � est une �equivalence faible.

Cas particulier Soit X un espace pro�ni point�e et prenons pour Y et Z
l’espace pro�ni point�e �egal au point. Le morphisme (X ^4[1]+)=(X ^f1g+)!
pt induit une �equivalence faible de la somme amalgam�ee homotopique du dia-
gramme pt X ! pt dans la suspension �X de X . La suite exacte de Mayer
Vietoris devient l’isomorphisme en cohomologie modulo p continue r�eduite

�H��X �= ��H�X :
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3.2 Produits �br�es homotopiques

Dualement notons X4[1] l’espace pro�ni hom(4[1];X). Les morphismes X !
X4[1] et X4[1] ! X �X induits par d0;d1 : 4[0]! 4[1] et s0 : 4[1]! 4[0]
font de X4[1] un espace de chemins pour X dans bS , fonctoriel en X . (On
peut se convaincre de ce que le morphisme X ! X4[1] est une �equivalence
faible en lisant la d�emonstration de la proposition qui suit.) Tout morphisme
X ! Y entre espaces pro�nis s’�ecrit comme la compos�ee des morphismes X !
X �Y f0g Y 4[1] et X �Y f0g Y 4[1] ! Y f1g .

La proposition suivante est classique pour une cat�egorie de mod�eles ferm�ee
simpliciale et cruciale pour notre propos :

Proposition 3.2 Soit X ! Y un morphisme entre espaces pro�nis ; alors :

{ Le morphisme X ! X �Y f0g Y 4[1] est une �equivalence faible de bS .

{ Le morphisme X �Y f0g Y 4[1] ! Y f1g est une �bration de bS si Y est
�brant.

D�emonstration La d�emonstration du premier point est analogue �a celle de la
proposition 5 de [Q, II,x2] : Il existe une homotopie simpliciale de la compos�ee
d1s0 : 4[1] ! 4[1] �a l’identit�e de 4[1] relativement �a d1 , c’est �a dire un
morphisme 4[1] �4[1] ! 4[1] dont la restriction �a 4[1] � f0g cö�ncide avec
le compos�e 4[1] ! f0g ! 4[1], dont la restriction �a 4[1] � f1g cö�ncide
avec Id4[1] et dont la restriction �a f0g � 4[1] se factorise par la projection
f0g � 4[1] ! f0g � f0g. On en d�eduit que le morphisme X �Y f0g Y f0g !
X �Y f0g Y 4[1] est une �equivalence d’homotopie. Or le fait que X �4[1] soit
un objet cylindre pour X implique qu’une �equivalence d’homotopie est une
�equivalence faible.

Pour le deuxi�eme point supposons Y �brant ; alors le morphisme Y 4[1] !
Y f0;1g est une �bration dans bS . On en d�eduit que le morphisme X �Y f0g
Y 4[1] ! X �Y f0g Y f0;1g ’ X � Y f1g est une �bration. Maintenant si X est
�brant alors la projection X � Y ! Y est une �bration.

On d�e�nit la �bre homotopique d’un diagramme X ! Y  Z d’espaces pro�nis
comme le produit �br�e dans bS du diagramme

RX �RY f0g (RY )4[1] ! RY f1g  RZ �RY f0g (RY )4[1] :

(o�u RX , RY et RZ d�esignent les r�esolutions �brantes de X , Y et Z ). Il
s’interpr�ete comme le d�eriv�e droit en X ! Y  Z du produit �br�e dans bS
[DwS, 10.12].
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Proposition 3.3 Soit X ! Y  Z un diagramme entre espaces pro�nis.
Supposons que X , Y et Z sont �brants et que le morphisme Z ! Y est une
�bration, alors le morphisme de X �Y Z dans le produit �br�e homotopique de
X ! Y  Z est une �equivalence d’homotopie.

La proposition est cons�equence de la proposition 3.2 et du lemme suivant [GJ,
II, lemma 8.10].

Lemme 3.4 Soient X ! Y  Z et X 0 ! Y 0  Z 0 deux diagrammes entre
espaces pro�nis �brants et X ! X 0 , Y ! Y 0 , Z ! Z 0 des �equivalences
faibles commutant avec les morphismes des diagrammes. On suppose que les
morphismes Z ! Y et X 0 ! Y 0 sont des �brations de bS . Alors le morphisme
X �Y Z ! X 0 �Y 0 Z 0 est une �equivalence faible.

Cas particulier Soit Y un espace pro�ni point�e �brant et prenons pour X
et Z l’espace pro�ni point�e �egal au point. Les propositions 3.2 et 3.3 montrent
que le morphisme pt! pt�Y f0g Y 4[1] induit une �equivalence faible de l’espace
de lacets ΩY dans le produit �br�e homotopique du diagramme pt! Y  pt.

Notre strat�egie pour �etudier la cohomologie modulo p continue d’un produit
�br�e homotopique est de comparer celui-ci avec la limite d’un diagramme �l-
trant de produits �br�es d’espaces p-�nis auquel on associera un diagramme de
suites spectrales d’Eilenberg-Moore.

Pr�ecisons : On associe d’abord au diagramme X ! Y  Z le diagramme des
pro-p-compl�et�es bX(−) ! bY (−)  bZ(−). On modi�e ensuite les cat�egories
index de bX(−), bY (−) et bZ(−) de sorte que les morphismes bX(−)! bY (−) etbZ(−)! bY (−) soient des transformations naturelles entre diagrammes �ltrants
d’espaces (cf [AM, appendice, x3]). Nous en rappelons l’argument :

Soient X(−) un pro-objet de cat�egorie index I , J une autre cat�egorie petite
et �ltrante et � : J ! I un foncteur. Les identit�es de X(�(j)), j d�ecrivant
J , induisent un morphisme de pro-objets X(−)! X � �(−).

Lemme 3.5 Soit X(−)! Y (−) un morphisme entre pro-objets. Notons IX
et IY leurs cat�egories index respectives. Il existe une petite cat�egorie �ltrante
J , des foncteurs � : J ! IX et  : J ! IY et une transformation naturelle
X ��! Y � tels que les morphismes X(−)! X ��(−) et Y (−)! Y � (−)
soient des pro-isomorphismes et tels que le diagramme de pro-objets

X(−) ! Y (−)
# #

X � �(−) ! Y �  (−)
commute.
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D�emonstration Soit J la cat�egorie d�e�nie comme suit :

� ses objets sont les triplets (i; j;X(i) ! Y (j)), (i; j) d�ecrivant IX � IY ,
tels que le morphisme X(i) ! Y (j) repr�esente le morphisme X(−) !
Y (j),

� un morphisme d’un objet (i; j;X(i) ! Y (j)) dans un objet (i0; j0;X(i0)!
Y (j0)) est un couple de morphismes (i! i0; j ! j0) tels que le diagramme

X(i) ! Y (j)
# #

X(i0) ! Y (j0)

commute.

On note � et  les foncteurs �evidents J ! IX et J ! IY . Alors J est
une cat�egorie petite et �ltrante, les images de J dans IX et IY sont co�nales
de sorte que les morphismes X(−)! X � �(−) et Y (−)! Y �  (−) sont des
pro-isomorphismes (cf [AM, Appendice, x3]) et on dispose d’une transformation
naturelle X � �! Y �  satisfaisant aux conditions de l’�enonc�e.

Observons que, � �etant �x�e, le J -diagramme X � � est fonctoriel en le IX -
diagramme X . En it�erant le proc�ed�e on voit que si X(−)! Y (−) Z(−) est
un diagramme entre pro-objets, il existe une cat�egorie �ltrante J , des foncteurs
� : J ! IX ,  : J ! IY et � : J ! IZ induisant des pro-isomorphismes
X(−)! X ��(−), etc. et il existe des transformations naturelles X ��! Y � 
et Z � � ! Y �  tels que le diagramme

X(−) ! Y (−)  Z(−)
# # #

X � �(−) ! Y �  (−)  Z � �(−)

soit commutatif.

Revenons au produit �br�e homotopique d’un diagramme X ! Y  Z d’espaces
pro�nis. Ce qui pr�ec�ede permet de conclure que le diagramme RX ! RY  
RZ est limite �ltrante de diagrammes bX(�(j)) ! bY ( (j))  bZ(�(j)) entre
espaces p-�nis. Le produit �br�e du diagramme

RX �RY RY 4[1] ! RY  RZ �RY RY 4[1]

est alors la limite �ltrante des produits �br�es des diagrammes entre espaces
p-�nisbX(�(j)) �

Ŷ ( (j))
bY ( (j))4[1] ! bY ( (j)) bZ(�(j)) �

Ŷ ( (j))
bY ( (j))4[1] :

Nous somme prêts �a mettre en place la suite spectrale d’Eilenberg-Moore.
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4 Suite spectrale d’Eilenberg-Moore et cohomologie
continue des espaces de lacets

4.1 Construction

Nous suivons l’approche g�eom�etrique de Rector [R], voir aussi [Bou] pour une
comparaison avec la construction classique.

Soit X ! Y  Z un diagramme entre espaces pro�nis ; on lui associe
le diagramme cosimplicial d’espaces pro�nis donn�e par la construction cobar
g�eom�etrique, qu’on note B�(X ! Y  Z) ou plus simplement B� lorsqu’il
n’y a pas d’ambigü�t�e : Bn = X � Y n � Z pour n � 0, et la coaugmentation
X �Y Z ! B0 (cf [R]).

Rappelons qu’on d�e�nit le complexe normalis�e N�A d’un objet simplicial A�
d’une cat�egorie ab�elienne comme le complexe ayant pour objet en degr�e n
l’intersection des noyaux des faces di , 1 � i � n, et pour di��erentielle le
morphisme induit par d0 . Ce complexe est isomorphe au complexe ayant
pour objet en degr�e n le quotient de An par l’image des d�eg�en�erescences et
pour di��erentielle le morphisme induit par la somme altern�ee des faces. Le
n-i�eme objet d’homologie HnNA du complexe N�A s’identi�e au n-i�eme objet
d’homotopie �nA de l’objet simplicial A� et est isomorphe au n-i�eme objet
d’homologie du complexe (An;

P
(−1)idi). (On a une �equivalence d’homotopie

canonique entre les complexes N�A et A� .) Voir par exemple [May, x22].

On d�e�nit les espaces pro�nis point�es N0B = B0
+ et NnB = Bn=(Im(d1)[ : : :[

Im(dn−1)) pour n � 1. Le morphisme d0 : Bn ! Bn+1 induit un morphisme
NnB! Nn+1B telle que le compos�e NnB! Nn+1B! Nn+2B est le morphisme
constant. Le complexe induit en cohomologie continue r�eduite par la suite
N0B ! N1B ! � � � s’identi�e au normalis�e N�H�B du groupe ab�elien gradu�e
simplicial H�B� .

On construit ensuite inductivement une suite d’espaces pro�nis point�es Xn

comme suit : On pose X−1 = (X �Y Z)+ . La compos�ee X−1 ! N0B ! N1B
est le morphisme constant. Supposons construit Xn−1 avec un morphisme
Xn−1 ! NnB telle que la compos�ee avec NnB! Nn+1B soit constante. Notons
N 0n l’espace pro�ni point�e (Xn−1 ^ 4[1]+) [Xn−1^f1g+ NnB. Le morphisme
Xn−1 ! NnB s’�ecrit comme la compos�e de la co�bration Xn−1 ! N 0n avec
l’�equivalence faible N 0n ! NnB. On d�e�nit Xn comme le quotient de N 0n

par Xn−1 . La compos�ee N 0n ! NnB! Nn+1B se factorise par N 0n ! Xn et
Xn ! Nn+1B v�eri�e l’hypoth�ese de r�ecurrence.
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On obtient ainsi une suite de co�brations Xn−1 ! N 0n ! Xn entre espaces
pro�nis point�es et d’�equivalences faibles N 0n ! NnB.

Posons A−s;� = �H�+s+1Xs pour −s � 1, A−s;� = A1;� = �H�(X �Y Z)+ pour
−s > 1 et E−s;�1 = �H�+sNsB .

On a un triangle exact

A−s+1;� - A−s;�

@
@I �

�	

E−s;�1

o�u A−s;� ! E−s;�1 est un morphisme de bidegr�e (0; 1), donc une suite spectrale
(Er;dr : E−s;tr ! E−s+r;t+1

r ) v�eri�ant : (Cf les lemmes 5.6, 5.9 et le th�eor�eme
6.1 de [Boa].)

{ Le terme Es1 est nul pour tout s > 0 donc la suite (E−sr )r est une suite
d’�epimorphismes pour r > s. On pose E−s1 = colimrE

−s
r .

{ Le groupe ab�elien gradu�e A1 �= H�X �Y Z a une �ltration naturelle
0 � F0A

1 � F−1A
1 � � � � � A1 d�e�nie par F−s = Ker(A1 ! A−s). On a

un �epimorphisme E−s1 � F−sA1=F−s+1A
1 et en particulier un morphisme

de coin E0
r � F0A

1 � A1 .

{ Les conditions suivantes sont �equivalentes :

(1) La �ltration de A1 est exhaustive et le morphisme E−s1 !
F−sA1=F−s+1A

1 est un isomorphisme pour tout s.
(2) Le groupe ab�elien gradu�e colimsA

−s est nul.

On r�eindexe la suite spectrale en posant E−s;tr = E−s;t+sr de sorte que le terme
E1 est donn�e par

E−s;t1 = �HtNsB �= NsHtB

et la di��erentielle dr est de bidegr�e (r; 1− r).

On appelle cette suite spectrale la suite spectrale d’Eilenberg-Moore en coho-
mologie modulo p continue associ�ee au diagramme X ! Y  Z .

4.2 Convergence

Le th�eor�eme 3.1 de [Sh], qui s’appuie sur le th�eor�eme de convergence forte de
Dwyer [Dw], entrâ�ne la suivante :
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Proposition 4.1 Soit X ! Y  Z un diagramme entre espaces p-�nis tel
que Z ! Y est une �bration, alors la suite spectrale d’Eilenberg-Moore associ�ee
converge fortement vers la cohomologie modulo p du produit �br�e X �Y Z .

Soit maintenant X ! Y  Z un diagramme entre espaces pro�nis quelconques.
Le morphisme de ce diagramme dans sa \r�esolution �brante" RX�RY RY 4[1] !
RY  RZ �RY RY 4[1] induit un isomorphisme au niveau des termes E2 des
suites spectrales d’Eilenberg-Moore. La proposition qui pr�ec�ede, la discussion
sur les produits �br�es et l’exactitude des colimites �ltrantes entrâ�nent :

Proposition 4.2 Soit X ! Y  Z un diagramme entre espaces pro�nis. La
suite spectrale d’Eilenberg-Moore associ�ee converge vers la cohomologie modulo
p continue de son produit �br�e homotopique.

Cas particulier Soit X un espace pro�ni point�e �brant. La suite spectrale
d’Eilenberg-Moore associ�ee au diagramme pt ! X  pt converge vers la
cohomologie modulo p continue de l’espace pro�ni de lacets ΩX .

4.3 Structure de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore

Rappelons que pour X et Y deux espaces pro�nis on dispose d’un isomorphisme
canonique H�X ⊗H�Y ! H�X � Y .

L’objet gradu�e simplicial H�B� s’identi�e donc au produit tensoriel au dessus
de H�Y de H�X avec la r�esolution simplicial canonique de H�Z comme H�Y -
module. Notons �H�Y le conoyau de l’unit�e Fp ! H�Y . Le complexe nor-
malis�e N�H�B s’identi�e au produit tensoriel au dessus de H�Y de H�X avec
la r�esolution bar r�eduite de H�Z comme H�Y -module (cf [Mac, Chap. X, x2]).
Autrement dit on a un isomorphisme canonique

E−s;�1
�= H�X ⊗ (�H�)⊗s ⊗H�Z :

Le terme E−s;�2 s’identi�e �a l’objet TorH�Y
s (H�X;H�Z) et on a un morphisme

de coin

E0;�
2
�= H�X ⊗H�Y H�Z � E0;�

1 ! F0H�X �Y Z � H�X �Y Z :

Cas particulier Supposons X = Z = pt et Y �brant. Le morphisme
X ! Y munit Y d’un point base et on a un isomorphisme canonique �H�Y �=
Ker(H�Y ! H�pt). Le terme E−s;�1 s’identi�e �a (�H�Y )⊗s . La di��erentielle
d1 : E−1;�

1 ! E0;�
1 = Fp est nulle. La di��erentielle d1 : E−2;�

1 ! E−1;�
1 est
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donn�ee par le cup produit restreint �a �H�Y . La �ltration de la cohomologie
continue de ΩY induit une �ltration de la cohomologie continue r�eduite de ΩY
et on dispose de morphismes de coin

Fp = E0;�
1 = E0;�

1
�= F0H�ΩY = Fp

et
�H�Y �= E−1;�

1 � E−1;�
1
�= �F−1

�H�ΩY :

Venons en �a la structure de module sur l’alg�ebre de Steenrod.

Le triangle exact
A−s+1;� - A−s;�

@@I ��	
E−s;�1

dont est issue la suite spectrale est un triangle exact de modules instables
sur l’alg�ebre de Steenrod. Les groupes ab�eliens gradu�es E−s;�r sont donc des
modules instables pour tous r; s de fa�con compatible avec l’aboutissement et la
di��erentielle dr : E−s;�r ! �r−1E−s+r;�r est un morphisme de modules instables.

Donnons nous maintenant deux diagrammes X ! Y  Z et X 0 ! Y 0  Z 0

entre espaces pro�nis et formons leur produit X �X 0 ! Y � Y 0  Z � Z 0 .

La suite spectrale d’Eilenberg-Moore associ�ee au diagramme X � X 0 ! Y �
Y 0  Z � Z 0 s’identi�e au produit tensoriel des suites spectrales associ�ees
�a X ! Y  Z et X 0 ! Y 0  Z 0 . En particulier pour tout diagramme
X ! Y  Z , les diagonales X ! X �X , Y ! Y � Y , etc. font de la suite
spectrale associ�ee au diagramme une suite spectrale de Fp -alg�ebres bigradu�ees
compatible avec la structure multiplicative de l’aboutissement.

Remarque Chaque espace pro�ni formant le diagramme X ! Y  Z est
la limite �ltrante de ses quotients �nis simpliciaux. En utilisant le lemme 3.5
on obtient que le diagramme lui même est la limite �ltrante de diagrammes
X(i) ! Y (i)  Z(i) entre ensembles �nis simpliciaux. La suite spectrale
d’Eilenberg-Moore en cohomologie modulo p associ�ee �a X ! Y  Z s’identi�e
alors �a la colimite (�ltrante) des suites spectrales d’Eilenberg Moore classiques
associ�ees aux diagrammes X(i) ! Y (i)  Z(i) de fa�con compatible avec sa
structure.
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5 Rappels sur la cohomologie modulo p des espaces
fonctionnels de source le classi�ant du groupe cy-
clique d’ordre p

On note BZ=p le classi�ant du groupe cyclique d’ordre p. C’est un ensemble
�ni simplicial repr�esentant le foncteur qui associe �a un espace pro�ni l’ensemble
de ses 1-cocycles continus �a coe�cients dans Z=p.

Rappelons que U d�esigne la cat�egorie des modules instables sur l’alg�ebre de
Steenrod modulo p et notons H la cohomologie modulo p de BZ=p. Le foncteur
U ! U , M 7! H ⊗M admet un adjoint �a gauche not�e T (voir [La]). Pour
tout espace pro�ni X , l’�evaluation BZ=p � hom(BZ=p;X) ! X induit un
morphisme naturel TH�X ! H�hom(BZ=p;X).

Th�eor�eme 5.1 ([La], [DrS]) Pour tout espace p-�ni X le morphisme
TH�X ! H�hom(BZ=p;X) est un isomorphisme.

Morel en d�eduit le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 5.2 [Mo] Soit X un espace pro�ni �brant ; alors le morphisme
TH�X ! H�hom(BZ=p;X) est un isomorphisme.

Indiquons comment le dernier th�eor�eme se d�eduit du pr�ec�edent : on ob-
serve d’abord que lorsque X est �brant dans bS le morphisme de X dans
sa r�esolution �brante RX = lim bX(−) est une �equivalence d’homotopie sim-
pliciale. On en d�eduit que pour X �brant le morphisme hom(BZ=p;X) !
hom(BZ=p;RX) est une �equivalence d’homotopie donc induit un isomorphisme
en cohomologie modulo p continue. On observe ensuite que le morphisme
TH�RX ! H�hom(BZ=p;RX) est la colimite des morphismes TH� bX(i) !
H�hom(BZ=p; bX(i)) o�u les bX(i) sont des espaces p-�nis.

Soit maintenant �H la cohomologie modulo p r�eduite de BZ=p. Le foncteur
U ! U , M 7! �H ⊗M admet �egalement un adjoint �a gauche, le foncteur de
Lannes r�eduit not�e �T. La d�ecomposition H = Fp� �H induit pour toute module
instable M un scindement canonique :

TM = M � �TM :

On peut comme pr�ec�edemment donner une interpr�etation g�eom�etrique de �T :

Soit X un espace pro�ni, RX le remplacement �brant de X et Y la co�bre du
morphisme RX ! hom(BZ=p;RX) induit par le morphisme BZ=p! pt.
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L’inclusion du point dans BZ=p fait de RX un r�etracte de hom(BZ=p;RX)
de sorte qu’on a une suite exacte courte

0! �H�Y ! H�hom(BZ=p;RX)! H�X ! 0 :

L’isomorphisme TH�X ! H�hom(BZ=p;RX) induit alors un isomorphisme
naturel

�TH�X ! �H�Y :

Corollaire 5.3 Soit M un module instable. Si M est la cohomologie continue
r�eduite d’un espace pro�ni X , il est de même pour �TM .

6 Filtrations de la cat�egorie U (voir [Sc1] et [Ku])

Dans toute cette section, on se sp�ecialise au cas p = 2.

Rappelons qu’une sous-cat�egorie ab�elienne D d’une cat�egorie ab�elienne C est
dite de Serre, si pour toute suite exacte courte A −! B −! C telle que A et
C sont dans D , alors B est �egalement dans D .

6.1 La �ltration nilpotente

Soit M un module instable et m un entier naturel. Pour tout �el�ement x de
M , on note jxj le degr�e de x. On d�e�nit des op�erateurs

Sqm : M −!M;x 7−! Sqjxj−mx :

On dit qu’un �el�ement x 2M est s-nilpotent si :

8 0 � t < s;9 c 2 N; (Sqt)
cx = 0 :

Dans le cas o�u x est s-nilpotent, mais n’est pas (s+ 1)-nilpotent, on dit que x
est exactement s-nilpotent.

Un �el�ement exactement 0-nilpotent est dit r�eduit. Un module instable est dit
r�eduit si tous ses �el�ements sont r�eduits. En termes plus simples, un module
instable M est r�eduit si et seulement si l’application

Sq0 : M −!M;x 7−! Sqjxjx

est injective. Dans le cas o�u M est muni d’une structure d’alg�ebre compatible,
l’�el�evation au carr�e cö�ncide avec Sq0 et M est r�eduit comme module instable si
et seulement si M est r�eduit comme alg�ebre, i.e. n’a pas d’�el�ements nilpotents.
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Un module instable est s-nilpotent si tous ses �el�ements sont au moins s-
nilpotents. La sous-cat�egorie pleine de U dont les objets sont les modules
s-nilpotents est de Serre et stable par colimites. Cette sous-cat�egorie, not�ee
N ils , cö�ncide avec la plus petite sous-cat�egorie de Serre stable par colimite qui
contient tous les modules qui sont des suspensions s-i�emes.

Soit M un module instable. On d�e�nit Ms comme le plus grand sous-module
de M qui est dans N ils . Les sous-modules fMsgs2N forment une �ltration
d�ecroissante naturelle et s�epar�ee de M . Le sous-quotient Ms=Ms+1 est la sus-
pension s-i�eme �sRsM d’un module r�eduit RsM .

Soient M et N deux modules instables. On a (M ⊗ N)n �= �i+j=nMi ⊗ Nj .
Par cons�equent, on a pour tout n la formule Rn(M ⊗N) �= �i+j=nRiM ⊗RjN
(voir [Ku, Proposition 2.5, (1)]). En particulier on a un isomorphisme naturel
Rn�M �= Rn−1M .

On dispose �egalement d’une caract�erisation du degr�e de nilpotence d’un module
instable en terme de foncteur de Lannes: un module instable M est s-nilpotent
si et seulement si pour tout n, TnM est (s − 1)-connexe (cf [Sc1, D�e�nition-
Proposition 6.1.1, p. 139]).

6.2 La �ltration de Krull

La �ltration de Krull fUngn2N de la cat�egorie U est d�e�nie par : Un est la
sous-cat�egorie pleine de U form�ee des objets annul�es par �Tn .

C’est une �ltration croissante par des sous-cat�egories de Serre stables par colim-
ites et suspensions, qui est exhaustive au sens o�u la plus petite sous-cat�egorie
de U stable par colimite et contenant tous les Un pour tout entier n est U
elle-même.

La �ltration de Krull induit sur chaque module instable une �ltration croissante
naturelle et compl�ete par des sous-modules qui sont dans Un . Dans le cas des
modules r�eduits, cette �ltration cö�ncide avec la �ltration par le poids, dont la
d�e�nition suit.

D�e�nition 6.1 (Poids d’un module r�eduit) (1) Soit n un entier naturel,
on d�e�nit �(n) comme le nombre de 1 dans l’�ecriture diadique de n.

(2) Un module instable r�eduit est de poids inf�erieur ou �egal �a n s’il est nul
dans les degr�es i tels que �(i) > n.
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Un module r�eduit est �ltr�e par ses sous-modules de poids n maximaux. Cette
�ltration est exhaustive. Le poids d’un module instable r�eduit M est not�e
w(M). La caract�erisation suivante est extraite de [FS].

Proposition 6.2 (Voir [FS]) Un module r�eduit est dans Un si et seulement
s’il est de poids inf�erieur ou �egal �a n.

Remarquons en�n que si M est dans Un et si N est dans Um , alors M ⊗ N
est dans Un+m .

7 D�emonstration du th�eor�eme 1.2

Dans cette section, on �xe p = 2.

On d�emontre dans cette section le th�eor�eme 1.2 en reprenant la preuve de L.
Schwartz. Ceci d�emontre la conjecture de non r�ealisation forte pour p = 2
en toute g�en�eralit�e puisque la cohomologie modulo 2 d’un espace est aussi la
cohomologie modulo 2 continue de son compl�et�e pro�ni.

On suppose qu’il existe un espace pro�ni dont la cohomologie modulo 2 continue
n’est pas localement �nie, et qui est dans cran �ni de la �ltration de Krull. On
va trouver une contradiction. La premi�ere �etape dans ce sens est la r�eduction de
N. Kuhn : on va montrer qu’il existe alors un espace pro�ni dont la cohomologie
continue est dans U1 mais n’est pas dans U0 (i.e. n’est pas localement �nie).

7.1 La r�eduction de N. Kuhn

Proposition 7.1 (R�eduction de Kuhn) S’il existe un entier n � 1 et un
espace pro�ni dont la cohomologie modulo 2 continue est dans Un mais n’est
pas dans Un−1 , alors il existe un espace pro�ni dont la cohomologie modulo 2
continue est dans U1 mais n’est pas dans U0 .

D�emonstration Soit X un espace pro�ni dont la cohomologie continue M
est dans Un mais n’est pas dans Un−1 et supposons n > 1. Alors �TM est dans
Un−1 mais pas dans Un−2 , et est la cohomologie continue r�eduite d’un espace
pro�ni d’apr�es le corollaire 5.3. On montre ainsi l’�enonc�e par une r�ecurrence
descendante.
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7.2 Construction des classes �i;d (d’apr�es [Sc2])

On s’est ramen�e �a consid�erer un espace pro�ni X dont la cohomologie continue
est dans U1 mais n’est pas localement �nie. On utilise la structure tr�es parti-
culi�ere de ces modules pour construire des classes de la cohomologie continue
d’un espace de lacets it�er�es de X qui ont des propri�et�es contradictoires.

Soit X un espace pro�ni dont la cohomologie continue est dans U1 mais n’est
pas localement �nie. Le module instable �TH�X est non nul par d�e�nition. Soit
(d− 1) sa connexit�e.

Remarquons que si un espace pro�ni X a sa cohomologie continue dans U1

mais pas dans U0 , il en est de même pour toutes ses suspensions. En e�et, le
foncteur �T est exact et commute aux suspensions et aux colimites.

On peut donc supposer que X est une suspension et, par cons�equent, on peut
supposer que d � 1 et que tous les cup-produits sont nuls dans la cohomologie
continue r�eduite de X .

On d�e�nit pour tout entier n le n-squelette SknZ d’un espace pro�ni Z comme
le sous-espace pro�ni engendr�e par les simplexes non d�eg�en�er�es de dimension
inf�erieure ou �egale �a n. Si Z est la limite d’un diagramme �ltrant d’ensembles
�nis simpliciaux Z(−), alors SknZ est la limite des n-squelettes des Z(i).

On voit que la cohomologie continue r�eduite du quotient de X par son (d− 1)-
squelette est un module instable (d−1)-connexe qui ne di��ere de la cohomologie
continue de X que par un module born�e, donc localement �ni. Par cons�equent
�TH�X = �T�H�(X=Skd−1X). Ainsi X=Skd−1X est �egalement un espace pro�ni
dont la cohomologie continue est dans U1 mais n’est pas localement �nie. De
plus X=Skd−1X est encore une suspension donc tous les cup-produits sont nuls
dans sa cohomologie continue r�eduite.

On peut donc aussi supposer que �H�X est (d − 1)-connexe. L’int�erêt de cette
d�emarche est la simpli�cation suivante : un module instable est s-nilpotent si
et seulement si TnM est (s − 1)-connexe pour tout n (voir la section 6). En
vertu du scindement TM = M � �TM , il apparâ�t que M est s-nilpotent si et
seulement si M est (s− 1)-connexe et �TnM est (s− 1)-connexe pour tout n.
En particulier si M est dans U1 , M est s-nilpotent si et seulement si M et
�TM sont (s− 1)-connexes.

Il r�esulte de toutes les consid�erations pr�ec�edentes qu’on peut supposer que �H�X
est dans U1 mais n’est pas localement �nie, est (d−1)-connexe, est d-nilpotente
et poss�ede une structure d’alg�ebre triviale.
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Soit F(1) le sous-module instable de H�BZ=2 engendr�e par la classe de degr�e
un. La construction des classes �i;d annonc�ee dans l’introduction repose la
proposition suivante.

Proposition 7.2 Soit M un module qui est dans U1 mais n’est pas localement
�ni. Soit � l’unit�e d’adjonction M ! �TM ⊗ �H�BZ=2. Alors � factorise par le
sous-module �TM ⊗ F(1). De plus le noyau et le conoyau de

� : M ! �TM ⊗ F(1)

sont localement �nis.

D�emonstration Dans [Sc2], ce r�esultat est d�emontr�e sous l’hypoth�ese que M
est de type �ni. Tout module instable est colimite �ltrante de ses sous-modules
de type �ni. Etant donn�e que les colimites �ltrantes sont exactes, commutent
aux produits tensoriels ainsi qu’au foncteur �T, et du fait que U0 est stable par
colimites, il vient que ce r�esultat est vrai en l’absence de toute hypoth�ese de
�nitude.

Lemme 7.3 Il existe un entier id tel que pour tout i � id , il existe des classes
�i;d dans �H�X qui v�eri�ent :

� la classe �i;d est de degr�e 2i + d ;

� la classe �i;d est exactement d-nilpotente,

� Sq2i�i;d = �i+1;d :

D�emonstration Posons M = �H�X . On applique la proposition 7.2. et on
obtient une suite exacte :

0 −! L −!M
�−! �TM ⊗ F(1) −! L0 −! 0

o�u les modules instables L et L0 sont localement �nis. Comme �TM est (d−1)-
connexe, il existe � 2 �TM non nul et de degr�e d.

Etant donn�e que �TM est localement �ni, il existe une borne enti�ere h telle que
toute op�eration de Steenrod de degr�e plus grand que h annule l’�el�ement � de
�TM , i.e. A�h2 :� = 0.

Par cons�equent, pour tout entier i tel que 2i � 2h, on a par la formule de
Cartan,

Sq2i �⊗ u2i = �⊗ u2i+1
: (1)

Soit � un entier tel que 2� � 2h.
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Il suit de (1) et du fait que L0 est localement �ni qu’il existe une borne �0 � �,
telle que les classes � ⊗ u2i de �TM ⊗ F(1) sont d’image nulle dans L0 pour
i > �0 . Ainsi, l’�el�ement �⊗ u2i provient pour i � �0 d’un �el�ement �0i;d de M ,

i.e. �(�0i;d) = �⊗ u2i .

On choisit alors :

(1) id = �0 ,

(2) �id;d = �0id;d ,

(3) pour tout i � id , �i+1;d = Sq2i �i;d .

Ces classes v�eri�ent le premier et le troisi�eme point du lemme 7.3 par construc-
tion. Le second point d�ecoule du fait suivant : La formule de Cartan, l’action
des carr�es de Steenrod Sqi sur F(1) et le fait que 2�

0 � 2� � 2h entrâ�nent

8 c � 0;8 t < d; �(Sqct �i;d) = Sqct (�⊗ u2i) = (Sqct �)⊗ u2i :

Or le degr�e de Sqct � est une fonction strictement croissante de c car t < d.
Donc, pour c su�samment grand, �(Sqct �i;d) = 0 car �TM est localement �ni.
De ce fait Sqct �i;d provient de L qui est localement �ni. Donc �a nouveau
Sqct �i;d est nul pour c su�samment grand, c’est-�a-dire �i;d est t-nilpotent.

Pour t = d, on a

�(Sqd �i;d) = Sqd (�⊗ u2i) = �⊗ u2i+1 6= 0

et donc pour tout entier c,

�(Sqcd �i;d) = Sqcd (�⊗ u2i) = �⊗ u2i+c 6= 0

ce qui montre que Sqcd �i;d est non nul quelque soit c. On a montr�e que �i;d
est exactement d-nilpotente, ce qui d�emontre le deuxi�eme point du lemme.

7.3 Construction des classes �i;‘

Pour 0 � ‘ � d, et pour tout i � id , on d�e�nit des classes �i;‘ dans la
cohomologie de Ωd−‘X de la mani�ere suivante :

� les classes �i;d sont d�e�nies par le lemme 7.3,

� la classe �i;‘−1 est la d�esuspension de l’image de �i;‘ par l’homorphisme
de coin �H�Ωd−‘X −! ��H�Ωd−‘+1X .

Lemme 7.4 Les classes �i;‘ construites pr�ec�edemment ont les propri�et�es suiv-
antes, pour d � ‘ � 0 et pour tout i � id :
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(1) la classe �i;‘ est de degr�e 2i + ‘,

(2) la classe �i;‘ est exactement ‘-nilpotente,

(3) Sq2i�i;‘ = �i+1;‘ ,

(4) il existe un entier i‘ tel que pour tout i � i‘ , le cup-carr�e �i;‘ [ �i;‘ est
nul.

D�emonstration Les trois premi�eres a�rmations du lemme sont faciles :

� le premier point r�esulte des d�e�nitions,

� le troisi�eme point est cons�equence des propri�et�es de compatibilit�e de la
suite spectrale d’Eilenberg-Moore aux op�erations de Steenrod,

� le deuxi�eme point est cons�equence du fait qu’on a des monomorphismes
(voir la proposition A.4) qui sont induits par le morphisme de coin it�er�e :

Rd
�H�X ,! Rd−1

�H�ΩX ,! : : : ,! R‘
�H�Ωd−‘X ,! : : : ,! R0

�H�ΩdX

En e�et, soit ��i;‘ l’image de �i;‘ dans R‘
�H�Ωd−‘X . Les classes ��i;‘ sont

les images successives de ��i;d par les monomorphismes pr�ec�edents, et donc
�i;‘ est non nulle pour tout ‘ � d. Une r�ecurrence sur la proposition
A.5 montre d’autre part que �H�Ωd−‘X est au moins ‘-nilpotent. Par
cons�equent les classes �i;‘ sont au moins ‘-nilpotentes et r�eduisent non
trivialement dans R‘

�H�Ωd−‘X . C’est dire qu’elles sont exactement ‘-
nilpotentes.

Le point 4 se d�emontre par une r�ecurrence descendante, que l’on renvoie au
prochain paragraphe.

Si l’on admet ce quatri�eme point, la d�emonstration de la conjecture de N.
Kuhn est termin�ee, car les deuxi�eme et quatri�eme points du lemme 7.4 sont
contradictoires pour l = 0.

7.4 D�emonstration du point 4 du lemme 7.4

Remarquons tout d’abord que par application it�er�ee des propositions A.6 et A.5
et du corollaire A.7, on a le lemme suivant :

Lemme 7.5 Pour 0 � ‘ � d, on a :

� Le module instable �H�Ωd−‘X est (au moins) ‘-nilpotent,

� le module instable RiF−1
�H�Ωd−‘X est dans U1 pour i � 2‘ ;
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� le module instable RiF−2
�H�Ωd−‘X est dans U2 pour i � 2‘,

� si ‘ � 1 et si i � 2‘− 1, le module RiF−2
�H�Ωd−‘X est en fait dans U1 .

Pour d�emontrer le point 4 du lemme 7.4, on proc�ede par r�ecurrence descendante
sur ‘.

Soit ‘ � 1. Supposons que pour i � i‘ , �i;‘ [ �i;‘ = 0.

On consid�ere la suite spectrale d’Eilenberg-Moore qui relie la cohomologie de
Ωd−‘X �a celle de Ωd−‘+1X .

Alors �i;‘⊗�i;‘ d�e�nit un 1-cycle, qui est un cycle permanent. En e�et, �i;‘⊗
�i;‘ est exactement 2‘-nilpotente et l’image des di��erentielles est constitu�ee
d’�el�ements de degr�e de nilpotence strictement sup�erieur �a 2‘. Soit !i;‘−1 une
classe de H�Ωd−‘+1X qui est d�etect�ee par le cycle permanent induit par �i;‘⊗
�i;‘ .

Lemme 7.6 La classe !i;‘−1 est au moins (2‘− 2)-nilpotente.

D�emonstration Remarquons que cette condition est trivialement v�eri��ee si
‘ = 1.

Pour ‘ > 1, la classe !i;‘−1 est au moins (‘ − 1)-nilpotente car le module
F−2

�H�Ωd−‘+1 est (‘− 1)-nilpotent.

Soit !i;‘−1
s l’image de !i;‘−1 dans Rs

�H�Ωd−‘+1X pour s � 2‘ − 3. La classe
!i;‘−1

s est de degr�e 2i+1 + 2‘− 2− s. On a

�(2i+1 + 2‘− 2− s) � 2 ;

or Rs
�H�F−2Ωd−‘+1X est dans U1 , pour ‘ − 1 � s � 2‘ − 3 d’apr�es le lemme

7.5. De ce fait, pour ‘− 1 � s � 2‘− 3, !i;‘−1
s est nulle et donc !i;‘−1 est au

moins (2‘− 2)-nilpotente.

Lemme 7.7 On a l’�egalit�e

Sq2i !i;‘−1 = �i;‘−1 [ �i+1;‘−1 mod (F−2
�H�Ωd−‘+1X)2‘−2 :

D�emonstration On a par la formule de Cartan, pour i � i‘

Sq2i (�i;‘ ⊗�i;‘) = (Sq2i �i;‘)⊗�i;‘ +�i;‘ ⊗ (Sq2i �i;‘) = �i+1;‘ ⊗�i;‘ +�i;‘⊗�i+1;‘ :

Or �i+1;‘⊗�i;‘ +�i;‘⊗�i+1;‘ est un cycle permanent qui n’est jamais l’image
d’une di��erentielle (pour des raisons de nilpotence, comme pr�ec�edemment) et
qui d�etecte �i+1;‘−1 [ �i;‘−1 .
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Ceci montre que la di��erence z = Sq2i !i;‘−1 − �i;‘−1 [ �i+1;‘−1 vit dans
F−1

�H�Ωd−‘+1X .

On conclut en remarquant que ces classes sont de degr�e 2i + 2i+1 + 2‘ − 2.
Or pour s � 2‘ − 2, on a �(2i + 2i+1 + 2‘ − 2 − s) � 2. Comme le module
RsF−1

�H�Ωd−‘+1X est dans U1 pour s � 2‘ − 2 d’apr�es le lemme 7.5, on en
d�eduit l’�egalit�e annonc�ee.

On d�eduit du lemme 7.7 qu’on a la relation

Sq2iSq2i !i;‘−1 = �i+1;‘−1 [ �i+1;‘−1 mod (F−2
�H�Ωd−‘+1X)2‘−2 :

Ceci r�esulte de la formule de Cartan, et du fait que R2‘−2F−2
�H�Ωd−‘+1 est dans

U2 , par le lemme 7.5.

On remarque alors que

(1) la relation Sq2iSq2i!i;‘−1 = �i+1;‘−1 [ �i+1;‘−1 est vraie modulo des
termes de degr�e de nilpotence strictement plus grand que 2‘− 2,

(2) l’image Sq2iSq2i!i;‘−1 de Sq2iSq2i!i;‘−1 dans R2‘−2F−2
�H�Ωd−‘+1X est

nulle.

Le deuxi�eme point provient du r�esultat suivant [Sc3, lemme 5.7, p. 554] :

Lemme 7.8 Pour tout entier n > 0

Sq2nSq2n 2 �A(n)Sq2n �A(n)

o�u A(n) est la sous-alg�ebre engendr�ee par fSq2i ; 0 � i � n − 1g, et �A(n) est
l’id�eal des �el�ements strictement positifs de A(n).

Cette d�ecomposition de l’op�eration de Steenrod Sq2iSq2i montre que
Sq2iSq2i!i;‘−1 est de poids sup�erieur �a 3, alors que R2‘−2H�Ωd−‘+1X est dans
U2 , d’apr�es le lemme 7.5.

Ceci montre que �i+1;‘−1 [ �i+1;‘−1 est au moins (2‘ − 1)-nilpotent et donc
qu’il existe un entier c tel que

0 = Sqc2‘−2(�i+1;‘−1 [ �i+1;‘−1) = �i+c+1;‘−1 [ �i+c+1;‘−1 :

On peut donc choisir i‘+1 = i‘ + c+ 1, et on aura pour tout i � i‘+1 , �i;‘−1 [
�i;‘−1 = 0 :
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A Appendice

A.1 Filtration de Krull et �ltration nilpotente

Rappelons qu’on note pour M un module instable et s un entier Ms le sous-
module instable de M form�e des �el�ements (au moins) s-nilpotents et RsM le
module �−s(Ms=Ms+1) (voir la section 6.1).

La proposition suivante a�rme grosso modo que les foncteurs Rs sont exacts �a
gauche modulo N il .

Proposition A.1 Soit

0 −! A −! B −! C −! 0

une suite exacte dans U et soit L le conoyau de RsA −! RsB . Pour tout
entier s, le morphisme RsA −! RsB est un monomorphisme et le noyau de
L −! RsC est constitu�e d’�el�ements nilpotents.

D�emonstration On chasse dans le diagramme commutatif suivant, dont les
trois colonnes sont exactes.

As+1 −! Bs+1 −! Cs+1

# # #
As −! Bs −! Cs
# # #

�sRsA −! �sRsB −! �sRsC

(2)

Le morphisme RsA −! RsB est un monomorphisme : Soit x un �el�ement de
Ker(RsA −! RsB). Soit x1 un �el�ement de As qui se projette sur �sx 2
�sRsA.

Soit x2 l’image de x1 dans Bs . L’�el�ement x2 se projette sur 0 dans �sRsB .

Par exactitude de la seconde colonne, l’�el�ement x2 est dans Bs+1 , i.e. x2 est
(s+ 1)-nilpotent donc pour un certain entier c, on a (Sqs)cx2 = 0.

Donc par injectivit�e de As −! Bs , il vient que (Sqs)cx1 = 0, i.e. l’�el�ement x1

est dans As+1 soit �a dire que x1 est (s+ 1)-nilpotent .

Par cons�equent x est nul, ce qui montre que RsA −! RsB est un monomor-
phisme.

Le noyau de L −! RsC est nilpotent : Soit x un �el�ement de Ker(RsB −! RsC)
et soit x1 un rel�evement de �sx dans Bs . Soit x2 l’image de x1 dans Cs .
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L’�el�ement x2 se projette sur 0 dans �sRsC , donc x2 est dans Cs+1 , i.e. x2 est
(s+ 1)-nilpotent et pour un certain entier c, on a (Sqs)cx2 = 0.

Par cons�equent, l’image de (Sqs)cx1 dans C est nulle et par exactitude de la
suite A −! B −! C , il existe un �el�ement x3 de A dont l’image est (Sqs)cx1 .
Comme (Sqs)cx1 est au moins s-nilpotent et comme A! B est un monomor-
phisme, l’�el�ement x3 est au moins s-nilpotent.

Soit �sx4 l’image de x3 dans �sRsA. L’image de �sx4 dans �sRsB est
(Sqs)c�sx = �s(Sq0)cx. Donc l’image de x dans L est nilpotent.

Corollaire A.2 Soient 0 ! A ! B ! C ! 0 une suite exacte dans U .
On suppose que A est ‘-nilpotent pour un entier ‘ � 1 ; alors le morphisme
RsB −! RsC est un isomorphisme pour tout entier s < ‘ (et un �epimorphisme
pour s = ‘).

D�emonstration Le module RsA est nul pour tout s < ‘. La proposition
a�rme alors que le noyau du morphisme RsB −! RsC est nilpotent pour tout
s < ‘. Or RsB est un module r�eduit, donc ce noyau est nul.

Pour achever la preuve, il su�t de montrer que le morphisme Bs ! Cs est
un �epimorphisme pour tout s � ‘. Soit donc s un tel entier et x un �el�ement
s-nilpotent de C . Il provient d’un �el�ement x1 de B et pour tout s0 < s il existe
un certain entier c et un �el�ement x2 de A tel que (Sqs0)cx1 est l’image de x2

par le morphisme A ! B . Or A est ‘-nilpotent donc (Sqs0)c
0
x2 est nul pour

c0 assez grand. On en d�eduit que x1 est s-nilpotent, c’est-�a-dire x1 2 Bs .

Corollaire A.3 Soient 0 ! A ! B ! C ! 0 une suite exacte de modules
instables et p; q; s trois entiers positifs. On suppose que RsA est dans Up et
que RsC est dans Uq ; alors RsB est dans Umaxfp;qg .

D�emonstration Le foncteur Rs transforme la suite exacte

0! A! B ! C ! 0

en une suite
0! RsA! RsB ! RsC

exacte au sens de la proposition A.1.

Les modules RsA, RsB et RsC sont r�eduits, ce qui nous autorise �a appliquer
la caract�erisation 6.2 de la �ltration de Krull en terme de �ltration par le poids
pour les modules r�eduits. Il su�t donc de montrer que RsB est de poids
inf�erieur ou �egal �a maxfp; qg, i.e. que RsB est nul dans les degr�es i tels que
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�(i) > maxfp; qg. Rappelons que �(i) est le nombre de puissances de deux
composant l’�ecriture diadique de i.

Soit x un �el�ement de RsB en degr�e jxj tel que �(jxj) > maxfp; qg. L’image de
x par RsB ! RsC est nulle car RsC est dans Uq et donc de poids inf�erieur ou
�egal �a q � maxfp; qg. D’apr�es la proposition A.1, il existe un entier c tel que
Sqc0 x est dans RsA. Le degr�e de Sqc0 x est 2cjxj et �(2cjxj) = �(jxj) > p. Or
RsA est dans Up , donc de poids inf�erieur ou �egal �a p. Il s’ensuit que Sqc0 x
est nul, et donc x est nul car RsA est r�eduit.

A.2 Suite spectrale d’Eilenberg-Moore et �ltration nilpotente

Dans toute cette section, X est un espace pro�ni point�e. On va d�egager suivant
[Sc3] quelques propri�et�es de compatibilit�e entre la �ltration nilpotente de la
cohomologie continue r�eduite de X et celle de son espace de lacets ΩX en
utilisant la spectrale d’Eilenberg-Moore.

Le terme E−s;�r de cette suite spectrale est naturellement muni d’une structure
de module instable pour tous entiers s et r � 1. De plus, la di��erentielle dr
est un morphisme de modules instables

dr : E−s−r;�r −! �r−1E−s;�r :

En�n, la cohomologie continue r�eduite de ΩX est naturellement munie d’une
�ltration croissante

0 = F0
�H�ΩX � F−1

�H�ΩX � F−2
�H�ΩX � : : : � F−s �H�ΩX � : : : � �H�ΩX

par des sous-modules instables telle qu’on a pour tout s � 1 un isomorphisme

E−s;�1 �= �s(F−s �H�ΩX=F−s+1
�H�ΩX) :

Cette �ltration est convergente :[
i2N

F−i �H�ΩX = �H�ΩX :

(Voir la section 4.)

Proposition A.4 Soit X un espace pro�ni point�e dont la cohomologie r�eduite
est dans N il‘ pour un entier ‘ � 1. L’homomorphisme de coin induit pour
s � 2‘− 1 un monomorphisme

Rs
�H�X ,! Rs−1

�H�ΩX :

Algebraic & Geometric Topology, Volume 3 (2003)



Espaces pro�nis et probl�emes de r�ealisabilit�e 429

D�emonstration L’homomorphisme de coin �H�X −! ��H�ΩX factorise de la
mani�ere suivante:

�H�X �= E−1;�
1 � E−1;�

1
�= �F−1

�H�ΩX ,! ��H�ΩX :

Le morphisme E−1;�
1 −! E−1;�

1 est la colimite sur r des morphismes E−1;�
1 −!

E−1;�
r , lesquels sont les compos�es E−1;�

1 ! E−1;�
2 ! � � � ! E−1;�

r−1 ! E−1;�
r .

Chaque morphisme E−1;�
r −! E−1;�

r+1 est le conoyau de la di��erentielle dr :
�1−rE−1−r;�

r −! E−1;�
r . Comme le module E−1−r;�

r est un sous-quotient de
(�H�X)⊗(r+1) qui est (r+1)‘-nilpotent, le noyau du morphisme E−1;�

r −! E−1;�
r+1

est form�e d’�el�ements au moins ((r + 1)‘ − (r − 1))-nilpotents donc au moins
2‘-nilpotents puisqu’on a r � 1 et ‘ � 1.

Le corollaire A.2 montre alors que le morphisme RsE
−1;�
r −! RsE

−1;�
r+1 est un

isomorphisme pour tout s < 2‘. Par cons�equent, le morphisme RsE
−1;�
1 −!

RsE
−1;�
1 est un isomorphisme pour s < 2‘.

On a donc un isomorphisme Rs
�H�X −! Rs−1F−1

�H�ΩX qui se compose avec le
monomorphisme Rs−1F−1

�H�ΩX −! Rs−1
�H�ΩX (le foncteur Rs−1 pr�eserve les

monomorphismes d’apr�es la proposition A.1) en le monomorphisme souhait�e.

Proposition A.5 Soient X un espace pro�ni point�e et ‘ � 1 un entier tels
que :

� la cohomologie r�eduite de X est ‘-nilpotente,

� �H�X=(�H�X)2‘ est dans U1 .

Alors :

(1) la cohomologie r�eduite de ΩX est (‘− 1)-nilpotente,

(2) pour s � 2‘− 2, le module instable RsF−1
�H�ΩX est dans U1 ,

(3) pour s � 2‘− 2, le module instable RsF−2
�H�ΩX est dans U2 .

D�emonstration du point 1 Pour tout entier s, le terme E−s;�1 est un sous-
quotient de (�H�X)⊗s qui est s‘-nilpotent. Donc pour tout entier s, le module
F−s �H�ΩX=F−s+1

�H�ΩX = �−sE−s;�1 est (s‘ − s)-nilpotent. On en d�eduit par
r�ecurrence, en utilisant que N il‘−1 est de Serre, que pour tout entier s, le
module instable F−s �H�ΩX est (‘ − 1)-nilpotent. Par suite, comme la suite
spectrale est convergente et N il‘−1 stable par colimite, le module �H�ΩX est
aussi (‘− 1)-nilpotent.
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D�emonstration du point 2 Le module E−1;�
1 = �F−1

�H�ΩX est un quotient
de H�X par des �el�ements au moins 2‘-nilpotents. On a donc un �epimorphisme

E−1;�
1 � �H�X=(�H�X)2‘

de noyau au moins 2‘-nilpotent. En vertu du corollaire A.2, on a pour s � 2‘−1
un monomorphisme RsE

−1;�
1 −! Rs(�H�X=(�H�X)2‘). Or �H�X=(�H�X)2‘ est

dans U1 par hypoth�ese et donc aussi Rs(�H�X=(�H�X)2‘) (car U1 est de Serre).
Il suit que RsE

−1;�
1 est �egalement dans U1 .

On obtient que

RsE−1;�
1
�= Rs−1�−1E−1;�

1
�= Rs−1F−1

�H�ΩX

est dans U1 pour tout s � 2‘−2, ce qui montre le second point de la proposition.

D�emonstration du point 3 La suite exacte

0 −! F−1
�H�ΩX −! F−2

�H�ΩX −! �−2E−2;�
1 −! 0

et le corollaire A.3 assurent que pour montrer le troisi�eme point du lemme,
il su�t de montrer que pour tout s � 2‘ − 2, les modules RsF−1

�H�ΩX et
Rs�−2E−2;�

1 sont dans U2 .

Le fait que RsF−1
�H�ΩX est dans U2 pour s � 2‘− 2 est cons�equence du point

2 de cette proposition, car U1 est une sous-cat�egorie de U2 .

Il reste donc �a montrer que Rs�−2E−2;�
1 est dans U2 . Le module instable E−2;�

1
est un sous-quotient de �H�X⊗2 , i.e. E−2;�

1 s’�ecrit C=B , avec C � �H�X⊗2 . De
plus, le module B est au moins 3‘-nilpotent pour la raison suivante. On a

dr : E−2−r;�
r −! �(r−1)E−2;�

r ;

ce qui montre que B est constitu�e d’�el�ements de degr�e de nilpotence au moins
�egal �a (r + 2)‘ − (r − 1) � 3‘. On en d�eduit avec le corollaire A.2 que pour
s < 3‘, on a des monomorphismes:

RsE−2;�
1 ,! RsC ,! Rs(�H�X⊗2) :

Le module (�H�X)⊗2 est 2‘-nilpotent par hypoth�ese, et donc le plus petit s tel
que Rs(�H�X⊗2) est non trivial est s = 2‘. Or R2‘(�H�X⊗2) est isomorphe �a
(R‘

�H�X)⊗2 qui est dans U2 (voir la partie 6). Donc R2‘E
−2;�
1 est dans U2 .

Finalement, R2‘−2�−2E−2;�
1 �= R2‘E

−2;�
1 est dans U2 .

Proposition A.6 Soit ‘ > 1 un entier et soit X un espace pro�ni point�e. Si
�H�X est ‘-nilpotent et si �H�X=(�H�X)2‘ est dans U1 , alors �H�ΩX=(�H�ΩX)2(‘−1)

est �egalement dans U1 .
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D�emonstration Le module instable E−s;�1 est un sous-quotient de �H�X⊗s ,
donc E−s;�1 est s‘-nilpotent et F−s �H�ΩX=F−s+1

�H�ΩX = �−sE−s;�1 est s(‘−1)-
nilpotent. On montre par r�ecurrence sur s que F−s �H�ΩX=F−1

�H�ΩX est 2(‘−
1)-nilpotent. Par convergence de la suite spectrale, le module �H�ΩX=F−1

�H�ΩX
est aussi 2(‘− 1)-nilpotent.

On a une suite exacte:

0 −! F−1
�H�ΩX −! �H�ΩX −! �H�ΩX=F−1

�H�ΩX −! 0

dont le dernier terme �H�ΩX=F−1
�H�ΩX est 2(‘− 1)-nilpotent. En particulier,

pour s � 2‘ − 3, le module Rs(�H�ΩX=F−1
�H�ΩX) est nul et donc dans U0 .

De plus, d’apr�es la proposition pr�ec�edente, pour tout s � 2‘ − 3, le module
RsF−1

�H�ΩX est dans U1 .

Le corollaire A.3 assure que pour tout s � 2‘ − 3, le module Rs
�H�ΩX est

dans U1 . Comme U1 est de Serre, on obtient que �H�ΩX=(�H�ΩX)2‘−2 est dans
U1 .

Corollaire A.7 Soit ‘ > 1 un entier et soit X un espace pro�ni point�e. Si
�H�X est ‘-nilpotent et si �H�X=(�H�X)2‘ est dans U1 , alors pour s � 2‘− 3, le
module RsF−2

�H�ΩX est dans U1 .

D�emonstration Le module RsF−2
�H�ΩX est un sous-module de Rs

�H�ΩX
d’apr�es la proposition A.1. Or pour s � 2‘ − 3, le module
Rs

�H�ΩX est isomorphe �a Rs(�H�ΩX=(�H�ΩX)2‘−2) , d’apr�es le corollaire
A.2. Or Rs(�H�ΩX=(�H�ΩX)2‘−2) est dans U1 comme sous-quotient de
�H�ΩX=(�H�ΩX)2‘−2 qui d’apr�es la proposition A.6 est dans U1 .
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