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j CNk4C,lnmao'p�o	qsrGt�u�v4C,v4C,wxo	yso	z|{#}N~sqsrGt

�N�����������������������������������������������J�����������2���������������������2�������Q�����������������
[0, π] ��� ���� ¢¡ ����£�����¤N�������W¥¦�����  ���������S��������� ¡ ������§������������¨�7� ¡ ���������������1©|���������������,�a���������������¨�S�2������ª|��§����������������¨�S� ¡ ����������������«
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AGC,Â�tGÃ�}NÃ#qs~sÃ

Ä#ÅÇÆ2È�ÉËÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	ÑÒÐ'Ó2ÐÔÎ'Õ�Ö�×2Ð	ÍGÕ�Ó2Ø�Í	Ù1Ú4Û�Ð	Í	Ì�ÛWÜ�Ý	Ö2Þ�×GÞ�Ó2Ñ	Þ�ß�Û�Ñ�ÊWÜ�Ö2à¼Ì�ÓGÜ�Ú

sincx =

{
sinx
x , x 6= 0,

1, x = 0

á�â�ã

ÐäÑ'å�Ó2Ñ	Þ�ß�Û�ÑæÏ2Þ�ÓGÜ�ÚçÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð2Þ�Ú�è O Ö	Ðä×GÞ�Ú2Û�ß�å�Ð	ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ù7éçê�ÍGÕ�ë2Þ�Í	Ð	Ñ�é
x 6= 0 ì å�å�Ð'×2ÌíÐ	ê�å�Þ�Û�ß�Í2Ü�î�ÜÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ | sinx| < |x| ì Û�Ý	ÖGÕ�å�Þ�×	Ó2Ð	å#Õ�Ü�Ï2Þ�Í	Î'Õ | sincx| < 1

è	ï¨Õ�ÊJÐ	Î�Û�Ð	Ö	Ì�Þ�àðÍGÕ�ß�Ì�ÖGÕ�Ó2Ø�Í2Ü�Þ
n
Ð

ÖGÕ�Û�Û�à,Ü�ß�Ö	Ð2àçÛ�Ì'à,à¼Ì

Ln(f, x) =
n∑

k=0

f

(
kπ

n

)
sincn

(
x− kπ

n

)
,

á�ñ�ã

Î�Ü�ß�Ü�ÖGÕ�ÑòÛ�Ü�Ý2Ü�Û�ß�Õ�å�Ó2Ñ	Þ�ßæÎ'Õ�ó�×GÜ�ÚôÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð
f(x) ì Ü�Ý	Ö2Þ�×GÞ�ÓGÞ�Í	Í2Ü�ÚôÍGÕ [0, π] ì Ï2Þ�Ó2Ì�õöÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	õ

Ln(f, x) ì Û�Ü�å�ÝGÕ�×�Õ�õa÷!Ì�õøÛ f(x) åVÌ�ê�ÓGÜ�å�Ù7é�ß�Ü�ë	Î'Õ�é xk = xk,n = kπ
n ì k = 0, 1, . . . , n

è�ù�ß�ÕJÛ�Ì'à,àNÕ
ÍGÕ�ê�Ù1å#Õ�Þ�ß�Û�Ñ

n
É�ú�û�ü2ý2þhÿ����2ú����	�2ü2ú�ý2ý2ú�û�

�����Jú�û�Ð'Ó2Ð

n
É����^ü2ý2þhÿ����2ú����	�2ü2ú�ý2ý	��� ú��Gÿ�����þ�ú���ú��

� ü2þ�þhÿ��#ÿ�����è ] Õ�à,Ü�î�Ü>ùaè K è Z Ð	ß�ß�Þ�Î�Þ�ÖGÕ�� â�� Ð	Í	ß�Þ�Ö2Þ�Û�Ü�å#Õ�ÓÔå�Ü�Ý	Ö2Ü�ÛJÜQå�Ü�ê�à,Ü�óhÍ2Ü�Û�ß�Ð å�Ü�Û�Û�ß�Õ�Í2Ü�å�ÓGÞ�É
Í	Ð	Ñ´ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð´ÍGÕWå�Û�Þ�Ú´ë	Ð2Û�ÓGÜ�å�Ü�ÚnÝ	Ö#Ñ	à,Ü�Ú Ý2Ü!Þ�Þ�ê�ÍGÕ�ë2Þ�Í	Ð	Ñ	àíÍGÕJÍ2Þ�Î�Ü�ß�Ü�Ö2Ü�ÚÒÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü�ÚÒÛ�Þ�ß�Î�Þ
{kh}∞k=−∞ ì h > 0 ì ×	Ó2Ñ�ë2Þ�î�ÜQÜ�Í>å�å�Þ�Ó´åWÖGÕ�Û�Û�à,Ü�ß�Ö2Þ�Í	Ð2Þ�ß�Õ�Î´ÍGÕ�ê�Ù1å#Õ�Þ�à¼Ì�õòÎ'Õ�Ö�×2Ð	ÍGÕ�Ó2Ø�Í	Ì�õôÊJÌ�Í	Î'ÉÏ	Ð	õ á Ð'Ó2Ð Î'Õ�Ö�×2Ð	ÍGÕ�Ó2Ø�Í	Ù1ÚðÖ#Ñ�× ã ì Û�Ì�ó!Þ�Í	Ð2Þ>Î�Ü�ß�Ü�Ö2Ü�Ú ÍGÕnÜ�ß�Ö2Þ�ê�Ü�Î [0, π]

åÔÛ�Ó2Ì�ëGÕ�Þ
h = π

n

Ð2à,Þ�Þ�ß
å�Ð'× á�ñ�ã è I Þ�ê�Õ�å�Ð2Û�Ð2à,Ü Õ�ÍGÕ�ÓGÜ�î�Ð	ë	Í	Ù�ÞnÖ#Ñ�×2Ù^Ý2Ü��ÀÅÇÆ2È�ÉËÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ	àôÝ	Ö	Ð2à,Þ�Í	Ñ�Ó2Ð i è ` è [ Ü�ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ð'É
Î�Ü�å�� ñ�� Ð [ è2ùaè��dÞ�Í	Í2Ü�Í � ! � ×	Ó2ÑnÜ�×2Í2Ü�ê�ÍGÕ�ë	Í2Ü�î�Ü>å�Ü�Û�Û�ß�Õ�Í2Ü�å�ÓGÞ�Í	Ð	Ñ Û�Ð	î�ÍGÕ�Ó�Õ!Ý2Ü�Þ�î�ÜQ×2Ð2Û�Î	Ö2Þ�ß�Í	Ù�à
Ü�ß�Û�ë2Þ�ß�Õ�à ì ÐòÛ�Ü�Ü�ß�å�Þ�ß�Û�ß�å�Ì�õa÷hÕ�Ñ¦ß�Þ�Ü�Ö2Þ�àNÕíåíß�Þ�Ü�Ö	Ð	ÐòÐ	Í2ÊWÜ�Ö2àNÕ�Ï	Ð	ÐøÍ2Ü�Û�Ð	ßðÐ2à,Þ�ÍGÕ Z Ð	ß�ß�Þ�Î�Þ�ÖGÕ ì[ Ü�ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ð	Î�Ü�å#Õ4Ð"�dÞ�Í	Í2Ü�ÍGÕ'è i Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×GÛ�ß�å�Ð	ÐäÎ'Õ�Ö�×2Ð	ÍGÕ�Ó2Ø�Í	Ù�ÞÒÖ#Ñ�×2Ù Z Ð	ß�ß�Þ�Î�Þ�ÖGÕ�ÍGÕ�#QÓ2Ð"#!Ð	Ö2Ü�É
Î�Ü�ÞWÝ	Ö	Ð2à,Þ�Í2Þ�Í	Ð2ÞQå>ë	Ð2Û�ÓGÞ�Í	Í	Ù7é�à,Þ�ß�Ü�×�Õ�é ì ß�Þ�Ü�Ö	Ð	Ð�Ý	Ö	Ð	$�Ó2Ð	ó!Þ�Í	Ð	Ñ Ð Ð	Í	ß�Þ�Ö	Ý2Ü�Ó2Ñ'Ï	Ð	Ð�ÖGÕ�ê�Ó2Ð	ë	Í	Ù7éÎ'Ó�Õ�Û�Û�Ü�å!ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ú ì Ö2Þ�#�Þ�Í	Ð	Ð>×2Ð2ÊWÊWÞ�Ö2Þ�Í	Ï	ÐGÕ�Ó2Ø�Í	Ù7éhÐ>Ð	Í	ß�Þ�î�ÖGÕ�Ó2Ø�Í	Ù7é>Ì�ÖGÕ�å�Í2Þ�Í	Ð	Ú ì åWß�Þ�Ü�Ö	Ð	Ð´Ð	Í'ÉÊWÜ�Ö2àNÕ�Ï	Ð	Ð�è i ëGÕ�Û�ß�Í2Ü�Û�ß�Ð ì	% ß�Ð2àäå�Ü�Ý	Ö2Ü�Û�Õ�àæÝ2Ü�Û�å�Ñ'÷�Þ�Í	Ù ÖGÕ&$�Ü�ß�Ù'� (�) â ! � è
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ïG×GÞ�Û�ØÒÍGÕ�Û�Ð	Í	ß�Þ�Ö2Þ�Û�Ì�Þ�ßÔå�Ü�Ý	Ö2Ü�ÛhÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�Ð {Ln(f, x)}

ÍGÕ Ü�ß�Ö2Þ�ê�Î�Þ
[0, π]

è O Þ�Ö	å�Ù�Þ�ê�Õ�×�Õ�ë	Ð
Ý2Ü�×GÜ $�Í2Ü�î�Ü�Ö2Ü�×�ÕÒ×	Ó2ÑíÕ�ÍGÕ�Ó2Ð	ß�Ð	ë2Þ�Û�Î	Ð'éðÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ú $�Ù7Ó2Ð ÖGÕ�Û�Û�à,Ü�ß�Ö2Þ�Í	Ù^å � â (�) â���� è i � â���� Ð � ñ�
��
Ý2Ü�Ó2Ì�ë2Þ�ÍÒÎ	Ö	Ð	ß�Þ�Ö	Ð	ÚÔÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü�Ú�ÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�Ð�Û�Ì'à,à á�ñ�ã å�Í	Ì�ß�Ö	ÐÒÐ	Í	ß�Þ�Ö	å#Õ�Ó�Õ

(0, π) ì Õ�ÍGÕ�ÓGÜ�î�Ð	ë'ÉÍ	Ù1Ú4Î	Ö	Ð	ß�Þ�Ö	Ð	õ ` è ` è O Ö	Ð	å#Õ�ÓGÜ�å#Õ ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü�Ú ÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�Ð Ð	Í	ß�Þ�Ö	Ý2Ü�Ó2Ñ'Ï	Ð2Ü�Í	Í	Ù7é�Ý	Ö2Ü�Ï2Þ�Û�Û�Ü�å
R Õ�î�ÖGÕ�Í	ó�Õ � ñ'â�� è i ëGÕ�Û�ß�Í2Ü�Û�ß�Ð ì Û�ÓGÞ�×GÛ�ß�å�Ð2ÞÒÐ	ênß�Þ�Ü�Ö2Þ�à¼Ù � å"� ñ�
�� Ì�ß�å�Þ�Ö#ó�×�Õ�Þ�ß ì ë	ß�Ü�ÍGÕÔÓ2õ $�Ü�àÜ�ß�Ö2Þ�ê�Î�Þ

[a, b] ì 0 < a < b < π ì {Ln(f, x)} ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2ÜÔÛÀé#Ü�×2Ñ'ß�Û�Ñ Î f(x) ì Þ�Û�Ó2Ð % ß�ÕÒÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	ÑÌ�×GÜ�å�ÓGÞ�ß�å�Ü�Ö#Ñ	Þ�ß Ì�Û�ÓGÜ�å�Ð	õ f Ð	Í	Ð�� R Ð	Ý	÷!Ð	ÏGÕ g

lim
t→+0

ω(f, t) ln t = 0,
á ! ã

î�×GÞ

ω(f, t) = sup
|x2−x1|6t,
06x1,x26π

|f(x2)− f(x1)|

�Yà,Ü�×2Ì�Ó2Ø>Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�Í2Ü�Û�ß�Ð
f(x)

ÍGÕ�Ü�ß�Ö2Þ�ê�Î�Þ
[0, π]

è I Ü�ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü�Ú4ÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�Ð�ÍGÕ!å�Û�Þ�àæÜ�ß�É
Ö2Þ�ê�Î�Þ

[0, π]
Í2Þ�ßn×�Õ�ó!Þ!×	Ó2Ñ�ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð

f(x) ≡ 1
è i ÍGÕ�Û�ß�Ü�Ñ'÷�Þ�Ú Û�ß�Õ�ß�Ø�ÞhÍGÕ�Ú'×GÞ�Í	Ùc×GÜ�Û�ß�Õ�ß�Ü�ë	Í	Ù�Þ

Ì�Û�ÓGÜ�å�Ð	Ñ!ÍGÕaÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	õ
f(x) ì Ý	Ö	ÐhÛ�Ü $�Ó2õ7×GÞ�Í	Ð	ÐhÎ�Ü�ß�Ü�Ö	Ù7é {Ln(f, x)} ÛÀé#Ü�×2Ð	ß�Û�Ñ�Î f(x) ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö'ÉÍ2ÜhÍGÕ

[0, π]
è [ Ö2Ü�à,ÞJß�Ü�î�Ü ì Û�Î�Ü�Í2Û�ß�Ö	Ì�Ð	Ö2Ü�å#Õ�Í	Ùbà,Ü�×2Ð2ÊJÐ	Î'Õ�Ï	Ð	Ð4Ü�Ý2Þ�ÖGÕ�ß�Ü�Ö2Ü�å Z Ð	ß�ß�Þ�Î�Þ�ÖGÕ ì Ü $�Ó�Õ�×�Õ�Éõa÷!Ð2Þ�Û�å�Ü�Ú2Û�ß�å�Ü�à4ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü�Ú´ÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�Ð>ÍGÕ

[0, π]
Ý	Ö	Ð�Í2Þ�Û�Î�Ü�Ó2Ø�Î�ÜWà,Þ�Í2Þ�Þ7Ü�î�ÖGÕ�Í	Ð	ë	Ð	ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ù7é

Ì�Û�ÓGÜ�å�Ð	Ñ�éÒÍGÕ
f(x)

è

� C,l����,rGtG~��æyso	tGqsr�maÃ#ysqsr�����p�r�}N~¼mar����'~����! #"�$�zsys~&%��,~�' Ã#qs~&�

i Ý2Þ�Ö	å�Ù�ÞVê�Õ�×�Õ�ëGÕ�Ü!ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü�Ú ÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�Ð �ÀÅÇÆ2È�É�Ý	Ö	Ð	$�Ó2Ð	ó!Þ�Í	Ð	ÚÔ×	Ó2ÑnÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ú ì Ü $�ÖGÕ�÷hÕ�Éõa÷!Ð'é#Û�Ñæå Í	Ì�Ó2Ø ÍGÕ�Î�Ü�Í	ÏGÕ�éçÜ�ß�Ö2Þ�ê�Î'Õ
[0, π] ì $�Ù7Ó�Õ�ÖGÕ�Û�Û�à,Ü�ß�Ö2Þ�ÍGÕ å � ñ�ñ�� è i ëGÕ�Û�ß�Í2Ü�Û�ß�Ð ì å � ñ�ñ��×GÜ�Î'Õ�ê�Õ�Í2Ü ì ë	ß�ÜÔÓ2õ $�Õ�ÑíÐ2Û�ë2Þ�ê�Õ�õa÷hÕ�ÑíÍGÕ Î�Ü�Í	ÏGÕ�éðÜ�ß�Ö2Þ�ê�Î'Õ [0, π]

ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ Ð	ê Î'Ó�Õ�Û�Û�Õ f Ð	Í	Ð(�
R Ð	Ý #!Ð	ÏGÕ�à,Ü�ó!Þ�ß $�Ù1ß�Ø4Ý	Ö	Ð	$�Ó2Ð	ó!Þ�ÍGÕ4Ü�Ý2Þ�ÖGÕ�ß�Ü�ÖGÕ�à¼Ð á�ñ�ã ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü4ÍGÕÔå�Û�Þ�à Ü�ß�Ö2Þ�ê�Î�Þ

[0, π]
è

_ ÙðÝ	Ö	Ð	å�Þ�×GÞ�à4ê�×GÞ�Û�ØV×GÜ�Î'Õ�ê�Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Û�ß�å�Ü % ß�Ü�î�ÜVÌ�ß�å�Þ�Ö#ó�×GÞ�Í	Ð	Ñ ì Ü�ß�Ó2Ð	ë	Í2Ü�Þ1Ü�ßVÝ	Ö2Þ�×	ÓGÜ�ó!Þ�Í	Í2Ü�î�ÜWåVÖGÕ�É$�Ü�ß�Þ � ñ�ñ�� ì Ý	Ö	Ðò×GÜ�Ý2Ü�Ó2Í	Ð	ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�à ß�Ö2Þ
$�Ü�å#Õ�Í	Ð	ÐôÜ $çÕ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2Ü�Ú Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�Í2Ü�Û�ß�Ð ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð
fÍGÕ

[0, π]
è ` Ð2à,Þ�Í	Í2Ü ì Û�Ý	ÖGÕ�å�Þ�×	Ó2Ð	å�Ü

)ÒysÃ�}*�,r+' Ã#qs~sÃÒAGC-,S 2����.0/1 	$	��1	��2
f(x)

��3�� - ��4Q��$ - $8��0#"|��"�/1
�$��V�! �� - 
��8����
 - "�2����� 2��� -65

���4ð<h�	$	��798V�	0�:!��1��V$��

[0, π]
�>0� 2����.

f(0) = f(π) = 0.
+�-�; ���J0 - ���8��� - 
���������.�$ - ����.�/1 	$	� 5

1	�	� {Ln(f, x)}∞n=1

*¨- 0#"|���|���8��$	/<�=/ - "8�| �� - �
(2)
* "���
�$ - ����"�$ - �>� - ���8���?2 �

f(x)
$��

[0, π]
6

f Ó2ÑW×GÜ�Î'Õ�ê�Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Û�ß�å#Õ % ß�Ü�î�ÜaÝ	Ö2Þ�×	ÓGÜ�ó!Þ�Í	Ð	ÑhÍGÕ�à Ý2Ü�ÍGÕ�×GÜ $�Ñ'ß�Û�Ñ�Í2Þ�Î�Ü�ß�Ü�Ö	Ù�Þ7å�Û�Ý2Ü�à,Ü�î�Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ù�ÞÌ�ß�å�Þ�Ö#ó�×GÞ�Í	Ð	Ñ¨è
@ Ã�mVmao�AGCA,S 2����. {ak}nk=1

7ô� - $ - � - $	$���2>0 - ���8��� - 
���������.�$ - ����.�$8� - ��"���1���������.�$	/<�
(
$8��0 -65

� - �h�8������.�$	/<�
)
���8����� 6|+�-�; ���

∣∣∣∣
n∑

k=0

(−1)kak

∣∣∣∣ 6 max{|a0|, |an|}.
á ( ã

C
O Ü�Õ�ÍGÕ�ÓGÜ�î�Ð	ÐÒÛ�Ö#Ñ�×�Õ�à¼Ð R Þ�Ú	$�Í	Ð	ÏGÕQß�Õ�Î	Ð2ÞVÛ�Ì'à,à¼Ù $�Ì�×GÞ�à ÍGÕ�ê�Ù1å#Õ�ß�Ø�Û�Ì'à,àNÕ�à¼Ð R Þ�Ú	$�Í	Ð	ÏGÕ'è

O Ü�Û�Î�Ü�Ó2Ø�Î	Ì
∣∣∣∣
n∑

k=0

(−1)k(−ak)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−
n∑

k=0

(−1)kak

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
n∑

k=0

(−1)kak

∣∣∣∣,



	V$8����"�0 - ��2 1	��2=/1 	$	��1	�	�4�� 2�,�����¼�æ;s�8�������2��"�� � !

ß�Ünà,Ü�óhÍ2ÜÒÛ�ë	Ð	ß�Õ�ß�Ø ì ë	ß�Ü ak > 0 ì k = 0, 1, . . . , n
è O Ö2Þ�×2Ý2Ü�ÓGÜ�óhÐ2àòß�Õ�Î	ó!Þ ì ë	ß�Ü Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�ÉÍ2Ü�Û�ß�Ø {ak}nk=0

Í2Þ�å�Ü�ê�ÖGÕ�Û�ß�Õ�õa÷hÕ�Ñ¨è L Û�Ó2Ð
n = 2m ì ß�Ü

0 6 (a0 − a1) + (a2 − a3) + · · ·+ (a2m−2 − a2m−1) + a2m =

2m∑

k=0

(−1)kak

= a0 − (a1 − a2)− (a3 − a4)− · · · − (a2m−1 − a2m) 6 a0.

L Û�Ó2ÐÔó!Þ
n = 2m− 1 ì ß�Ü

0 6 (a0 − a1) + (a2 − a3) + · · ·+ (a2m−2 − a2m−1) =

2m−1∑

k=0

(−1)kak

= a0 − (a1 − a2)− (a3 − a4)− · · · − (a2m−3 − a2m−2)− a2m−1 6 a0.

i Û�Ó2Ì�ëGÕ�Þ�Í2Þ�Ì�$�Ù1å#Õ�õa÷�Þ�ÚøÝ2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�Û�ß�Ð Í2Þ�Ü�ß�Ö	Ð	ÏGÕ�ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ù7éòë	Ð2Û�Þ�Ó Õ�ÍGÕ�ÓGÜ�î�Ð	ë	Í	Ù�Þ�å�Ù7É
Î'Ó�Õ�×2Î	ÐÔÝ	Ö	Ð	å�Ü�×2Ñ'ß´ÎÔÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ì ∣∣∑n

k=0(−1)kak
∣∣ 6 an

è
B

@ Ã�mVmao � C ,�"��
n > 1

*
0 6 m 6 n

�
x ∈ (−∞,+∞)


'��"�$ - $8��"���
'��$8����
 -

∣∣∣∣
m∑

k=0

sincn

(
x− kπ

n

) ∣∣∣∣ < 2.
á � ã

C
L Û�Ó2Ð

x
Û�Ü�å�ÝGÕ�×�Õ�Þ�ß ÛnÜ�×2Í	Ð2àbÐ	ênÌ�ê�ÓGÜ�å

xk = kπ
n ì k = 0, 1, . . . ,m ì ß�Ü ÓGÞ�å#Õ�ÑðëGÕ�Û�ß�Ø á � ã

ÖGÕ�å�ÍGÕ â ÐnÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü>å�Þ�Ö	Í2Ü	è O Ì�Û�ß�Ø sπ
n < x < (s+1)π

n

×	Ó2ÑnÍ2Þ�Î�Ü�ß�Ü�Ö2Ü�î�ÜhÏ2Þ�ÓGÜ�î�Ü
s ì 0 < s < m

è
O Ö2Þ�Ü $�ÖGÕ�ê�Ì�Þ�àçÜ�Ï2Þ�Í	Ð	å#Õ�Þ�à¼Ì�õdÛ�Ì'à,à¼Ì ÎÒå�Ð'×2Ì

m∑

k=0

sincn

(
x− kπ

n

)
=

m∑

k=0

sin(nx− kπ)

nx− kπ
= sinnx

m∑

k=0

(−1)k

nx− kπ

ÐÒÖGÕ�ê�Ü $�Ø�Þ�àçÞ�ÞVÍGÕ!×2å�ÞJëGÕ�Û�ß�Ð

S1 = sinnx

s∑

k=0

(−1)k

nx− kπ
, S2 = sinnx

m∑

k=s+1

(−1)k

nx− kπ
.

] Ü�î�Ó�Õ�Û�Í2Ü å�Ù $�Ü�Ö	Ì
s ì {nx − kπ}sk=0

Ð {nx − kπ}mk=s+1

� Ì�$�Ù1å#Õ�õa÷!Ð2Þ>Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�Û�ß�Ð
Û�Ü�Ü�ß�å�Þ�ß�Û�ß�å�Þ�Í	Í2ÜnÝ2Ü�ÓGÜ�óhÐ	ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ù7é�Ð4Ü�ß�Ö	Ð	ÏGÕ�ß�Þ�Ó2Ø�Í	Ù7é4ë	Ð2Û�Þ�Ó|è ] ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì Ü $�ÞQÝ2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�Éß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�Û�ß�Ð {(nx − kπ)−1}sk=0

Ð {(nx − kπ)−1}mk=s+1

Ñ'å�Ó2Ñ'õaß�Û�Ñ å�Ü�ê�ÖGÕ�Û�ß�Õ�õa÷!Ð2à¼Ð4Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�É
ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�Û�ß�Ñ	à¼Ðnë	Ð2Û�Þ�ÓÒÜ�×2Í2Ü�î�ÜQê�ÍGÕ�Î'Õ'è K Õ�Î	Ð2àðÜ $�ÖGÕ�ê�Ü�à ì Ü $�ÞSÛ�Ì'à,à¼Ù¦Ñ'å�Ó2Ñ'õaß�Û�Ñ´Û�Ì'à,àNÕ�à¼Ð R Þ�Ú	$�Í	Ð'ÉÏGÕ ì ÐÒÐ	êJÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ á ( ã ÓGÞ�à,à¼Ù â Ý2Ü�Ó2Ì�ëGÕ�Þ�àæÜ�Ï2Þ�Í	Î	Ð

|S1| 6
|sinnx|
|nx− sπ| =

∣∣∣∣
sin(nx− sπ)

nx− sπ

∣∣∣∣ = |sinc(nx− sπ)| < 1,

|S2| 6
|sinnx|

|nx− (s+ 1)π| =
∣∣∣∣
sin(nx− (s+ 1)π)

nx− (s+ 1)π

∣∣∣∣ = |sinc(nx− (s+ 1)π)| < 1.

á � ã

] Î'Ó�Õ�×2Ù1å#Õ�Ñ!Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×2Í	Ð2Þ�Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ ì Ý2Ü�Ó2Ì�ëGÕ�Þ�à�Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü á � ã è L Û�Ó2Ð!ó!Þ
x < 0

Ð'Ó2Ð
x > mπ

n ìß�ÜVå�Û�Ñ>Û�Ì'à,àNÕ ∑m
k=0 sincn(x− kπ

n )
Ñ'å�Ó2Ñ	Þ�ß�Û�Ñ>Û�Ì'à,à,Ü�Ú R Þ�Ú	$�Í	Ð	ÏGÕJÐhÝ2ÜaÓGÞ�à,à,Þ â Í2Þ7Ý	Ö2Þ�å�Ü�ÛÀé#Ü�×2Ð	ß

max{|sincnx| , |sinc(nx− sπ)|} 6 1 ì ß�Õ�ÎÔë	ß�ÜhÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü á � ã å�Þ�Ö	Í2ÜhÐÔå % ß�Ü�àæÛ�Ó2Ì�ëGÕ�Þ�è B
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���������	��
�����
�� P Ï2Þ�Í	Î	Ì á � ã à,Ü�óhÍ2Ü Ì�ß�Ü�ë	Í	Ð	ß�Ø2è O Ö	Ð
0 < s < m

Ð sπ
n < x < (s+1)π

n ìÛ�Ü�î�Ó�Õ�Û�Í2Ü>Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ�à á � ã ì

|S1|+ |S2| 6 | sinnx|
(

1

|nx− sπ| +
1

|nx− (s+ 1)π|

)

= |sinnx|
(

1

nx− sπ
− 1

nx− (s+ 1)π

)

= sin(nx− sπ)

(
1

nx− sπ
+

1

π − (nx− sπ)

)

= sin t

(
1

t
+

1

π − t

)
=

π sin t

t(π − t)

�����
= ϕ(t),

î�×GÞ
t = nx− sπ ì 0 < t < π

è K Õ�ÎÔÎ'Õ�Î
ϕ(t) = sinc t+ sinc(π− t) ì ß�Ü % ß�ÕhÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	ÑnÜ�Ý	Ö2Þ�×GÞ�ÓGÞ�ÍGÕÍGÕ

(−∞,+∞)
è i ëGÕ�Û�ß�Í2Ü�Û�ß�Ð ì ϕ(0) = ϕ(π) = 1

è O Ö2Ü�Ð	ê�å�Ü�×2ÍGÕ�Ñ
ϕ(t)

Ð2à,Þ�Þ�ß´å�Ð'×

ϕ′(t) =
πp(t)

t2(π − t)2
,

î�×GÞ
p(t) = (πt− t2) cos t− (π − 2t) sin t

è R Þ�î�Î�Ü´å�Ð'×GÞ�ß�Ø ì ë	ß�Ü p(0) = p(π2 ) = p(π) = 0
è f Õ�ÓGÞ�Þ ì

p′(t) = (t2−πt+2) sin t = 0
Ý	Ö	Ð

t = 0 ì t = π ì t1 = π
2 −

√
π2

4 − 2
Ð
t2 =

π
2 +

√
π2

4 − 2 ì Ý	Ö	Ð	ë2Þ�à
0 < t1 <

π
2 < t2 < π

è
P ë2Þ�å�Ð'×2Í2Ü ì ë	ß�Ü p′(t) > 0

Ý	Ö	Ð
0 < t < t1

Ð
p′(t) < 0

Ý	Ö	Ð
t1 < t < π

2

è�ù�ß�Ü�å�à,Þ�Û�ß�Þ
ÛhÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ�à¼Ð

p(0) = p(π2 ) = 0
å�ÓGÞ�ë2Þ�ß ì ë	ß�Ü p(t) > 0

ÍGÕ
(0, π2 )

è ] ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì ϕ′(t) > 0ÍGÕ
(0, π2 ) ì

ß�è�Þ�è
ϕ(t)

å�Ü�ê�ÖGÕ�Û�ß�Õ�Þ�ßVÍGÕ
(0, π2 )

è P ß�Û�õ7×�Õ�ÐQÐ	ê7Û�Ü�Ü�ß�Í2Ü&#�Þ�Í	Ð	Ñ
ϕ(t) = ϕ(π−t) å�Ù1ß�Þ�Î'Õ�Þ�ß ìë	ß�Ü

ϕ(t)
Ì�$�Ù1å#Õ�Þ�ßhÍGÕ

(π2 , π)
è K Õ�Î	Ð2àæÜ $�ÖGÕ�ê�Ü�à ì å�ß�Ü�ë	Î�Þ t = π

2

ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ
ϕ(t)

×GÜ�Û�ß�Ð	î�Õ�Þ�ß Û�å�Ü�Þ�î�Ü
ÍGÕ�Ð	$�Ü�Ó2Ø #�Þ�î�Ü>ê�ÍGÕ�ë2Þ�Í	Ð	Ñ

ϕ(π2 ) =
4
π

Ð

∣∣∣∣
m∑

k=0

sincn

(
x− kπ

n

) ∣∣∣∣ 6
4

π
.

á���ã

O Ü�Û�ÓGÞ�×2Í	Ñ'Ñ Ü�Ï2Þ�Í	Î'ÕhÍ2ÞVÌ�Ó2Ì�ë #hÕ�Þ�àNÕ'èGï�ÍGÕ�ÎÔÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ�×GÜ�Û�ß�Ð	î�Õ�Þ�ß�Û�Ñ Ý	Ö	Ð
n = m = 1

Ð
x = π

2

è
���������	��
�������� I Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ á � ã Ð á���ã Ü�Û�ß�Õ�õaß�Û�ÑÔå�Þ�Ö	Í	Ù�à¼ÐÔÐÒ×	Ó2ÑÒÛ�Ì'à,à

m∑

k=m1

sincn

(
x− kπ

n

)
,

ß�Õ�ÎÔÎ'Õ�Î
m∑

k=m1

sincn

(
x− kπ

n

)
=

m−m1∑

k=0

sincn

(
y − kπ

n

)
,

î�×GÞ
y = x− m1π

n ì 0 6 m1 6 m 6 n ì n > 1
è

@ Ã�mVmao E¨C*,S 2����.
δ > 0

�
ψmnδ(x) =

∑m
k=0

′

sincn
(
x− kπ

n

) *�; �|���´��"�� �´ n
�$����	�´�� 2�,�¼� 5
" - 
���$	��2 - 
�$����#�����Ò�� 2�,�¼�#" - 
���$	�8�W0 - 
�$�������$	��2	�

k
*
0 6 k 6 m

* ����2�� - � - "�/<� ∣∣x− kπ
n

∣∣ > δ
6

+�-�; ���

|ψmnδ(x)| 6
2

nδ

á ��ã

0#"��
0 6 m 6 n, n > 1

�
x ∈ (−∞,+∞)

6
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C
P $�Ü�ê�ÍGÕ�ë	Ð2àôë2Þ�Ö2Þ�ê

s1
ÍGÕ�Ð	$�Ü�Ó2Ø #�Þ�Þ>Ï2Þ�ÓGÜ�Þhê�ÍGÕ�ë2Þ�Í	Ð2Þ

k ì ×	Ó2Ñ�Î�Ü�ß�Ü�Ö2Ü�î�Ü k 6
n(x−δ)
π ì Õnë2Þ�ÉÖ2Þ�ê

s2
� ÍGÕ�Ð2à,Þ�Í	Ø #�Þ�ÞJÏ2Þ�ÓGÜ�ÞJê�ÍGÕ�ë2Þ�Í	Ð2Þ

k ì ×	Ó2ÑnÎ�Ü�ß�Ü�Ö2Ü�î�Ü k >
n(x+δ)
π

è O Ö2Þ�×2Ý2Ü�ÓGÜ�óhÐ2àçÛ�ÍGÕ�ëGÕ�Ó�Õ ìë	ß�Ü
0 6 s1 < s2 6 m.

K Ü�î�×�Õ
ψmnδ(x) = σ1 + σ2 ì î�×GÞ

σ1 = sinnx

s1∑

k=0

(−1)k

n
(
x− kπ

n

) , σ2 = sinnx
m∑

k=s2

(−1)k

n
(
x− kπ

n

) .

[ Õ�ÎQÐWÝ	Ö	ÐW×GÜ�Î'Õ�ê�Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Û�ß�å�Þ�ÓGÞ�à,à¼Ù ñ Ì�$�Þ�ó�×�Õ�Þ�à,Û�Ñ ì ë	ß�ÜSÜ $�ÞNÛ�Ì'à,à¼Ù σ1 Ð σ2 Ñ'å�Ó2Ñ'õaß�Û�ÑQÛ�Ì'à,àNÕ�à¼ÐR Þ�Ú	$�Í	Ð	ÏGÕhÐÔÛ�Ü�î�Ó�Õ�Û�Í2Ü´Ü�Ï2Þ�Í	Î�Þ á ( ã ÓGÞ�à,à¼Ù â Ì�×GÜ�å�ÓGÞ�ß�å�Ü�Ö#Ñ'õaß´Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ�à

|σ1| 6 |sinnx| · 1

n
∣∣x− s1π

n

∣∣ 6
1

nδ
, |σ2| 6 |sinnx| · 1

n
∣∣x− s2π

n

∣∣ 6
1

nδ
,

Ü�ß�Î	Ì�×�ÕnÐ Û�ÓGÞ�×2Ì�Þ�ß á ��ã è L Û�Ó2Ð ó!Þ
s1 < 0

Ð'Ó2Ð
s2 > m ì ß�ÜÒå�Û�Ñ Û�Ì'à,àNÕ ψmnδ(x)

$�Ì�×GÞ�ßÔÛ�Ì'à,à,Ü�Ú
R Þ�Ú	$�Í	Ð	ÏGÕhÐ ì Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì Ü�Ï2Þ�Í	Ð	å#Õ�Þ�ß�Û�Ñ Î'Õ�Î Ü�×2ÍGÕ�Ð	êQÛ�Ì'à,à σ1 Ð'Ó2Ð σ2 g |ψmnδ(x)| 6 1

nδ

è
B

C ����� ��� ��� �	��

����� ����� �	��� ��� ��
���� 
�è O Ü�Û�Î�Ü�Ó2Ø�Î	Ì
f(x)

Õ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2Ü�Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�ÍGÕ ÍGÕ
Ý	Ö2Ü�à,Þ�óhÌ�ß�Î�Þ

[0, π] ì ß�Ü�×	Ó2Ñ ×�Õ�Í	Í2Ü�î�Ü ε > 0
ÍGÕ�Ú'×GÞ�ß�Û�Ñäß�Õ�Î�Ü�Þ

δ > 0 ì ë	ß�Ü ×	Ó2ÑíÓ2õ $�Ü�ÚäÎ�Ü�Í2Þ�ë'ÉÍ2Ü�ÚçÛ�Ð2Û�ß�Þ�à¼Ù Ý2Ü�ÝGÕ�Ö	Í2Ü Í2Þ�Ý2Þ�Ö2Þ�Û�Þ�Î'Õ�õa÷!Ð'é#Û�Ñ¦Ð	Í	ß�Þ�Ö	å#Õ�ÓGÜ�å
(aj , bj) ⊂ [0, π] ì j = 0, 1, . . . , l ì Ð	êÌ�Û�ÓGÜ�å�Ð	Ñ ∑l

j=1(bj − aj) < 2δ
$�Ì�×GÞ�ß Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Ø ì ë	ß�Ü ∑l

j=1 |f(bj)− f(aj)| < ε
è [ Ö2Ü�à,Þ>ß�Ü�î�Ü ìÕ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2ÜaÍ2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�ÍGÕ�ÑhÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	ÑQÐ2à,Þ�Þ�ßJÜ�î�ÖGÕ�Í	Ð	ë2Þ�Í	Í	Ì�õ¦å#Õ�Ö	ÐGÕ�Ï	Ð	õ�è P $�Ü�ê�ÍGÕ�ë	Ð2à4Ý2Ü�Ó2Í	Ì�õçå#Õ�É

Ö	ÐGÕ�Ï	Ð	õ
f(x)

ÍGÕ
[0, π]

ë2Þ�Ö2Þ�ê
V
á
V =

π
V
0
(f)
ã è O Ì�Û�ß�Ø

0 6 x < 2δ
è i Ù $�Þ�Ö2Þ�àøÏ2Þ�ÓGÜ�Þ

m = m(δ)

ß�Õ�Î ì ë	ß�Ü $�Ù $�Ù7ÓGÜ mπ
n < 2δ 6

(m+1)π
n

ÐÔÝ	Ö2Þ�×GÛ�ß�Õ�å�Ð2àøÜ�Ý2Þ�ÖGÕ�ß�Ü�Ö
Ln(f, x) ì Ü�Ý	Ö2Þ�×GÞ�ÓGÞ�Í	Í	Ù1Ú�ÊWÜ�Ö'Éà¼Ì�ÓGÜ�Ú á�ñ�ã ì å>å�Ð'×GÞWÛ�Ì'à,à¼Ù

Ln(f, x) = Ln,1(x) + Ln,2(x),î�×GÞ

Ln,1(x) =

m∑

k=0

f(xk) sincn(x− xk), Ln,2(x) =

n∑

k=m+1

f(xk) sincn(x− xk),

xk =
kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n.

O Ö	Ð2à,Þ�Í	Ð	å´Ý	Ö2Þ�Ü $�ÖGÕ�ê�Ü�å#Õ�Í	Ð2Þ ` $�Þ�Ó2ÑnÎ Û�Ì'à,à,Þ
Ln,1(x) ì Ý2Ü�Ó2Ì�ë	Ð2à

Ln,1(x) =

m−1∑

k=0

(f(xk)− f(xk+1)

k∑

j=0

sincn(x− xj) + f(xm)

m∑

j=0

sincn(x− xj).

] Ü�î�Ó�Õ�Û�Í2Ü>Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ì á � ã Ð	êVÓGÞ�à,à¼Ù ñ Ý2Ü�Ó2Ì�ë	Ð2à

|Ln,1(x)| 6
m−1∑

k=0

|f(xk)− f(xk+1)|
∣∣∣∣

k∑

j=0

sincn(x− xj)

∣∣∣∣

+ |f(xm)|
∣∣∣∣
m∑

j=0

sincn(x− xj)

∣∣∣∣ 6 2

m−1∑

k=0

|f(xk)− f(xk+1)|+ 2 |f(xm)|

= 2

(m−1∑

k=0

|f(xk)− f(xk+1)|+ |f(xm)− f(x0)|
)
.

K Õ�ÎÔÎ'Õ�Î
m−1∑

k=0

(xk+1 − xk) =
mπ

n
< 2δ

Ð
0 < xm − x0 =

mπ

n
< 2δ,
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ß�ÜðÐ	ê4Ì�Û�ÓGÜ�å�Ð	Ñøå�Ù $�Ü�ÖGÕ

δ
×	Ó2Ñ Õ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2ÜðÍ2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�Í2Ü�ÚôÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð

f(x)
Û�ÓGÞ�×2Ì�Þ�ß ì ë	ß�ÜðÝ	Ö	Ð

0 6 x < 2δ
|Ln,1(x)| < 2(ε+ ε) = 4ε.

á ��ã
K Þ�Ý2Þ�Ö	Ø´Ý	Ö	Ð2à,Þ�Í	Ð2àæÝ	Ö2Þ�Ü $�ÖGÕ�ê�Ü�å#Õ�Í	Ð2Þ ` $�Þ�Ó2ÑnÎ�Ühå�ß�Ü�Ö2Ü�Ú�Û�Ì'à,à,Þ

Ln,2(x)
g

Ln,2(x) =
n−1∑

k=m+1

(f(xk)− f(xk+1))
k∑

j=m+1

sincn(x− xj) + f(xn)
n∑

j=m+1

sincn(x− xj).

Z ë	Ð	ß�Ù1å#Õ�Ñ ì ë	ß�Ü f(xn) = f(π) = 0 ì Û�Ü�î�Ó�Õ�Û�Í2Ü´ê�Õ�à,Þ�ëGÕ�Í	Ð	õ ñ ÎÒÓGÞ�à,à,Þ ñ Ý2Ü�Ó2Ì�ë	Ð2à

|Ln,2(x)| 6
n−1∑

k=m+1

|f(xk)− f(xk+1)|
∣∣∣∣

k∑

j=m+1

sincn(x− xj)

∣∣∣∣

6
2

nδ

n−1∑

k=m+1

|f(xk)− f(xk+1)| 6
2V

nδ
< ε

Ý	Ö	Ð
n > n0 =

[
2V
εδ

] è H êWÝ2Ü�Û�ÓGÞ�×2Í2Þ�î�Ü>Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#ÕhÐÒÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ á ��ã å�Ù1ß�Þ�Î'Õ�Þ�ß ì ë	ß�Ü

|Ln(f, x)| 6 |Ln,1(x)|+ |Ln,2(x)| < 4ε+
2V

nδ
< 4ε+ ε = 5ε

Ð ì Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì Ý	Ö	Ð n > n0
Ð
0 6 x < 2δ

|Ln(f, x)− f(x)| 6 |Ln(f, x)|+ |f(x)− f(0)| < 5ε+ ε = 6ε.
á�â�
�ã

M Õ�Û�Û�Ì�ó�×GÞ�Í	Ð	Ñ ì Õ�ÍGÕ�ÓGÜ�î�Ð	ë	Í	Ù�ÞWÝ	Ö	Ð	å�Þ�×GÞ�Í	Í	Ù�àæå�Ù #�Þ ì Ý2Ü�Î'Õ�ê�Ù1å#Õ�õaß ì ë	ß�ÜhÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü á�â�
�ã Ü�Û�ß�Õ�ÉÞ�ß�Û�Ñ å�Þ�Ö	Í	Ù�à¦Ð Ý	Ö	Ð
n > n0

Ð
π − 2δ < x 6 π

è ] ×2Ö	Ì�î�Ü�Ú4Û�ß�Ü�Ö2Ü�Í	Ù ì Û�Ü�î�Ó�Õ�Û�Í2ÜnÝ	Ö	Ð	å�Þ�×GÞ�Í	Í2Ü�à¼Ìå�ÜWå�å�Þ�×GÞ�Í	Ð	ÐnÛ�ÓGÞ�×GÛ�ß�å�Ð	õ ß�Þ�Ü�Ö2Þ�à¼Ù � Ð	ê � ñ�
�� ì ×	Ó2Ñh×�Õ�Í	Í2Ü�î�Ü ε > 0
ÍGÕ�Ú'×GÞ�ß�Û�Ñ Í2Ü�à,Þ�Ö

n1 = n1(ε, δ)ß�Õ�Î�Ü�Ú ì ë	ß�Ü4Ý	Ö	Ð n > n1
Ð
δ 6 x 6 π − δ

$�Ì�×GÞ�ß |Ln(f, x)− f(x)| < ε
è P ß�Û�õ7×�Õ4ÐðÐ	ê á�â�
�ã

Û�ÓGÞ�×2Ì�Þ�ß ì ë	ß�Ü´Ý	Ö	Ð n > max{n1, n0}
Ð
0 6 x 6 π

å�Þ�Ö	Í2Ü Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü |Ln(f, x)− f(x)| < 6ε,ë	ß�ÜJÜ�ê�ÍGÕ�ëGÕ�Þ�ßQÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í	Ì�õòÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�ØQÝ2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�Û�ß�ÐnÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ú {Ln(f, x)} Î f(x) ÍGÕå�Û�Þ�àäÝ	Ö2Ü�à,Þ�óhÌ�ß�Î�Þ
[0, π]

è
B� �,Ã�} ���'tG~sÃðAGC��7���	�(/1 	$	��1	��2

f(x) ∈ Lip1[0, π]
�
f(0) = f(π) = 0

* � - 0 - ���8��� - 
���������. 5
$ - ����.�/1 	$	��1	�	� {Ln(f, x)}

"���
�$ - ����"�$ - �>� - ���8���?2 �
f(x)

$��
[0, π]

6
C
I ÕÔÛ�Õ�à,Ü�à ×GÞ�ÓGÞ ì Ð	ê f(x) ∈ � Å�� 1[0, π]

Û�ÓGÞ�×2Ì�Þ�ß ì ë	ß�Ü ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ f(x) Õ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2Ü Í2Þ�Ý	Ö2Þ�ÉÖ	Ù1å�ÍGÕ�ÍGÕ
[0, π]

ÐÒÌ�×GÜ�å�ÓGÞ�ß�å�Ü�Ö#Ñ	Þ�ß´ß�Õ�àæÌ�Û�ÓGÜ�å�Ð	õ f Ð	Í	Ð�� R Ð	Ý	÷!Ð	ÏGÕ'è
B

���������	��
������ � H êVÕ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2Ü�Ú Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�Í2Ü�Û�ß�ÐnÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð
f(x)

Í2Þ�Û�ÓGÞ�×2Ì�Þ�ß ì ë	ß�ÜQÜ�ÍGÕVÌ�×GÜ�Éå�ÓGÞ�ß�å�Ü�Ö#Ñ	Þ�ß Ì�Û�ÓGÜ�å�Ð	õ f Ð	Í	Ð�� R Ð	Ý	÷!Ð	ÏGÕ'è I Õ�Ý	Ö	Ð2à,Þ�Ö ì ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ

f(x) =





1
ln( 2π

x )
, x 6= 0,

0, x = 0

Ñ'å�Ó2Ñ	Þ�ß�Û�Ñ¦Õ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2Ü Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�Í2Ü�Ú¦ÍGÕ
[0, π] ì Ý2Ü�Û�Î�Ü�Ó2Ø�Î	ÌçÞ�ÞÒÝ	Ö2Ü�Ð	ê�å�Ü�×2ÍGÕ�Ñ f ′(x) = 1

x ln2( 2π
x
)Û�Ì�÷�Þ�Û�ß�å�Ì�Þ�ßÒÝ	Ö	Ð

0 < x 6 π ì Ñ'å�Ó2Ñ	Þ�ß�Û�Ñ�Û�Ì'à,à¼Ð	Ö	Ì�Þ�à,Ü�Ú�ÍGÕ [0, π]
Ð
f(x) =

∫ x
0

1
t ln2( 2π

t )
dt
è i ß�Ü

ó!ÞJå�Ö2Þ�à¼ÑÔà,Ü�×2Ì�Ó2Ø´Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�Í2Ü�Û�ß�Ð % ß�Ü�Ú ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð ω(f, t) = 1
ln( 2π

t
)
ì Õ

lim
t→o+

ω(f, t) ln t = lim
t→o+

ln t

ln(2π)− ln t
= −1 6= 0,

ß�è2Þ�è
f(x)

Í2ÞVÌ�×GÜ�å�ÓGÞ�ß�å�Ü�Ö#Ñ	Þ�ß Ì�Û�ÓGÜ�å�Ð	õ á ! ã f Ð	Í	Ð � R Ð	Ý	÷!Ð	ÏGÕ'è
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E¨C�� r�}N~��Ô~��s~sysrGtGo	qsq��hÃÒrGzsÃ#yso��'rGy��

i Û�Ó2Ì�ëGÕ�Þ ì Þ�Û�Ó2Ð f(0) 6= 0
Ð'Ó2Ð

f(π) 6= 0 ì ê�ÍGÕ�ë2Þ�Í	Ð	Ñ Ü�Ý2Þ�ÖGÕ�ß�Ü�Ö2Ü�å á�ñ�ã ì Î'Õ�Î $�Ù7ÓGÜÔÜ�ß�à,Þ�ë2Þ�Í2Üå�Ù #�Þ ì Í2ÞNÛÀé#Ü�×2Ñ'ß�Û�ÑQÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2ÜSÎ f(x) ÍGÕ7å�Û�Þ�à Ü�ß�Ö2Þ�ê�Î�Þ [0, π] è f Ó2ÑWÜ $�Þ�Û�Ý2Þ�ë2Þ�Í	Ð	ÑQÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü�ÚÛÀé#Ü�×2Ð2à,Ü�Û�ß�Ð�Ý	Ö	Ð'é#Ü�×2Ð	ß�Û�Ñ Í2Þ�Û�Î�Ü�Ó2Ø�Î�Ü´å�Ð'×GÜ�Ð	ê�à,Þ�Í	Ð	ß�Ø Ü�Ý2Þ�ÖGÕ�ß�Ü�Ö	Ù Z Ð	ß�ß�Þ�Î�Þ�ÖGÕ'è
��Ã#rGysÃ�maocAGC ,S 2����.(/1 	$	��1	��2

f(x)
��3�� - ��4Q��$ - $8��0#"|��"�/1
�$�� �  �� - 
��8����
 - "�2����n 2��� - 
���4

<h�	$	� 7 8V�	0�:!��1��!$��
[0, π]

6|+�-�; ���h0 - ���8��� - 
���������.�$ - ����. /1 	$	��1	�	�

L̂n(f, x) = Ln(F, x) + L1(f, x),
á�â�â�ã

; �|�
L1(f, x) = f(0) sincx + f(π) sinc(x − π)

*
F (x) = f(x) − L1(f, x)

* �
Ln(·, x)


�������$ / - " 5
�| �� - �

(2)
* "���
�$ - ����"�$ - �>� - ���8���?2 �

f(x)
$��

[0, π]
6

C
I Õ�Û�Õ�à,Ü�àä×GÞ�ÓGÞ ì F (0) = f(0)− L1(f, 0) = f(0)− f(0) = 0 ì

F (π) = f(π)− L1(f, π) = f(π)− f(π) = 0.

K Õ�ÎðÎ'Õ�ÎäÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ
f(x)

Õ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2Ü4Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�ÍGÕ�ÐíÌ�×GÜ�å�ÓGÞ�ß�å�Ü�Ö#Ñ	Þ�ß Ì�Û�ÓGÜ�å�Ð	õ f Ð	Í	Ð(� R Ð	Ý'É
÷!Ð	ÏGÕ>ÍGÕ

[0, π] ì ß�Ü F (x) ß�Õ�Î	ó!Þ>Õ&$�Û�Ü�Ó2õaß�Í2Ü Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�ÍGÕ Ð�Ì�×GÜ�å�ÓGÞ�ß�å�Ü�Ö#Ñ	Þ�ßÔÌ�Û�ÓGÜ�å�Ð	õ f Ð	Í	Ð �
R Ð	Ý	÷!Ð	ÏGÕWÍGÕ

[0, π]
è K Ü�î�×�ÕQÝ2ÜQÝ	Ö2Þ�×	ÓGÜ�ó!Þ�Í	Ð	õ Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�Û�ß�Ø {Ln(F, x)}

ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü!ÍGÕ
[0, π]

ÛÀé#Ü�×2Ð	ß�Û�ÑæÎ
F (x) = f(x) − L1(f, x)

è ] ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì L̂n(f, x) = Ln(F, x) + L1(f, x)ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2Ü>ÍGÕ
[0, π]

ÛÀé#Ü�×2Ð	ß�Û�Ñ Î
F (x) + L1(f, x) = f(x)− L1(f, x) + L1(f, x) = f(x). B

���������	��
������	� P Ý2Þ�ÖGÕ�ß�Ü�Ö á�â�â�ã åhÑ'å�Í2Ü�àäå�Ð'×GÞJå�Ù1î�Ó2Ñ�×2Ð	ß´ß�Õ�Î

L̂n(f, x) =
n∑

k=0

Ak(f) sincn

(
x− kπ

n

)
,

î�×GÞ
A0(f) = f(0), An(f) = f(π),

Ak(f) = f

(
kπ

n

)
− f(0) sinc

(
kπ

n

)
− f(π) sinc

(
π − kπ

n

)
, k = 1, 2, . . . , n− 1.

O Ì�Û�ß�Øíß�Þ�Ý2Þ�Ö	Ø
f(x)

Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�ÍGÕ ÍGÕ
[0, π]

Ðæ×2Ð2ÊWÊWÞ�Ö2Þ�Í	Ï	Ð	Ö	Ì�Þ�àNÕ ÍGÕ Î�Ü�Í	ÏGÕ�é % ß�Ü�î�ÜíÝ	Ö2Ü�Éà,Þ�óhÌ�ß�Î'Õ ì ß�è1Þ�è1Û�Ì�÷�Þ�Û�ß�å�Ì�õaßäÜ�×2Í2Ü�Û�ß�Ü�Ö2Ü�Í	Í	Ð2Þ Ý	Ö2Ü�Ð	ê�å�Ü�×2Í	Ù�Þ f ′(0) Ð f ′(π)
è K Ü�î�×�ÕäÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ

G(x) = f(x)−L1(f,x)
sinx

Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�ÍGÕhÍGÕ
(0, π)

ÐÒÝ	Ö	Ð
x→ +0

G(x) =
f(x)− f(0) sinc x− f(π) sinc(x− π)

sinx
=
f(x)− f(0)(1 + o(x)) − f(π) sin xπ−x )

sinx

=
f(x)− f(0)

x− 0

x

sinx
− f(0)o(1)

x

sin x
− f(π)

π − x
→ f ′(0)− f(π)

π
.

` ÍGÕ�ÓGÜ�î�Ð	ë	Í2Ü>Ý	Ö	Ð
x→ π − 0

G(x) → −f ′(π)− f(0)

π
.

ï�ÍGÕ�ë	Ð	ß ì Ý2Ü�Û�ÓGÞV×GÜ�Ü�Ý	Ö2Þ�×GÞ�ÓGÞ�Í	Ð	Ñ G(0) = f ′(0) − f(π)
π

Ð
G(π) = −f ′(π)− f(0)

π

ÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ñ

G(x) =





f ′(0)− f(π)
π , x = 0,

f(x)−L1(f,x)
sinx , 0 < x < π,

−f ′(π)− f(0)
π , x = π

á�â�ñ�ã

Û�ß�Õ�Í2Ü�å�Ð	ß�Û�Ñ Í2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�Í2Ü�Ú ÍGÕ�å�Û�Þ�àæÜ�ß�Ö2Þ�ê�Î�Þ
[0, π]

è



� � ;¼�����'��$ - 
�� 6��h6 *�� ��"���0� ����	$ - 

	 6 	 6

��Ã#rGysÃ�mao � C ,S 2����.
f(x)

$8��0#"|��"�/1
�$���$��
[0, π]

� ��� / /W��"|��$�1	�#"2 2������$��Ô� - $�1�������� -�;�-
0#" - �����! 8���	� * ��/1 	$	��1	��2

G(x)
*¼- 0#"|���|���8��$	$���2 / - "8�| �� - �

(12)
* �2������� -�; "���$	������$	$� �4@
���"�� 5

��1	��4 $��
[0, π]

�ä �� - 
��8����
 - "�2����� 2��� - 
���4Y<h�	$	� 7 8V�	0�:!��1�� 6V+�-�; ����0 - ���8��� - 
���������.�$ - ����.
/1 	$	��1	�	�

L̃n(f, x) = sinxLn(G, x) + L1(f, x),
á�â ! ã

; �|�
Ln(·, x)

7 - 08��"���� - " * 
�������$	$	/1�=/ - "8�| �� - �
(2)
* "���
�$ - ����"�$ - �>� - ���8���?2 �

f(x)
$��

[0, π]
6

f Ü�Î'Õ�ó!Þ�à¦Û�ÍGÕ�ëGÕ�Ó�Õ>Û�ÓGÞ�×2Ì�õa÷!Ì�õôÓGÞ�à,à¼Ì�è
@ Ã�mVmao���C��1 	$	��1	��2

sincx
* 
�������$	$���2 / - "8�| �� - �

(1)
* 0#"��

x 6= 0
 �� - 
��8����
 - "�2����Ò$8��"�� 5


'��$8����
����

0 < 1− sincx <
x2

6
.

á�â ( ã

C
H ê�Ý	Ö	Ð	å�Þ�×GÞ�Í	Í2Ü�î�Üæå�Üäå�å�Þ�×GÞ�Í	Ð	Ð Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å#Õ |sincx| < 1

Ý	Ö	Ð
x 6= 0

Û�ÓGÞ�×2Ì�Þ�ß ì ë	ß�Ü
0 < 1− sinc x < 2

è ] ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì Ý	ÖGÕ�å�Ü�ÞøÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü á�â ( ã ×GÜ�Û�ß�Õ�ß�Ü�ë	Í2Üb×GÜ�Î'Õ�ê�Õ�ß�ØdÝ	Ö	Ð

0 < x2

6 < 2
Ð'Ó2Ð

0 < x2 < 12
è H ê4ÖGÕ�ê�ÓGÜ�ó!Þ�Í	Ð	ÑôÊJÌ�Í	Î	Ï	Ð	Ð

sinx =
∑∞

k=0
(−1)kx2k+1

(2k+1)!

åäÖ#Ñ�×
K Þ�Ú'ÓGÜ�ÖGÕhÝ2Ü�Ó2Ì�ë	Ð2à

1− sinc x =
∞∑

k=1

(−1)k−1x2k

(2k + 1)!
.

_ Ü�×2Ì�Ó2Ø Ü $�÷�Þ�î�Ünë'ÓGÞ�ÍGÕnÖ#Ñ�×�Õ
ak(x) = x2k

(2k+1)! → 0
Ý	Ö	Ð

k → ∞ ×	Ó2Ñ�Ó2õ $�Ü�î�Ü
x
è [ Ö2Ü�à,Þhß�Ü�î�Ü ì

ak(x) > ak+1(x)
ÖGÕ�å�Í2Ü�Û�Ð'Ó2Ø�Í2Ü

0 < x2 < (2k + 2)(2k + 3)
è O ÖGÕ�å#Õ�Ñ4ëGÕ�Û�ß�ØÔÝ2Ü�Û�ÓGÞ�×2Í2Þ�î�ÜÒÍ2Þ�ÖGÕ�É

å�Þ�Í2Û�ß�å#ÕJ×GÜ�Û�ß�Ð	î�Õ�Þ�ß!ÍGÕ�Ð2à,Þ�Í	Ø #�Þ�î�Ü!ê�ÍGÕ�ë2Þ�Í	Ð	Ñ´Ý	Ö	Ð
k = 1

è ] ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü�Û�ß�Ø
{ak(x)}∞k=1

Ñ'å�Ó2Ñ	Þ�ß�Û�Ñ�Ì�$�Ù1å#Õ�õa÷�Þ�Ú4Ý	Ö	Ð
0 < x2 < 20

Ð ì å ëGÕ�Û�ß�Í2Ü�Û�ß�Ð ì Ý	Ö	Ð 0 < x2 < 12
è¨ï�ÍGÕ�É

ë	Ð	ß ì Ý2Ü�Û�ÓGÞ�×2Í	Ð	Ú>Ö#Ñ�×´Ñ'å�Ó2Ñ	Þ�ß�Û�ÑhÖ#Ñ�×GÜ�à R Þ�Ú	$�Í	Ð	ÏGÕJÐhÞ�î�ÜWÛ�Ì'à,àNÕVà,Þ�Í	Ø #�Þ1à,Ü�×2Ì�Ó2ÑhÝ2Þ�Ö	å�Ü�î�ÜVë'ÓGÞ�ÍGÕ ìß�è2Þ�è
1− sincx < x2

6

è
B

C ����� ��� ��� �	��

����� � � � ��� � ��� ��� P $�Ü�ê�ÍGÕ�ë	Ð2à

M := sup
06x6π

|G(x)|, V :=
π
V
0
(G).

O Ö	Ð2à,Þ�Í	Ð	å´Ý	Ö2Þ�Ü $�ÖGÕ�ê�Ü�å#Õ�Í	Ð2Þ ` $�Þ�Ó2ÑnÐÔÍ2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü á � ã ì Ð	êVÓGÞ�à,à¼Ù ñ Ý2Ü�Ó2Ì�ë	Ð2à

|Ln(G, x)| 6
n−1∑

k=0

|G(xk)−G(xk+1)|
∣∣∣∣

k∑

j=0

sincn(x− xj)

∣∣∣∣+ |G(xn)|
∣∣∣∣
n∑

j=0

sincn(x− xj)

∣∣∣∣

6 2

n−1∑

k=0

|G(xk)−G(xk+1)|+ 2 |G(xn)| 6 2(V +M),

á�â � ã

î�×GÞ
xk =

kπ
n ì k = 0, 1, . . . , n.

O Ü�Û�Î�Ü�Ó2Ø�Î	Ì
f(x)

ÖGÕ�å�Í2Ü�à,Þ�Ö	Í2ÜVÍ2Þ�Ý	Ö2Þ�Ö	Ù1å�ÍGÕaÍGÕ�Ý	Ö2Ü�à,Þ�óhÌ�ß�Î�Þ
[0, π] ìß�Ü ×	Ó2Ñ ×�Õ�Í	Í2Ü�î�Ü

ε > 0
ÍGÕ�Ú'×GÞ�ß�Û�Ñðß�Õ�Î�Ü�Þ

δ, 0 < δ < min{1, ε
V+2M } ì ë	ß�ÜÔ×	Ó2Ñ Ó2õ $�Ù7é x1, x2Ð	ê % ß�Ü�î�ÜíÝ	Ö2Ü�à,Þ�óhÌ�ß�Î'Õ |f(x2)− f(x1)| < ε

Ý	Ö	Ð |x2 − x1| < δ
è O Ì�Û�ß�Ø

0 6 x < δ
è K Ü�î�×�Õ

Ð	ê á�â�ñ�ã ) á�â � ã Û�ÓGÞ�×2Ì�Þ�ß
∣∣L̃n(f, x)− f(x)

∣∣ 6
∣∣L̃n(f, x)− f(0)

∣∣+ |f(x)− f(0)|

6 sin δ |Ln(G, x)| + |f(0)| (1− sinc)x+ |f(π)| sin δ

π − δ
+ ε

6 δ(V +M) +M
δ2

6
+M

δ

π − δ
+ ε 6 δ(V + 2M) + ε 6 ε+ ε = 2ε.
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O Ü�Û�ÓGÞ�×2Í	Ñ'Ñ�Ü�Ï2Þ�Í	Î'ÕnÛ�Ý	ÖGÕ�å�Þ�×	Ó2Ð	å#Õ Ð4Ý	Ö	Ð
π − δ < x 6 π

è ] ×2Ö	Ì�î�Ü�Ú�Û�ß�Ü�Ö2Ü�Í	Ù ì Û�Ü�î�Ó�Õ�Û�Í2ÜÒÛ�ÓGÞ�×	ÉÛ�ß�å�Ð	õcß�Þ�Ü�Ö2Þ�à¼Ù � Ð	ê � ñ�
�� ì ×	Ó2ÑÒ×�Õ�Í	Í2Ü�î�Ü ε > 0
ÍGÕ�Ú'×GÞ�ß�Û�Ñ Í2Ü�à,Þ�Ö

n0 = n0(ε, δ)
ß�Õ�Î�Ü�Ú ì ë	ß�Ü>Ý	Ö	Ð

n > n0
Ð
δ 6 x 6 π − δ

$�Ì�×GÞ�ß |Ln(G, x) −G(x)| < ε
Ð ì Û�ÓGÞ�×GÜ�å#Õ�ß�Þ�Ó2Ø�Í2Ü ì

∣∣L̃n(f, x)− f(x)
∣∣ = |sinxLn(G, x) + L1(f, x)− f(x)|

=

∣∣∣∣sinx
(
Ln(G, x) −

f(x)− L1(f, x)

sinx

)∣∣∣∣ = |sinx(Ln(G, x) −G(x))|

6 |Ln(G, x) −G(x)| < ε.
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I Õ�Î�Ü�Í2Þ�Ï ì Ð	ê á�â � ã ì á�â ��ã Ý2Ü�Ó2Ì�ëGÕ�Þ�à ì ë	ß�Ü>Ý	Ö	Ð 0 6 x 6 π
Ð
n > n0

å�Ù1Ý2Ü�Ó2Í2Þ�Í2Ü´Í2Þ�ÖGÕ�å�Þ�Í2Û�ß�å�Ü
|L̃n(f, x)− f(x)| < 2ε
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