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n E,ohE,prqWs	tCu�s#v7wyx{z#|
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�,�� �¡�¢/£¥¤�¦5§���¨ª©�«�©���¢�¤�¦�£­¬�¤/£ª��®°¯��ª§/¬/±	¦�£­¡�¨¥ /��²�¬/³!¤�«S³�§�´��µ¬�¶°´/«�¤�§/¬/·°«�©���´!§/ /³���¶°´/«�¤�¬�¢/£¥¤�¤/��¨ª©�¬��ª§/¤/��¸
¨ª©���´���¤�¤�¬�¯_¬�¤/©�£¥¶°´/«� �¹�¤�¦�¯Q��º/£ª´/«�©���´���²S¨­�ª§/¤/��´��ª§/¤�¦�±	¬�³�§�´/«�±	¬!²S¶°´/«�¤�§/¸Gº/´���¨ª©�´/«�¤/¨ª©�²�«�¯_»,£ª®�£¥¶ª«W¤�«

R+¬
R

n ¼ «2©�«�½�¾L£�º/�� �¡�¢/£¥¤�¦¿§/²�¡�¨ª©���´���¤�¤�¬/£L��À/£¥¤/½�¬S¶°´/«�¤�§/¸G¤/��´�±r©�«�½�¬�¯µ��º/£ª´/«�©���´���²�Á�Â,´���±3£�©���¶°� ¼ ²W¨¥ �¡�¢�«�£
´/«°§/¬�«� �¹�¤/��¶°�_³�§�´/«Wº/�� �¡�¢/£¥¤�¦5§/²�¡�¨ª©���´���¤�¤�¬/£2��À/£¥¤/½�¬!§/ /³!¤/��´�±�±	¤/��¶°��±3£ª´�¤�¦�¯���º/£ª´/«�©���´���²_²Q©�£ª´�±	¬�¤�«�¯
¨°Ã{£ª´�¬�¢/£ª¨ª½�¬�¯9¨ª´�£k§/¤�¬�¯�¬2º/��½�«�·°«�¤/� ¼ ¢/©��,Äª©���©,´�£ª·¥¡� �¹�©�«�©,¨¥¬� �¹�¤/£ª£ ¼ ¢/£ª±Q¤/£ª´/«�²�£¥¤/¨ª©�²�«{§/ /³�¤/��´�±!��º/£ª´/«�©���´���²
¨7¤/£ª´/«°§/¬�«� �¹�¤�¦�±Å³�§�´���±�Á

ÆUÇ	È­É'Ê�Ë/Ì9Ê�Í�Ç	Î/Ë/Ï#Ð��ª§/¤/��¨ª©���´���¤�¤�¬�Ñ,¬�¤/©�£¥¶°´/«� �¹�¤�¦�Ñ���º/£ª´/«�©���´ ¼ ��º/£ª´/«�©���´L¨��ª§/¤/��´��ª§/¤�¦�±	¬�³�§�´/«�±	¬ ¼ ¶°´/«�¤�§/¸
º/´���¨ª©�´/«�¤/¨ª©�²���»,£ª®�£¥¶ª« ¼ §/²�¡�¨ª©���´���¤�¤�¬/£{��À/£¥¤/½�¬ ¼ ¨°Ã{£ª´�¬�¢/£ª¨ª½�¬/£7¨ª´�£k§/¤�¬/£�Á

BIE7Ò�|Iz/vLz#Ó{x{z

e¿ÔZÕIÖ/×�×�ØLÖ�Ù�Õ	Ú	Û#Ö/Ü�ØÝØ7Þ3ß/à�ß�Ø,Ü�Õ	Þ	Ô­ÜQÚ	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á3â�Þ	Ô­ÜQß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ	Ô

K−f(x) :=
∫

|y|6|x|

K
−(x, y)f(y) dy, K+f(x) :=

∫

|y|>|x|

K
+(x, y)f(y) dy, x ∈ R

n, n > 2,

×Qä�å3ÕIÖ/Ø7Ú
K −(x, y)

Ú
K +(x, y)

ß�å3Þ3ß/Õ3ß�å3Þ	Ô­Ø7Úæ×�Ù�Ü�ã3Ü�Þ	Ú −n ç Ö?ã	Õ	Ú n = 1 è Ú'éêÛ�Ü�Õ3×�Ú	Ú�å	á3ä
ã3ß�á3ë�ß�×�Ú�ì

K−f(x) :=

x∫

0

K
−(x, y)f(y) dy, K+f(x) :=

∞∫

x

K
+(x, y)f(y) dy, x ∈ R+,

Û?à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�é
L
p)
a (Rn)

Ú
L
p)
a (R+)

×�ß�ß/Ù�Û�Ü�Ù�×�Ù�Û�Ü�Þ	Þ3ß	î
[�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö?]_Ü�ï�Ü�à�Ö

Lp)(Ω), 1 < p <∞,
ã3ß�ß/à�ÕIÖ�Þ	Ú	ð3Ü�Þ	Þ3ß�Ø7ëñØ7Þ3ß�ò!Ü�×�Ù�Û�ë

Ω ⊂ R
n

Û�Û�Ü�á3Ú�óSî�ôkõ9ö�÷	øGù�úQÚ5ûWî�ü#ýCþ/ÿ��	þ/÷3ù�� ���{Ûr×�Û�ä���Ú ×Qã	Õ	Ú'áIß�ò!Ü�Þ	Ú	ä	Ø7Ú5ÛÅå3Ú
	�	_Ü�Õ3Ü�Þ
�	ÚIÖ�á3â�Þ	Ô9é¿ë�ÕIÖ�Û/j
Þ3Ü�Þ	Ú	ä�é�î�NUã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ	Ô à�Ö�Õ3Ø,ß/Þ	Ú	ð3Ü�×���ß/à�ßyÖ�ÞIÖ�á3Ú
��Ö�Ú	Þ	Ù�Ü�Þ3×�Ú	Û�Þ3ß�Ú3×�×�áIÜ�åIß/Û#Ö�á3Ú3×�âæÛ Ù/Ö��	Ú'éaã	Õ3ß�×�Ù/j
ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�é?Ú ß/Þ	Ú?ã	Õ3ß�åIß�á3ò�Ö��WÙ�ã	Õ	Ú	Û/áIÜ��'Ö�Ù�â�Û�Þ	Ú3ØLÖ�Þ	Ú3Ü­Ú3×�×�áIÜ�åIß/Û#Ö�Ù�Ü�áIÜ��rÛQ×�Û�ä���Ú ×2ÕIÖ���á3Ú	ð	Þ	Ô­Ø7Ú
Ú'érã	Õ	Ú'áIß�ò!Ü�Þ	Ú	ä	Ø7Ú�îCPSÜ���ß/Ù�ß/Õ	Ô­Ü_Ú
����Ù�Ú'érÕ3Ü���ë�á3â�Ù/Ö�Ù�ß/Ûrß/Ù�ÕIÖ�ò!Ü�Þ	Ô�Û��	Þ	Ú	à�Ö�é�� ����Ú�� ���kî

g ×�Ù/Ö�Ù�â�ä�é�� � ç�����ç���� ��ã	Õ3Ü�å	áIß�ò!Ü�Þñã3ß�å	é#ß�å ç ã3ß���Û�ß�á3ä��! !Ú
� Û�Û�Ü�×�Ù�Ú à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�]_Ü�jï�Ü�à�Ö
L
p)
a (Ω) ç 1 < p < ∞,

ÞIÖ�Ø7Þ3ß�ò!Ü�×�Ù�Û#Ö�é
Ω ⊆ R

n Þ3Ü ß�ï�ä���Ö�Ù�Ü�á3â�Þ3ß"��ß/Þ3Ü�ð	Þ3ß�� Ø,Ü�Õ	Ô_î$#�Ù�ß/Ù

%© &('�)�*,+ ±I«�´�¯�«°§�¾�¬/£¥².- Á�/QÁ



� ��$ - ��� - " - $	$	�C�µ�	$C������"�������$	0µ� - 1C�¥"���� - "�0�� - ��$ - " - ��$	0­�7�����	"����7� � �
ã3ß�å	é#ß�å ß�×�Þ3ß/Û#Ö�Þ5ÞIÖrÛ�Û�Ü�åIÜ�Þ	Ú	ÚæÛêÞ3ß/Õ3Ø7ë à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�ØLÖ�áIß��a×�Ù�Ü�ã3Ü�Þ	ÚæÞ3Ü�ß/Ù�Õ	Ú
�IÖ�Ù�Ü�á3â/j
Þ3ß�� 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú

a(x) � ×�Ø2î � �
	�	 î #�Ù�ë"	Së�Þ
�
�	Ú
� ç ß/ã	Õ3Ü�åIÜ�á3ä��! !ë � à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�ß
L
p)
a (Ω) çÞIÖ���Ô2Û#Ö/Ü�Ø�� � �/�3����
��/��~ � ~�� î�T{Ö��	Ú3ÜWà�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö Lp)

a (Ω)
Ú?åIÜ��3×�Ù�Û�Ú	äÅÛQÞ	Ú'é?Þ3Ü���ß/Ù�ß/Õ	Ô9é

ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ3ß/Û�à�Ö�Õ3Ø,ß/Þ	Ú	ð3Ü�×���ß/à�ß?Ö�ÞIÖ�á3Ú
��Ö_Ú3×�×�áIÜ�åIß/Û#Ö�á3Ú3×�â�ÛQÕIÖ/ï�ß/Ù/Ö�é�� �	ç��Iç��	ç
��� �kî#bµÕ3Ü�å	áIß�ò!Ü�Þ	Þ	Ô­ÜÛ ��Ù�Ú'é�ÕIÖ/ï�ß/Ù/Ö�éÅã3ß�å	é#ß�å3Ôiã3ß���Û�ß�á3Ú'á3ÚrÕIÖ/×�×�ØLÖ�Ù�Õ	Ú	Û#Ö�Ù�â�ÛQà�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�érÙ/Ö��	Ú3ÜWß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß�j
Õ	Ô ç �'Ö��?ã3ß/Ù�Ü�Þ
�	ÚIÖ�áñV,Ú3×�×�Ö ç ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ	ÔÝlSÖ�Õ�å3Ú?Ú�å3Õ�î�gaÕIÖ/ï�ß/Ù�Ü � � ���Iï/Ô9á3Ú?ÞIÖ��'åIÜ�Þ	ÔÝë�×�áIß/Û�Ú	ä?ÞIÖà�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/Õ

a(x) ç ß�ï�Ü�×�ã3Ü�ð	Ú	Û#Ö��! !Ú3Ü¿×�ã	ÕIÖ�Û�Ü�å	á3Ú	Û�ß�×�Ù�âaÙ�Ü�ß/Õ3Ü�Ø7Ô R�ß�ï�ß�áIÜ�Û#Ö�å	á3äyã3ß/Ù�Ü�Þ
�	ÚIÖ�á�Ö
V,Ú3×�×�Ö�Û à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�é

L
p)
a (Rn) ç ÚyÚ3×�×�áIÜ�åIß/Û#Ö�Þ3ß�Ú'éæÛ���Ö�Ú3Ø,ß�åIÜ��3×�Ù�Û�Ú3Ü�× à�Ú	ã3Ü�Õ3×�Ú	Þ	à�ë#já3ä'Õ	Þ	Ô­Ø7ÚêÚ	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á�Ö/Ø7Ú � ×�Ø2î � ��� � ß/Ù�Þ3ß�×�Ú	Ù�Ü�á3â�Þ3ßÅà�Ú	ã3Ü�Õ3×�Ú	Þ	à�ë�á3ä'Õ	Þ	Ô9éêÚ	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�áIß/Û 	 îXµÞ	Ù�Ü�Õ3Ü�× �rÚ	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á3â�Þ	Ô­Ø ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕIÖ/Ø ×µß�å3Þ3ß/Õ3ß�å3Þ	Ô­Ø7Ú¿ä�å3ÕIÖ/Ø7Úê×�Û�ä���Ö�Þñ×WÙ�Ü�Ø ç ð	Ù�ß �'á�Ö/×�×Ù/Ö��	Ú'éêß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ3ß/Û ×�ß�åIÜ�Õ#ò�Ú	Ù ß/à�Õ3ß�Ø7Þ3ß�Ü���ß�á3Ú	ð3Ü�×�Ù�Û�ß?ÕIÖ���Þ3ß�ß�ï/ÕIÖ���Þ	Ô9é �'á�Ö/×�×�Ú	ð3Ü�×��	Ú'é¿ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß�j

Õ3ß/Û ç Û�ß���Þ	Ú
�'Ö��! !Ú'éiÛæã	Õ	Ú'áIß�ò!Ü�Þ	Ú	ä�é ç ÞIÖ�ã	Õ	Ú3Ø,Ü�Õ ç ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ	Ô lSÖ�Õ�å3Ú ç ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕZ[�Ú'á3â�ï�Ü�Õ	Ù/Ö çÛ�Ü�×�ß/Û�Ô­Ü�ã3ß/Ù�Ü�Þ
�	ÚIÖ�á3ÔhV,Ú3×�×�Ö ç ØLÖ�ò!ß/ÕIÖ�Þ	Ù�Ô ��ß�Ø,Ø7ë�Ù/Ö�Þ	Ù�ß/Û ×�Ú	Þ	à�ë�á3ä'Õ	Þ	Ô9é�ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ3ß/Û��_Ö�á3â/åIÜ�j
Õ3ß/ÞIÖ è�� Ú	à�Ø7ë�Þ'å�Ö�×�ß?×�Ù�Ü�ã3Ü�Þ	Þ	Ô­Ø7Ú¿Û�Ü�×�Ö/Ø7ÚêÚ¿Ø7Þ3ß/à�Ú3Üµå3Õ	ë�à�Ú3Ü�îg å�Ö�Þ	Þ3ß�� ×�Ù/Ö�Ù�â�Üyã3ß�á3ë�ð3Ü�Þ	Ô åIß�×�Ù/Ö�Ù�ß/ð	Þ	Ô­Ü ë�×�áIß/Û�Ú	ä�ÞIÖ à�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/Õ

a ç ß�ï�Ü�×�ã3Ü�ð	Ú	Û#Ö��Uj !Ú3ÜQß/à�ÕIÖ�Þ	Ú	ð3Ü�Þ	Þ3ß�×�Ù�âñß�å3Þ3ß�×�Ù�ß/Õ3ß/Þ	Þ	Ú'é�Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á3Þ	Ô9é ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ3ß/Ûñß�å3Þ3ß�Ø,Ü�Õ	Þ	Ô9é�×Qß�å3Þ3ß/Õ3ß�å3Þ	Ô9j
Ø7Ú ä�å3ÕIÖ/Ø7Úr×�Ù�Ü�ã3Ü�Þ	Ú −1

Ú Ø7Þ3ß/à�ß�Ø,Ü�Õ	Þ	Ô9éñ×­ÕIÖ�å3ÚIÖ�á3â�Þ	Ô­Ø7Úêß�å3Þ3ß/Õ3ß�å3Þ	Ô­Ø7Úêä�å3ÕIÖ/Ø7Úr×�Ù�Ü�ã3Ü�Þ	Ú −nÛ?à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�é�]_Ü�ï�Ü�à�Ö ç Ö�Ù/Ö��	ò!ÜQã3ß�á3ë�ð3Ü�Þ	Ô�ß��3Ü�Þ
�	Ú�×�Û�Ü�Õ�é'ërÚ'éñÞ3ß/Õ3Ø2îCNW×�Þ3ß/Û�Þ	Ô­ÜQÕ3Ü�j
��ë�á3â�Ù/Ö�Ù�Ô ×�ß�åIÜ�Õ#ò�Ö�Ù�×�äyÛêÙ�Ü�ß/Õ3Ü�Ø,Ü��'î � Û¿ß�å3Þ3ß�Ø,Ü�Õ	Þ3ß�Ø ×�á3ë�ðIÖ/Ü ç ÛêÙ�Ü�ß/Õ3Ü�Ø,Ü � î � Û�×�á3ë�ðIÖ/Ü�ÕIÖ�å3Ú'jÖ�á3â�Þ3ß/à�ß�à�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/ÕIÖ?ÚñÛ?Ù�Ü�ß/Õ3Ü�Ø,Ü � î � Û?×�á3ë�ðIÖ/ÜSÞ3Ü�ÕIÖ�å3ÚIÖ�á3â�Þ3ß/à�ßÅà�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/ÕIÖ'î����� � Ó{s�!{z#Ó{x#"LE

R
n è n

jkØ,Ü�Õ	Þ3ß�Ü Ü�Û��'á3Ú'åIß/Û�ß ã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�ß ç R+ = (0,∞); Sn−1 è Ü�å3Ú'j
Þ	Ú	ð	ÞIÖ�äÅ× 	_Ü�ÕIÖµÛ

R
n × �3Ü�Þ	Ù�Õ3ß�Ø5Û_ÞIÖ�ðIÖ�áIÜ.��ß�ß/Õ�å3Ú	ÞIÖ�Ù ç |Sn−1| è Ü�Ü2ã'áIß� �Ö�å3â $

Sn−1 = {x ∈ R
n :

|x| = 1}, |Sn−1| = 2π
n
2

Γ(n
2
)

$
B(x0, r) è&% Ö�ÕñÛ R

n ÕIÖ�å3Ú	ë�×�Ö r × �3Ü�Þ	Ù�Õ3ß�Ø Û�Ù�ß/ð
��Ü x0
$
p′ = p

p−1

î

JCE('ñt{z/vL|Is	t{x*)'z�+(,IÓ*-�z/.�|Iz/vLz#Ó{x#"
JCE�BIE10Lt{s	Ó�v3254{t � .6)'t{s	Ó*.6)'|Is�7¿z � z�8�sCE NWï�ß���ÞIÖ�ð	Ú3Ø

Lp(Ω, w) :=
{
f : ‖f‖Lp(Ω,w) <∞

}
,à�åIÜ

‖f‖Lp(Ω,w) =



∫

Ω

|f(x)|pw(x) dx




1
p

.

gi×�á3ë�ðIÖ/Ü
w ≡ 1

ï/ë�åIÜ�Ø ã	Ú3×�Ö�Ù�â
Lp(Ω, w) = Lp(Ω).RLáIÜ�å3ë�äaÕIÖ/ï�ß/Ù�Ü�� ��� ç ß/ã	Õ3Ü�åIÜ�á3ä	Ü�Ø�à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö ]_Ü�ï�Ü�à�Ö�ÞIÖ¿Ø7Þ3ß�ò!Ü�×�Ù�Û#Ö�é

Ω
ã	Õ3ß/Ú
��j

Û�ß�á3â�Þ3ß�� � Þ3Ü_ß�ï�ä���Ö�Ù�Ü�á3â�Þ3ß ��ß/Þ3Ü�ð	Þ3ß�� 	 Ø,Ü�Õ	ÔZÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß�Ø

Lp)
a (Ω) :=

{
f : ‖f‖

L
p)
a (Ω)

:= sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f‖
Lp−ε(Ω,a

ε
p )
<∞

}
, 1 < p <∞, � �
	

à�åIÜ
a(x) è ã	Õ3ß/Ú
��Û�ß�á3â�ÞIÖ�äñÚ
��Ø,Ü�Õ	Ú3ØLÖ�ärÞ3Ü�ß/Ù�Õ	Ú
�IÖ�Ù�Ü�á3â�ÞIÖ�ä 	Së�Þ
�
�	Ú	äÅÞIÖ

Ω ç ��ß/Ù�ß/Õ	ë � Ø7ÔiÞIÖ���Ô9j
Û#Ö/Ü�Ø9� � �/�3����
��/��~ � ~�� î�g�Ô­ï�ß/Õ5à�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/ÕIÖñå	á3ä5ß/ã	Õ3Ü�åIÜ�áIÜ�Þ	Ú	äæà�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö�Ø,ß�ò!Ü�Ù
å3Ú
�	Ù�ß/Û#Ö�Ù�â�×�ä ��Ö�å�Ö�ðIÖ/Ø7Ú å	á3ä�Ú3×�×�áIÜ�åIß/Û#Ö�Þ	Ú	ä Ù/Ö��	Ú'é�ã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û3î�gZÕIÖ/ï�ß/Ù/Ö�é � � ç ����ç ��� �7ã	Õ3Ü�å	jã3ß�á�Ö�à�Ö�áIß�×�â ç ð	Ù�ß a ∈ L1(Ω),

ð	Ù�ß?à�Ö�ÕIÖ�Þ	Ù�Ú	Õ	ë�Ü�ÙrÛ/áIß�ò!Ü�Þ	Ú3Ü
Lp(Ω) ↪→ L

p)
a (Ω)

îIg å�Ö�Þ	Þ3ß�� ×�Ù/Ö�Ù�â�Ü
Ø7Ô�Ú3Ø,Ü�Ü�ØdåIÜ�áIß¿×

Ω = R+
Ú'á3Ú

Ω = R
n Ú5ã	Õ	ÚæÕIÖ/×�×�Ø,ß/Ù�Õ3Ü�Þ	Ú	Úyß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ3ß/Û ×?ß�å3Þ3ß/Õ3ß�å3Þ	Ô­Ø7Ú

ä�å3ÕIÖ/Ø7ÚæØ7ÔhÞIÖ�é#ß�å3Ú3ØZë�åIß�ï/Þ	Ô­ØZÞ3Ü?ß�ï�ä���Ö�Ù�Ü�á3â�Þ3ß¿ã	Õ3Ü�å3ã3ß�á�Ö�à�Ö�Ù�â�Ú	Þ	Ù�Ü�à�Õ	Ú	Õ	ë�Ü�Ø,ß�×�Ù�â à�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�j
Ù�ß/ÕIÖ5ÛaÞIÖ�ðIÖ�áIÜ ��ß�ß/Õ�å3Ú	ÞIÖ�Ù Ú ÞIÖæï�Ü�×���ß/Þ3Ü�ð	Þ3ß�×�Ù�Ú ç Þ3ßaÛ�×�Ü�à�å�Öæã	Õ3Ü�å3ã3ß�á�Ö�à�Ö/Ü�Ø Ü�à�ß5áIß��'Ö�á3â�Þ	ë �
Ú	Þ	Ù�Ü�à�Õ	Ú	Õ	ë�Ü�Ø,ß�×�Ù�â Û�Þ3ÜSÞIÖ�ðIÖ�á�Ö���ß�ß/Õ�å3Ú	ÞIÖ�Ù3ì

a(x) ∈ L1(BδN )
å	á3ä á
�µï/Ô9é

0 < δ < N <∞,



� � <7����"��'�������C��
 698��y8

à�åIÜ
BδN = {x : δ < |x| < N}, ×���Ö/Ø,Ü�Þ3ß�� ×�áIß�ä BδN

ÞIÖ Ú	Þ	Ù�Ü�Õ	Û#Ö�á
(δ,N)

Ûæß�å3Þ3ß�Ø,Ü�Õ	Þ3ß�Ø
×�á3ë�ðIÖ/Ü�î

NUã	Õ3Ü�åIÜ�áIÜ�Þ	Þ3ß�Ü_Ù/Ö��	Ú3Ø ß�ï/ÕIÖ���ß�Ø à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�ß ��Ö�Û�Ú3×�Ú	Ù ç Û�ß�ß�ï� �ÜWà�ß/Û�ß/Õ#ä ç ß/Ù�Û�Ô­ï�ß/ÕIÖà�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/ÕIÖ ç é#ß/Ù�äæÕIÖ���Þ	Ô �æÛ�Ô­ï�ß/Õaà�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/Õ3ß/Û�Ø,ß�ò!Ü�Ù ã	Õ	Ú	Û�Ü�×�Ù�Ú �æß�å3Þ3ß�Ø7ë5ÚæÙ�ß�Ø7ë�ò!Ü
à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�ë � ×�Ø2î � � � � 	 îbµÕ	Ú

a ∈ L1(Ω)
Ú3Ø,Ü�Ü�ÙÅØ,Ü�×�Ù�ß��3Ü�ã3ß/ð
�'Ö?Û/áIß�ò!Ü�Þ	Ú
�

Lp(Ω) ↪→ Lp)
a (Ω) ↪→ Lp−ε1(Ω, a

ε1
p ) ↪→ Lp−ε2(Ω, a

ε2
p ), 0 < ε1 < ε2 < p− 1. � �6	

�����
	��
������	���������bµÕ	Ú ß�ï/Ô2ð	Þ3ßQÚ3×�ã3ß�á3â���ë�Ü�Ø,ß�Øaß/ã	Õ3Ü�åIÜ�áIÜ�Þ	Ú	Ú à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö!]_Ü�ï�Ü�à�Ö
ÞIÖÅß/à�ÕIÖ�Þ	Ú	ð3Ü�Þ	Þ	Ô9é Ø7Þ3ß�ò!Ü�×�Ù�Û#Ö�é�×

a(x) ≡ 1
Û�×�Ü�à�å�Ö ×�ã	ÕIÖ�Û�Ü�å	á3Ú	Û�ß Û/áIß�ò!Ü�Þ	Ú3Ü

Lp(Ω) ↪→ L
p)
a (Ω) çÙ�îIÜ�î	Û���Ù�ß�ØÝ×�Ø7Ô­×�áIÜ_à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�ß ä'Û/á3ä	Ü�Ù�×�äêÕIÖ/× % Ú	Õ3Ü�Þ	Ú3Ü�Ø �'á�Ö/×�×�Ú	ð3Ü�×���ß/à�ß ã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ'j

×�Ù�Û#Ö ]_Ü�ï�Ü�à�Ö'î{R�ß/à�á�Ö/×�Þ3ß � �6	�ç Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ß�Ü?Û/áIß�ò!Ü�Þ	Ú3Ü�ÞIÖrØ7Þ3ß�ò!Ü�×�Ù�Û#Ö�é5ï�Ü�×���ß/Þ3Ü�ð	Þ3ß��aØ,Ü�Õ	Ô à�Ö�j
ÕIÖ�Þ	Ù�Ú	Õ	ë�Ü�Ù�×�äæë�×�áIß/Û�Ú3Ü�Ø

a ∈ L1(Ω)
î #�Ù�ßñë�×�áIß/Û�Ú3Ü?ðIÖ/×�Ù�ßñã	Õ3Ü�å3ã3ß�á�Ö�à�Ö/Ü�Ù�×�äaã	Õ	Ú5ÕIÖ/×�×�Ø,ß/Ù�Õ3Ü�Þ	Ú	Ú

à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û¿ÞIÖÅÞ3Ü�ß/à�ÕIÖ�Þ	Ú	ð3Ü�Þ	Þ	Ô9é5Ø7Þ3ß�ò!Ü�×�Ù�Û#Ö�é � ×�Ø2î ç ÞIÖ�ã	Õ	Ú3Ø,Ü�Õ ç � � ç � ��� 	�ç é#ß/Ù�ä�à�ÕIÖ�Þ'å	jã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û#Ö?ÞIÖ!Ù/Ö��	Ú'éêØ7Þ3ß�ò!Ü�×�Ù�Û#Ö�é�Ø,ß/à�ë�Ù?ÕIÖ/×�×�ØLÖ�Ù�Õ	Ú	Û#Ö�Ù�â�×�ä¿Ú¿ï�Ü�� ��Ù�ß/à�ß�ë�×�áIß/Û�Ú	ä�î
bµë�×�Ù�â

a(x) è ã3ß�áIß�ò�Ú	Ù�Ü�á3â�ÞIÖ�ä¿Û�×��9å3ë���ß/Þ3Ü�ð	ÞIÖ�äêÞIÖ�ã3ß�á3ë�ß�×�Ú
R+

	Së�Þ
�
�	Ú	ä�î��Që�Þ
�
�	Ú
�

a∗(t) = sup
x>0

a(xt)

a(x)
� � 	

ÞIÖ���Ô2Û#Ö��WÙ � �/���_�	�Z���3�I� �����������3�3�
a � ×�Ø2î � ��ç ×�î � � � 	 î3NUÙ�Ø,Ü�Ù�Ú3Ø ×�áIÜ�å3ë �! !Ú3Üµ×�Û�ß��3×�Ù�Û#Ö!ÕIÖ/×�Ù�ä�jò!Ü�Þ	Ú
��ì

(a0)
YL×�á3Ú 	Së�Þ
�
�	Ú	ä

xγa(x) ç γ ∈ R,
Þ3ÜµÛ�ß���ÕIÖ/×�Ù/Ö/Ü�Ù ÞIÖ

R+ ç
Ù�ß

a∗(t) 6
1
tγ
å	á3ä

t > 1.

(b0)
YL×�á3Ú 	Së�Þ
�
�	Ú	ä

xγa(x) ç γ ∈ R,
Þ3ÜSë'ï/Ô2Û#Ö/Ü�Ù?ÞIÖ

R+ ç
Ù�ß

a∗(t) 6
1
tγ
å	á3ä

t < 1.
� � ���
	 � �������#O_á3ä 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú

a(x) = x−λ(1 + x)λ−γ ç λ, γ ∈ R, x ∈ R+,
Ú3Ø,Ü�Ü�Ø

a∗(t) = t−λ sup
x>0

(
1 + tx

1 + x

)λ−γ

=

{
t−max{λ,γ}, 0 < t 6 1,

t−min{λ,γ}, t > 1.

JCE JCE ��� � 4{z#t{s�) � t{s'u . � vLÓ � t � vLÓ*-?qWx "CvLt{s3qWx�E m�ë�åIÜ�Ø ÕIÖ/×�×�ØLÖ�Ù�Õ	Ú	Û#Ö�Ù�âñß�å3Þ3ß�Ø,Ü�Õ	Þ	Ô­Ü
ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ	Ô

K
Ûñã	Õ3Ü�å3ã3ß�áIß�ò!Ü�Þ	Ú	Úyß�å3Þ3ß/Õ3ß�å3Þ3ß�×�Ù�Úaä�å3ÕIÖ

K (x, y)
×�Ù�Ü�ã3Ü�Þ	Ú −1

Ú�Ø7Þ3ß/à�ß�Ø,Ü�Õ	Þ	Ô­Ü
ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ	Ô

K
Û?×�áIÜ�å3ë �! !Ú'éñã	Õ3Ü�å3ã3ß�áIß�ò!Ü�Þ	Ú	ä�é¿ÞIÖ!ä�å3Õ3ß

K (x, y)
ì

(a1) K (x, y)
ß�å3Þ3ß/Õ3ß�å3Þ3ß ×�Ù�Ü�ã3Ü�Þ	Ú −n $

(b1) K (x, y)
Ú	Þ	Û#Ö�Õ	ÚIÖ�Þ	Ù�Þ3ß ß/Ù�Þ3ß�×�Ú	Ù�Ü�á3â�Þ3ß Û�ÕIÖ� �Ü�Þ	Ú
�

K (ω(x), ω(y)) ≡ K (x, y) ç à�åIÜ ω èã	Õ3ß/Ú
��Û�ß�á3â�Þ3ß�ÜQÛ�ÕIÖ� �Ü�Þ	Ú3ÜSÛ
R
n.g �	Þ	Ú	à�Ü � � ç ×�î�������åIß��'Ö���Ö�Þ3ß ç ð	Ù�ß�Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á3Ô
∫

Rn

|K (σ, y)| |y|−
n
p dy, σ ∈ Sn−1,

∫

Rn

|K (y, θ)| |y|−
n
p′ dy, θ ∈ Sn−1, 0 < p 6 ∞,

ã	Õ	Úêë�×�áIß/Û�Ú	ä�é
(a1)

Ú
(b1)

Þ3Ü ��Ö�Û�Ú3×�ä'ÙÅß/Ù
σ ∈ Sn−1 Ú θ ∈ Sn−1 ×�ß�ß/Ù�Û�Ü�Ù�×�Ù�Û�Ü�Þ	Þ3ßÅÚ

∫

Rn

|K (σ, y)| |y|−
n
p dy =

∫

Rn

|K (y, θ)| |y|−
n
p′ dy, p′ =

p

p− 1
.
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]_Ü�à ��ß?Û�Ú'åIÜ�Ù�â ç ð	Ù�ß�Û�ÕIÖ/×�×�ØLÖ�Ù�Õ	Ú	Û#Ö/Ü�Ø ×�á3ë�ðIÖ/Ü

∫

|y|>|x|

∣∣K −(σ, y)
∣∣ |y|−

n
p dy =

∫

|y|6|x|−1

∣∣K −(y, θ)
∣∣ |y|−

n
p′ dy. � � 	

e¿ÔZï/ë�åIÜ�Ø ã3ß�á3â���ß/Û#Ö�Ù�â�×�ä�ß�ï�ß���ÞIÖ�ð3Ü�Þ	Ú	ä	Ø7Ú

κ
− :=

∞∫

1

∣∣K −(1, y)
∣∣ y−

1
p dy, κ

+ :=

1∫

0

∣∣K +(y, 1)
∣∣ y−

1
p′ dy, n = 1.

O_á3ärë�åIß�ï�×�Ù�Û#Ö�Ú
��áIß�ò!Ü�Þ	Ú	ä¿ØLÖ�Ù�Ü�Õ	Ú'á�Ö?×�Ù/Ö�Ù�â�Ú¿Û?×�á3ë�ðIÖ/ÜSÕIÖ�å3ÚIÖ�á3â�Þ	Ô9éêä�åIÜ�Õ�ì

K
−(x, y) = k−(|x|, |y|), K

+(x, y) = k+(|x|, |y|),
ÚñÛÅß�å3Þ3ß�Ø,Ü�Õ	Þ3ß�ØÝ×�á3ë�ðIÖ/ÜSÛ�Û�Ü�åIÜ�Ø å3Û�Ü 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú

κ−n (α) :=

1∫

0

|k−(t, 1)|tn−1− α
p′ dt, κ+n (α) :=

∞∫

1

|k+(t, 1)|tn−1− α
p′ dt, α ∈ R.

NUÙ�Ø,Ü�Ù�Ú3Ø ç ð	Ù�ß κ−1 (1) = κ
− Ú

κ+1 (1) = κ
+.

M�E � vLÓ � qWz#t{Ó*-�� . +��#!{s��
NWï�ß���ÞIÖ�ð	Ú3Ø

c−(a) := sup
0<ε<p−1

∞∫

1

∣∣K − (x, 1)
∣∣ x−

1
(p−ε)′ a∗(x)

ε
p(p−ε) dx,

c+(a) := sup
0<ε<p−1

1∫

0

∣∣K + (x, 1)
∣∣ x−

1
(p−ε)′ a∗(x)

ε
p(p−ε) dx.

��z � t{z�qWs M�E�BIE��U 3�����
1 < p < ∞ *��  	$	��		�	�

K −(x, y)
�

K +(x, y)
- ��$ - " - ��$	0 ������1C��$	�

−1
�
a 


��"���$#���3
���� - "�$��
R+

8
ô�î�� ���	�r
�021 - �	$C��$	0i 3��� - 
����

c−(a) <∞ �
c+(a) <∞,

� -�- 1C�¥"���� - "�0
K− �

K+ � -�- ��
'����

����
'��$	$ -?- ��"���$	������$	0�
���"���$#��
 1#" - ����"���$C����
'���!���������

L
p)
a (R+)

* 1#"������ - �

‖K−‖
L
p)
a (R+)

6 c−(a), ‖K+‖
L
p)
a (R+)

6 c+(a). � �6	
ô�ô�î�� ���	�

xγa(x)
$C�L
 - 
�"������������U$��

R+
�����!$C��� - � - " - � -

γ ∈ R
����� - � -�* ��� -

κ−1 (min{1, γ}) <
∞,

� - ‖K−‖
L
p)
a (R+)

6 κ−1 (min{1, γ}). � ���	� xλa(x) $C�L ���02
������µ$�� R+
�����Å$C��� - � - " - � -

λ ∈ R

����� - � -�* ��� -
κ+1 (max{1, λ}) <∞,

� - ‖K+‖
L
p)
a (R+)

6 κ+1 (max{1, λ}).
ô�ô�ô�î �U 3�����

a ∈ L1(R+)
8 � ���	�

K −(x, y) > 0

¿���� ��#��� - 1C�¥"���� - "��

K− �
K +(x, y) > 0



���� ��#��� - 1C�¥"���� - "��

K+ * � -  3��� - 
����
κ
− < ∞ �

κ
+ < ∞ $C� - � � - ���3�70 ����� - ��"���$	������$	$ - �����

- 1C�¥"���� - " - 

K− �

K+ � -�- ��
'��������
'��$	$ - 
���"���$#��
 1#" - ����"���$C����
'�
L
p)
a (R+)

�ñ1#"������ - �

κ
−
6 ‖K−‖

L
p)
a (R+)

, κ
+
6 ‖K+‖

L
p)
a (R+)

. � � 	



� � <7����"��'�������C��
 698��y8

ô���î �d���� ��#��� ��"���$#���3
���� - "��
a(x) = x−λ(1+x)λ−γ * λ, γ ∈ R,

 3��� - 
����
κ−1 (min{1, λ, γ}) <

∞ �
κ+1 (max{1, λ, γ}) < ∞ � - ������� - �/$	0 * 1#"��

K −(x, y) > 0
�

K +(x, y) > 0
 3��� - 
����

κ−1 (max{1, λ}) <∞ �
κ+1 (min{1, γ}) <∞ $C� - � � - ���3�705����� - ��"���$	������$	$ - ����� - 1C�¥"���� - " - 


K−
�
K+ � -�- ��
'��������
'��$	$ - 
 ��"���$#��
 1#" - ����"���$C����
'�

L
p)
a (R+)

�ñ1#"������ - �i��1#"���
'�¥���	�	
�0 - 	C��$	�	�

κ−1 (max{1, λ}) 6 ‖K−‖
L
p)
a (R+)

6 κ−1 (min{1, λ, γ}), � � 	
κ+1 (min{1, γ}) 6 ‖K+‖

L
p)
a (R+)

6 κ+1 (max{1, λ, γ}). � � 	
� �#������$ - ����� * 1#"��

λ = γ = 1
*
K −(x, y) > 0

�
K +(x, y) > 0

- 1C�¥"���� - "�0
K− �

K+ - ��"�� 

$	������$	0h
 ��"���$#��
 1#" - ����"���$C����
'�

L
p)
a (R+)

� - �ª���r�y� - ����� - � - �ª��� * � - �ª���
κ
− < ∞ �

κ
+ < ∞� -�- ��
'��������
'��$	$ -�* 1#"������ - � ‖K−‖

L
p)
a (R+)

= κ
− � ‖K+‖

L
p)
a (R+)

= κ
+.

C
ô�î�O!ß��'Ö�ò!Ü�Ø�ã3Ü�Õ	Û�ß�ÜñÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß5Û � �6	�ç Û�Ù�ß/Õ3ß�Ü åIß��'Ö���Ô2Û#Ö/Ü�Ù�×�äiÖ�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ß	î�T{Ö�� �'Ö��

K−f(x) =
∫ 1
0 K −(1, t)f(xt) dt,

Ù�ß�×�Ú'á3ërÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö?e¿Ú	Þ
��ß/Û�×���ß/à�ßÅÛ
Lp−ε ã3ß�á3ë�ð	Ú3Ø

‖K−f‖
Lp−ε(R+,a

ε
p )

6

1∫

0

|K −(1, t)|





∞∫

0

|f(ty)|p−εa(y)
ε
p dy





1
p−ε

dt

=

1∫

0

|K −(1, t)|t−
1

p−ε





∞∫

0

|f(x)|p−εa
(x
t

) ε
p
dx





1
p−ε

dt

=

1∫

0

|K −(1, t)|t−
1

p−ε





∞∫

0

|f(x)|p−εa(x)
ε
p

[
a
(
x
t

)

a(x)

] ε
p

dx





1
p−ε

dt

6

1∫

0

|K −(1, t)|t−
1

p−εa∗

(
1

t

) ε
p(p−ε)

dt





∞∫

0

|f(x)|p−εa(x)
ε
p dx





1
p−ε

.

bSß�×�áIÜSÚ	Þ	Û�Ü�Õ3×�Ú	Ú¿Û�ã3Ü�Õ	Û�ß�Ø Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�áIÜQØ,ß�ò�Þ3ß?ã3ß�á3ë�ð	Ú	Ù�â�åIß��'Ö���Ô2Û#Ö/Ü�Ø,ß�ÜQÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß	î
ô�ô�î�O!ß��'Ö�ò!Ü�Øyß��3Ü�Þ
�	ë�å	á3ä ‖K−‖

L
p)
a (R+)

î#g ×�Ú'á3ë?×�Û�ß��3×�Ù�Û#Ö_ÕIÖ/×�Ù�ä'ò!Ü�Þ	Ú	ä
(a0)

Ú3Ø,Ü�Ü�Ø
a∗(t) 6

t−γ ã	Õ	Ú t > 1
î3bSß���Ù�ß�Ø7ë

‖K−‖
L
p)
a (R+)

6 max
06ε6p−1

∞∫

1

∣∣K − (t, 1)
∣∣ t−

1
(p−ε)′

− εγ
p(p−ε) dt,

ã3ß�×�áIÜ�ð3Ü�à�ßWÙ�Õ3Ü�ï/ë�Ü�ØLÖ�ä�ß��3Ü�Þ
�'ÖWã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ù�×�ä!ã	Õ#ä	Ø7Ô­Ø Û�Ô2ð	Ú3×�áIÜ�Þ	Ú3Ü�Ø�Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á�ÖUÚ�ÞIÖ�é#ß�ò�åIÜ�Þ	Ú3Ü�Ø
ØLÖ���×�Ú3Ø7ë'ØLÖ'î

N.�3Ü�Þ
�'Ö�å	á3ä ‖K+‖
L
p)
a (R+)

ã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ù�×�ä�Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ß	î
ô�ô�ô�î�O!ß��'Ö�ò!Ü�ØZß��3Ü�Þ
�	ë¿×�Þ	Ú
��ë¿Þ3ß/Õ3Ø7Ô ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕIÖ

K− î�g9ß���â�Ø,Ü�ØiØ7Ú	Þ	Ú3Ø7Ú
��Ú	Õ	ë �! �Ü�Ü�×�Ü�Ø,Ü��'j
×�Ù�Û�ß 	Së�Þ
�
�	Ú
�ñÛ?Û�Ú'åIÜ

fδ(x) =

{
x
− 1

p
+δ
, 0 < x 6 1,

0, x > 1.

T{Ö�� �'Ö��
fδ ∈ Lp(R+)

Ú
a ∈ L1(R+) ç

Ù�ß
fδ ∈ L

p)
a (R+)

Ûy×�Ú'á3ë � �6	 î�X � ß/à�ÕIÖ�Þ	Ú	ð3Ü�Þ	Þ3ß�×�Ù�Úß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕIÖ
K− Ûrà�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�Ü

L
p)
a (R+)

×�áIÜ�å3ë�Ü�Ù ç ð	Ù�ßrß/Þ ß/ã	Õ3Ü�åIÜ�áIÜ�Þ�ÞIÖ 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú fδ
î
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bµÕ	Ú

x < 1
Ú3Ø,Ü�Ü�Ø

K−fδ(x) =

1∫

0

K
−(1, t)fδ(xt) dt > κp(δ)fδ(x),

à�åIÜ
κp(δ) =

∫ 1
0 K −(1, t)fδ(t) dt

î�RLáIÜ�åIß/Û#Ö�Ù�Ü�á3â�Þ3ß ç

‖K−‖
L
p)
a (R+)

>

‖K−fδ‖Lp)
a (R+)

‖fδ‖Lp)
a (R+)

> κp(δ).

NW×�Ù/Ö/Ü�Ù�×�äñã3Ü�Õ3Ü��	Ù�Ú �rã	Õ3Ü�åIÜ�á3ë ã	Õ	Ú
δ → 0

ã3ß�å ��ÞIÖ���ß�ØyÚ	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á�Ö ç ß/ã	Õ3Ü�åIÜ�á3ä��! �Ü�à�ß κp(δ) ç
ð	Ù�ß

ß�ï�ß�×�Þ3ß/Û�Ô2Û#Ö/Ü�Ù�×�ä¿Ù�Ü�ß/Õ3Ü�Ø,ß��¿]_Ü�Û�Ú�î
N.�3Ü�Þ
�'Ö�Þ3ß/Õ3Ø7Ô ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕIÖ

K+ åIß��'Ö���Ô2Û#Ö/Ü�Ù�×�ä Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ß	î
ô���î�bµÕIÖ�Û�Ô­Üµß��3Ü�Þ
�	ÚñÛ � � 	 Ú Û � � 	 ã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ù�×�ärÚ
� � �6	 Þ3Ü�ã3ß�×�Õ3Ü�åI×�Ù�Û�Ü�Þ	Þ	Ô­Ø7Ú¿Û�Ô2ð	Ú3×�áIÜ�Þ	Ú	ä	Ø7Ú×µë�ð3Ü�Ù�ß�Ø Ù�ß/à�ß ç ð	Ù�ß�Û���Ù�ß�Ø ×�á3ë�ðIÖ/Ü_×�ã	ÕIÖ�Û�Ü�å	á3Ú	Û�ß?ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß � ×�Ø2î	ã	Õ	Ú3Ø,Ü�Õ � î �
	

a∗(x) =

{
t−max{λ,γ}, 0 < t 6 1,

t−min{λ,γ}, t > 1.

bSß�á3ë�ð	Ú3Ø ß��3Ü�Þ
�	ë ×�Þ	Ú
��ë�Þ3ß/Õ3Ø7Ô ‖K−‖
L
p)
a (R+)

.
g9ß���â�Ø,Ü�Ø Ø7Ú	Þ	Ú3Ø7Ú
��Ú	Õ	ë �! �Ü�Ü ×�Ü�Ø,Ü��3×�Ù�Û�ß

	Së�Þ
�
�	Ú
�ñÛ�Û�Ú'åIÜ

fδ(x) =

{
x−ν+δ, 0 < x 6 1,

0, x > 1,

à�åIÜ
δ > 0, ν = 1− max{1,λ}

p′
î3XSØ,Ü�Ü�Ø

‖fδ‖Lp)
a (R+)

= sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε





1∫

0

dx

x
νp+ ε

p
(λ−νp)−δ(p−ε)





1
p−ε

.

NUÙ�×��9å�ÖQã	Õ3ß�×�Ù�Ô­Ø7ÚñÕIÖ/×�×�ë�ò�åIÜ�Þ	Ú	ä	Ø7Úñã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ø ç ð	Ù�ß fδ ∈ L
p)
a (R+)

î	N.�3Ü�Þ	Ú3Ø
K−fδ

ã3ß/Ù�ß/ð3Ü�ð	Þ3ß
×�Þ	Ú
��ë�î3XSØ,Ü�Ü�Ø ã	Õ	Ú

0 < x 6 1

K−fδ(x) =

1∫

0

K
−(1, t)fδ(xt) dt = x−ν+δ

1
x∫

0

K
−(1, t)t−ν+δ dt

= fδ(x)

1
x∫

0

K
−(1, t)t−ν+δ dt > fδ(x)

1∫

0

K
−(1, t)t−ν+δ dt.

NUÙ�×��9å�Ö�ã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ø

‖K−‖
L
p)
a (R+)

>

‖K−fδ‖Lp)
a (R+)

‖fδ‖Lp)
a (R+)

>

1∫

0

K
−(1, t)t−ν+δ dt.

� Ù�ß�ï/Ô ã3ß�á3ë�ð	Ú	Ù�âêß��3Ü�Þ
�	ë ×�Þ	Ú
��ë¿å	á3ä ‖K−‖
L
p)
a (R+)

ß�×�Ù/Ö/Ü�Ù�×�ä�ã3Ü�Õ3Ü��	Ù�Ú"��ã	Õ3Ü�åIÜ�á3ë�ã	Õ	Ú
δ → 0

î
bµÕ3Ü�åIÜ�á3â�Þ	Ô �¿ã3Ü�Õ3Ü�é#ß�å�ã3ß�å ��ÞIÖ���ß�Ø Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á�Ö�Û�ß���Ø,ß�ò!Ü�Þ�Û?×�Ú'á3ërÙ�Ü�ß/Õ3Ü�Ø7Ô ]_Ü�Û�Ú�î
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N.�3Ü�Þ
�'Ö?×�Þ	Ú
��ë å	á3ä ‖K+‖
L
p)
a (R+)

ã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ù�×�ä�Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ß?ã3ß�×�Õ3Ü�åI×�Ù�Û�ß�Ø 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú

fδ(x) =

{
0, 0 < x 6 1,

x−µ−δ, x > 1,

à�åIÜ
δ > 0 ç µ = 1− min{1,γ}

p′
î
B

� E7o�Ó � 8 � qWz#t{Ó*-�� . +��#!{s��
� E�BIE n +��#!{s�� t{s#vLx{s +(,IÓ � 8 � "CvLt{sCE ��� z#Ó��{x !{z#t{z � .��êz#t{x*!{z�.��{x{z .�t{z/vLÓ{x{z3E g ��Ù�ß�Ø

ã	ë�Þ
�	Ù�Ü�Ø7ÔaÕIÖ/×�×�Ø,ß/Ù�Õ	Ú3Ø ×�á3ë�ðIÖ��!ÕIÖ�å3Ú'á3â�Þ	Ô9éQä�åIÜ�Õ
k−(|x|, |y|) Ú k+(|x|, |y|) î/g"��Ù�ß�Ø�×�á3ë�ðIÖ/Ü�Ø7Ôã3ß�á3ë�ð	Ú3Øæë�Ù�Û�Ü�Õ#ò�åIÜ�Þ	Ú3ÜWï�ß�áIÜ�ÜW×�Ú'á3â�Þ3ß�Ü ç ð3Ü�Ø5ã	Õ3ß�×�Ù�ß!ß/à�ÕIÖ�Þ	Ú	ð3Ü�Þ	Þ3ß�×�Ù�â�ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ3ß/Û K− Ú K+ Û

à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�Ü�î�XSØ,Ü�Þ	Þ3ß ç Ø7Ô ã3ß�á3ë�ð	Ú3Ø�ß��3Ü�Þ
�	Ú�å	á3ä!Þ3ß/Õ3Ø ‖K−f‖
L
p)
a (Rn)

Ú ‖K+f‖
L
p)
a (Rn)ð3Ü�Õ3Ü��Q× 	_Ü�Õ	Ú	ð3Ü�×��	Ú3ÜQ×�Õ3Ü�å3Þ	Ú3Ü

F (ρ) :=
1

|Sn−1|

∫

Sn−1

f(ρσ) dσ

	Së�Þ
�
�	Ú	Ú
f � ×�Ø2î	Ù�Ü�ß/Õ3Ü�Ø7ë � î �
	 îe¿Ô ï/ë�åIÜ�Øyã3ß�á3â���ß/Û#Ö�Ù�â�×�ä¿Ù/Ö��	ò!ÜQ× 	_Ü�Õ	Ú	ð3Ü�×��	Ú3ØÝ×�Õ3Ü�å3Þ	Ú3Ø à�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/ÕIÖ

a
ì

A(ρ) :=
1

|Sn−1|

∫

Sn−1

a(ρσ) dσ, ρ ∈ R+.

e¿Þ3ß/à�ß�Ø,Ü�Õ	Þ	Ô­ÜWß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/Õ
K− Ú K+ ×�Û�ß�å3ä'Ù�×�ä �Åß�å3Þ3ß�Ø,Ü�Õ	Þ	Ô­Øyß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕIÖ/Ø K̄− Ú K̄+ ×2ä�å	j

ÕIÖ/Ø7Ú
k̄−

Ú
k̄+

ã3ß 	_ß/Õ3Ø7ë�á�Ö/Ø

K−f(x) = K̄−F (|x|), K+f(x) = K̄+F (|x|), � � 	
à�åIÜ

k̄−(ρ, r) = |Sn−1|ρn−1k−(ρ, r)
Ú
k̄+(ρ, r) = |Sn−1|ρn−1k+(ρ, r) ç ð	Ù�ßrã3ß���Û�ß�á3Ú	Ù¿Û�ß�×�ã3ß�á3â/j��ß/Û#Ö�Ù�â�×�ä5Õ3Ü���ë�á3â�Ù/Ö�Ù/Ö/Ø7Úæå	á3ä�ß�å3Þ3ß�Ø,Ü�Õ	Þ3ß/à�ß�×�á3ë�ðIÖ�ä ÞIÖrß�×�Þ3ß/Û#Ö�Þ	Ú	Ú5åIß��'Ö���Ô2Û#Ö/Ü�Ø,ß��aÞ	Ú	ò!Ü�áIÜ�Ø{j

Ø7Ô � î � î�NUÙ�Ø,Ü�Ù�Ú3Ø ×�áIÜ�å3ë �! !Ú3Ü_×�áIÜ�åI×�Ù�Û�Ú	äêÚ
�SÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö��SÜ�×�Ü�ÞIÖ'ì
∫

Sn−1

a(ρσ)λ dσ 6 |Sn−1|A(ρ)λ, 0 < λ < 1, � ���6	

|F (ρ)|q 6 1

|Sn−1|

∫

Sn−1

|f(ρσ)|q dσ, q > 1. � ���
	

7¿z�qµqWs � E�BIE 6 1#"���
'�¥���	�	
�0 $C�¥"���
'��$C����
��

∥∥K−f
∥∥
L
p)
a (Rn)

6
∥∥K̃−F̃

∥∥
L
p)

Ã
(R+)

,
∥∥K+f

∥∥
L
p)
a (Rn)

6
∥∥K̃+F̃

∥∥
L
p)

Ã
(R+)

, � ���6	
�ª� �

K̃−F (ρ) =

∞∫

0

k̃−(ρ, r)F (r) dr, K̃+F (ρ) =

∞∫

0

k̃+(ρ, r)F (r) dr,

F̃ (ρ) =
∣∣Sn−1

∣∣ 1pρ
n−1
p F (ρ), Ã(ρ) =

∣∣Sn−1
∣∣ρn−1A(ρ),
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k̃−(ρ, r) =
∣∣Sn−1

∣∣
(
ρ

1
p r

1
p′
)n−1

k−(ρ, r), k̃+(ρ, r) =
∣∣Sn−1

∣∣
(
ρ

1
p r

1
p′
)n−1

k+(ρ, r).

C
R�ß/à�á�Ö/×�Þ3ß � � 	 Ú3Ø,Ü�Ü�Ø

∫

Rn

∣∣K−f(x)
∣∣p−ε

a(x)
ε
p dx =

∞∫

0

ρn−1
∣∣K̄−F (ρ)

∣∣p−ε
∫

Sn−1

a(ρξ)
ε
p dξdρ.

T ß/à�å�Ö�Û?×�Ú'á3ë � ���6	
∫

Rn

∣∣K−f(x)
∣∣p−ε

a(x)
ε
p dx 6

∣∣Sn−1
∣∣

∞∫

0

ρn−1
∣∣K̄−F (ρ)

∣∣p−ε
A(ρ)

ε
p dρ.

NUÙ�×��9å�Öaã	Õ#ä	Ø7Ô­Ø7Údã	Õ3Ü�ß�ï/ÕIÖ���ß/Û#Ö�Þ	Ú	ä	Ø7ÚZã	Õ	Ú'é#ß�å3Ú3Ø �iã3Ü�Õ	Û�ß�Ø7ëÝÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ë Û � ���6	 î�g�Ù�ß/Õ3ß�ÜÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß�åIß��'Ö���Ô2Û#Ö/Ü�Ù�×�ä Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ß	î
B7¿z�qµqWs � E JCEC=����?"�������������$ - � �  	$	��		�	�

f
��1#"���
'�¥���	�	
 - � -�- ��$ -�� ��$	�C�

‖f‖
L
p)
a (Rn)

6 ‖f‖
L
p)
A
(Rn)

,

�ª� �
A (x) := 1

|Sn−1|
∫
Sn−1

a(|x|σ) dσ.
C
O_á3ä_åIß��'Ö���Ö�Ù�Ü�á3â�×�Ù�Û#ÖWåIß�×�Ù/Ö�Ù�ß/ð	Þ3ßµÛUáIÜ�Û�ß���ðIÖ/×�Ù�Ú�ã	Õ	Ú3Ø,Ü�Þ	Ú	Ù�âµÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß � ���6	�ç ã3Ü�Õ3Ü��'å3ä�ñã3ß�á3ä'Õ	Þ	Ô­Ø ��ß�ß/Õ�å3Ú	ÞIÖ�Ù/Ö/Ø2î

B
RLáIÜ�å3ë �! �Ö�ä áIÜ�Ø,ØLÖ�åIß��'Ö���Ô2Û#Ö/Ü�Ù�×�ä Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ßÅ×µã3ß�Ø,ß� !â�� Þ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö � ���
	 î7¿z�qµqWs � EGM�E �U 3�����

A (x) = A(|x|) 8{+�- �ª���

‖F‖
L
p)
A
(Rn)

6 ‖f‖
L
p)
A
(Rn)

, � � � 	
�ª� �

F (x) := 1
|Sn−1|

∫
Sn−1 f(|x|σ) dσ

8
gi×�áIÜ�å3ë �! �Ü��êÙ�Ü�ß/Õ3Ü�Ø,Ü_Ø7ÔZÕIÖ/×�×�ØLÖ�Ù�Õ	Ú	Û#Ö/Ü�ØÝÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö�Û�Ú'å�Ö

‖K−f‖
L
p)
a (Rn)

6 C−‖F‖
L
p)
A
(Rn)

, ‖K+f‖
L
p)
a (Rn)

6 C+‖F‖
L
p)
A
(Rn)

, � � � 	
à�åIÜ

F (x) = F (|x|) ç a è ã	Õ3ß/Ú
��Û�ß�á3â�Þ	Ô � à�ÕIÖ�Þ'å3Ú
��Ö�Ù�ß/Õ ÞIÖ
R

n ç × 	_Ü�Õ	Ú	ð3Ü�×��'Ö�äÅ×�Õ3Ü�å3Þ	ä'ä���ß/Ù�ß/Õ3ß/à�ßÕIÖ�Û�ÞIÖ 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú
A (x) = A(|x|) ç Ö5Ù/Ö��	ò!Ü¿å�Ö/Ü�Ø ß��3Ü�Þ
�	Úd×�Þ	Ú
��ë Úi×�Û�Ü�Õ�é'ë å	á3äÝÞIÖ�Ú'á3ë�ð % Ú'é��ß/Þ3×�Ù/Ö�Þ	Ù

C−
∗
Ú
C+
∗
Û � � � 	 îNWï�ß���ÞIÖ�ð	Ú3Ø

d−(A) :=
∣∣Sn−1

∣∣ sup
0<ε<p−1

∞∫

1

∣∣k− (t, 1)
∣∣ t

n
p−ε

−1
A∗(t)

ε
p(p−ε) dt,

d+(A) :=
∣∣Sn−1

∣∣ sup
0<ε<p−1

1∫

0

∣∣k+ (t, 1)
∣∣ t

n
p−ε

−1
A∗(t)

ε
p(p−ε) dt,

κ
−
n :=

∞∫

1

∣∣k−(1, y)
∣∣ y

n
p′
−1
dy, κ

+
n :=

1∫

0

∣∣k+(y, 1)
∣∣ y

n
p
−1 dy.
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��z � t{z�qWs � E�BIE �U 3�����
1 < p < ∞ *

A(|x|) 
 ��"���$#���3
���� - " $��
R

n *��  	$	��		�	� k−(|x|, |y|)�
k+(|x|, |y|) - ��$ - " - ��$	0h������1C��$	� −n 8ô�î � ���	�

d−(A) < ∞, d+(A) < ∞,
� - $C�¥"���
'��$C����
�� � � � 	 
�021 - �	$����Q��� � �

C− = d−(A)�
C+ = d+(A)

� -�- ��
'��������
'��$	$ -�8
ô�ô�î � ���	�

tγA(t)
$C�L
 - 
�"������������W$��

R+
������$C��� - � - " - � -

γ ∈ R
����� - � -�* ��� -

κ−n (min{n, γ}) <
∞,

� -
C− 6 |Sn−1|κ−n (min{n, γ}) 8 � ���	� tλA(t) $C�S ���02
������Å$�� R+

������$C��� - � - " - � -
λ ∈ R����� - � -�* ��� -

κ+n (max{n, λ}) <∞,
� -
C+ 6 |Sn−1|κ+n (max{n, λ}) 8ô�ô�ô�î � ���	�

A ∈ L1(Rn)
�
k−(|x|, |y|) > 0

*
k+(|x|, |y|) > 0

* � -  3��� - 
����
κ
−
n < ∞ *

κ
+
n <∞ $C� - � � - ���3�70d����� - ��"���$	������$	$ - ����� - 1C�¥"���� - " - 


K− �
K− � -�- ��
'��������
'��$	$ - 
���"���$#��


1#" - ����"���$C����
'�
L
p)
a (R+).

�­"�� ��� - �a�����ê$����	�� �� � ���ê� - $C������$C��
?$C�¥"���
'��$C����
�� � � � � 	 ��1#"���
'�¥��
�	�	
�0 - 	C��$	�	�
∣∣Sn−1

∣∣κ−
n 6 C−

∗ ,
∣∣Sn−1

∣∣κ+
n 6 C+

∗ . � ���6	
ô���î �­"��

a(x) = |x|−λ(1 + |x|)λ−γ , λ, γ ∈ R,
� $C� - ��"���	�����������$	0 � ��� �¥"æ$����	�� �� � �C�S� - $ 


������$C��0 
 � � � 	  �� - 
��C����
 - "����Q�!$C�¥"���
'��$C����
����
∣∣Sn−1

∣∣κ−n (max{n, λ}) 6 C−
∗ 6

∣∣Sn−1
∣∣κ−n (min{n, λ, γ}), � � � 	

∣∣Sn−1
∣∣κ+n (min{n, γ}) 6 C+

∗ 6
∣∣Sn−1

∣∣κ+n (max{n, λ, γ}). � � � 	
� �#������$ - ����� * 1#"��

λ = γ = n
�3�����Q�Q������� - "���
'��$C����
��

C−
∗ =

∣∣Sn−1
∣∣κ−

n , C+
∗ =

∣∣Sn−1
∣∣κ+

n .

C
O!ß��'Ö���Ö�Ù�Ü�á3â�×�Ù�Û�ß�Ù�Ü�ß/Õ3Ü�Ø7ÔAã3ß�å3à�ß/Ù�ß/Û/áIÜ�Þ3ß�áIÜ�Ø,Ø,ß�� � î � î bµÕ	Ú3Ø,Ü�Þ	ä'äaÙ�Ü�ß/Õ3Ü�Ø7ë �'î � Û¿ã	ÕIÖ�jÛ�Ô9é ðIÖ/×�Ù�ä�é Þ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û � ���6	�ç ã3ß�×�áIÜWÕ#ä�å�Ö!ã	Õ3ß�×�Ù�Ô9é ã	Õ3Ü�ß�ï/ÕIÖ���ß/Û#Ö�Þ	Ú
�êã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Øaë�Ù�Û�Ü�Õ#ò�åIÜ�Þ	Ú3ÜÙ�Ü�ß/Õ3Ü�Ø7Ô Û�åIß�×�Ù/Ö�Ù�ß/ð	Þ3ß���ðIÖ/×�Ù�Ú�î

O_á3ä5ã3ß�á3ë�ð3Ü�Þ	Ú	äaß��3Ü�Þ3ß��aÞ3ß/Õ3Ø�×�Þ	Ú
��ë�Ûêã	ë�Þ
�	Ù/Ö�éaô�ô�ôUÚæô�� Þ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö � ���6	 Þ3Ü�ã	Õ	Ú3Ø,Ü�Þ	Ú'jØ7Ô_î7PSß Ø7Ô Û�ß�×�ã3ß�á3â���ë�Ü�Ø,×�ä Ù�Ü�Ø ç ð	Ù�ß�ÞIÖ¿ÕIÖ�å3ÚIÖ�á3â�Þ	Ô9é 	Së�Þ
�
�	Ú	ä�éæÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö � ���6	 Ú � ���
	�çÖ�×�áIÜ�åIß/Û#Ö�Ù�Ü�á3â�Þ3ß ç ÚêÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö � ���6	�ç ã	Õ3Ü�Û�ÕIÖ� �Ö��WÙ�×�äêÛ�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û#Ö'îbSß�á3ë�ð	Ú3Ø ã3Ü�Õ	Û�ë � ß��3Ü�Þ
�	ërÚ
� � ���6	 î3V7Ö/×�×�Ø,ß/Ù�Õ	Ú3Ø Ø7Ú	Þ	Ú3Ø7Ú
��ë �! !ë � 	Së�Þ
�
�	Ú
�

fδ(x) =

{
|x|−

n
p
+δ, 0 < |x| 6 1,

0, |x| > 1,

à�åIÜ
δ > 0

î­NUð3Ü�Û�Ú'å3Þ3ß
fδ ∈ Lp(Rn)

Ú ç ×�áIÜ�åIß/Û#Ö�Ù�Ü�á3â�Þ3ß ç Ûy×�Ú'á3ëÝÛ��'á
�Wð3Ü�Þ	Ú	ä A ∈ L1(Rn) ç
fδ ∈ L

p)
a (Rn)

î	g�Û�Ú'å3ërÕIÖ�å3ÚIÖ�á3â�Þ3ß�×�Ù�Ú
fδ
Ú3Ø,Ü�Ü�Ø

‖K−fδ‖Lp)
A (Rn)

=
∥∥K̃−F̃δ

∥∥
L
p)

Ã
(R+)

,

à�åIÜ
Ã(ρ) = |Sn−1|ρn−1A(ρ), F̃δ(ρ) =

1
|Sn−1|

∫
Sn−1 fδ(ρσ) dσ = |Sn−1|

1
pρ

n−1
p fδ(ρ).g9ß�×�ã3ß�á3â���ß/Û#Ö�Û % Ú3×�â ã3Ü�Õ	Û�Ô­Ø Ú
�?Þ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û � � 	�ç ã3ß�×�áIÜ?Þ3Ü�×�áIß�ò�Þ	Ô9éæã	Õ3Ü�ß�ï/ÕIÖ���ß/Û#Ö�Þ	Ú
�yã3ß�já3ë�ð	Ú3Ø

∥∥K−fδ
∥∥
L
p)
A (Rn)

> κ
−
n

∥∥F̃δ

∥∥
L
p)

Ã
(R+)

= |Sn−1|κ−
n ‖fδ‖Lp)

A (Rn)
.

T Ü�Ød×�Ö/Ø7Ô­Ø ã3Ü�Õ	Û�ß�Ü�Ú
��Þ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û � ���6	 åIß��'Ö���Ö�Þ3ß	î�g�Ù�ß/Õ3ß�Ü�ã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ù�×�ä5Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ßrã3ß�×�Õ3Ü�å	j×�Ù�Û�ß�Ø 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú

fδ(x) =

{
0, 0 < |x| 6 1,

|x|−
n
p
−δ, |x| > 1,

à�åIÜ
δ > 0.O!ß��'Ö���Ö�Ù�Ü�á3â�×�Ù�Û�ßiÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û � � � 	 Ú � � � 	 Ö�ÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ßÝåIß��'Ö���Ö�Ù�Ü�á3â�×�Ù�Û�ë Þ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û � � 	Ú � � 	 î B



� ��$ - ��� - " - $	$	�C�µ�	$C������"�������$	0µ� - 1C�¥"���� - "�0�� - ��$ - " - ��$	0­�7�����	"����7� � �
� E JCE ����� x � . +��#!{s���E NWï�ß���ÞIÖ�ð	Ú3Ø

κ−p :=

∫

|x|61

K
− (e1, x)

1

|x|
n
p

dx,

`−(a) := sup
0<ε<p−1

∫

|x|>1

∣∣K − (x, e1)
∣∣ [a∗ (|x|)]

ε
p(p−ε)

|x|
n

(p−ε)′
dx.

� Ö/Ø,Ü�Ù�Ú3Ø ç ð	Ù�ß `−(a) 6
∫
|x|>1 |K − (x, e1)|max

{
[a∗(|x|)]

1
p′ ,

1

|x|
n
p′

}
dx,

ð	Ù�ßêã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ù�×�äaÛ�Ô9j

ð	Ú3×�áIÜ�Þ	Ú3Ü�Ø
sup0<ε<p−1

[a∗(|x|)]
ε

p(p−ε)

|x|
n

(p−ε)′
.

��z � t{z�qWs � E JCE �U 3�����
1 < p < ∞, a = a(|x|) * ���	" - K −(x, y)

- ��$ - " - ��$ - ������1C��$	� −n�Ý�	$	
���"�����$C��$ - - ��$ - ���C��������$ - 
�"����Å��$	�	� 8 � ���	�
`−(a) < ∞,

� -a- 1C�¥"���� - "
K− - ��"���$	������$


���"���$#��
 1#" - ����"���$C����
'�
L
p)
a (Rn)

�

‖K−‖
L
p)
a (Rn)

6 `−(a). � � � 	
� ���	�

K −(x, y) > 0
�
a ∈ L1(Rn)

* � -  3��� - 
��C�
κ−p < ∞ $C� - � � - ���3� - �����5����� - � - ��"���$	������$ 


$ - �����ê�

κ−p 6 ‖K−‖
L
p)
a (Rn)

. � � � 	
C
N.�3Ü�Þ	Ú3Ø ‖K−f‖

Lp−ε(Rn,a
ε
p )

×�Û�Ü�Õ�é'ë�î'O_á3ä���Ù�ß/à�ß?ã	Õ3Ü�åI×�Ù/Ö�Û�Ú3Ø
K−f(x)

Û�Û�Ú'åIÜ

K−f(x) =
∫

|y|6|x|

|y|−
n
qq′ K

−(x, y)
1
q′

(
a(|x|)

ε
p

a(|y|)
ε
p

) 1
qq′

|y|
n
qq′ K

−(x, y)
1
q

(
a(|y|)

ε
p

a(|x|)
ε
p

) 1
qq′

f(y) dy.

bµÕ	Ú3Ø,Ü�Þ	ä'äñÞ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß [��Ü�á3â/åIÜ�ÕIÖ ç ã3ß�á3ë�ð	Ú3Ø

|K−f(x)| 6 {∆}
1
q′





∫

|y|6|x|

|y|
n
q′ |K −(x, y)|

(
a(|y|)

ε
p

a(|x|)
ε
p

) 1
q′

|f(y)|q dy





1
q

,

à�åIÜ
∆ =

∫
|y|6|x| |y|

−n
q |K −(x, y)|

(
a(|x|)

ε
p

a(|y|)
ε
p

) 1
q

dy. � Ö/Ø,Ü�Þ	Ú	Û q ÛñÛ�Ô2ÕIÖ�ò!Ü�Þ	Ú	Ú�å	á3ä ∆
ÞIÖ

p − ε
Ú

×°åIÜ�á�Ö�Û ��Ö/Ø,Ü�Þ	ërã3ß�åIß�ï/Ú	ä
y → |x|y ç ã3ß�á3ë�ð	Ú3Ø

∆ = |x|−
n

p−ε

∫

|y|61

|y|−
n

p−ε

∣∣∣∣K
−
(
x

|x| , y
)∣∣∣∣
(

a(|y|)
a(|x||y|)

) ε
p(p−ε)

dy.

g ã3ß�×�áIÜ�å3Þ3Ü�Ø Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�áIÜQ×°åIÜ�á�Ö/Ü�Ø ��Ö/Ø,Ü�Þ	ërÛ�ÕIÖ� �Ü�Þ	Ú	ä
y = ω(z),

ã	Õ	Ú ��ß/Ù�ß/Õ3ß�Ø
ω(e1) =

x
|x| ,

à�åIÜ

e1 = (1, 0, . . . , 0),
ÚñÛ�ß�×�ã3ß�á3â���ë�Ü�Ø,×�ä¿Þ3Ü�ÕIÖ�Û�Ü�Þ3×�Ù�Û�ß�Ø

sup
t<1

a(t)

a(xt)
6 a∗

(
1

x

)
, x > 0,



� � <7����"��'�������C��
 698��y8

ÚêÚ	Þ	Û#Ö�Õ	ÚIÖ�Þ	Ù�Þ3ß�×�Ù�â�� 	Së�Þ
�
�	Ú	Ú
K

ß/Ù�Þ3ß�×�Ú	Ù�Ü�á3â�Þ3ßÅÛ�ÕIÖ� �Ü�Þ	Ú
��ì

∆ 6 |x|−
n

p−ε

∫

|y|61

|y|−
n

p−ε
∣∣K − (e1, y)

∣∣
[
a∗

(
1

|y|

)]− ε
p(p−ε)

dy.

RLåIÜ�á�Ö�ÛÅÛ�Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�áIÜ_ã	Õ3Ü�ß�ï/ÕIÖ���ß/Û#Ö�Þ	Ú3ÜQÚ	Þ	Û�Ü�Õ3×�Ú	Ú ç ã3ß�á3ë�ð	Ú3Ø ∆ 6 |x|−
n

p−ε `−ε (a),
à�åIÜ

`−ε (a) :=
∫

|x|>1

∣∣K − (x, e1)
∣∣ [a∗ (|x|)]

ε
p(p−ε)

|x|
n

(p−ε)′
dx.

T{Ö��	Ú3ØÝß�ï/ÕIÖ���ß�Ø ç ã3ß�á3ë�ðIÖ/Ü�Ø

∣∣K−f(x)
∣∣ 6 [`−ε (a)]

1
(p−ε)′

|x|
n

(p−ε)(p−ε)′





∫

|y|6|x|

|y|
n

(p−ε)′ |K −(x, y)|
(
a(|y|)

ε
p

a(|x|)
ε
p

) 1
(p−ε)′

|f(y)|p−ε dy





1
p−ε

.

O�Ö�áIÜ�Ü ç Ú3Ø,Ü�Ü�Ø

‖K−f‖
Lp−ε

(

Rn,a
ε
p
) 6 [`−ε (a)]

1
(p−ε)′

{∫

Rn

|f(y)|p−ε|y|
n

(p−ε)′

×
∫

|y|6|x|

|x|−
n

(p−ε)′ |K −(x, y)|
(
a(|y|)

ε
p

a(|x|)
ε
p

) 1
(p−ε)′

a(|x|)
ε
pdxdy

} 1
p−ε

=[`−ε (a)]
1

(p−ε)′

{∫

Rn

|f(y)|p−ε|y|
n

(p−ε)′ a(|y|)
ε

p(p−ε)′

∫

|y|6|x|

|x|−
n

(p−ε)′ |K −(x, y)|a(|x|)
ε

p(p−ε) dx dy

} 1
p−ε

.

bSß�×�áIÜ���Ö/Ø,Ü�Þ	Ô
x→ |y|x ÚñÛ�ÕIÖ� �Ü�Þ	Ú	äñÛ�ß�Û�Þ	ë�Ù�Õ3Ü�Þ	Þ3Ü�Ø Ú	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�áIÜ ç ã3ß�á3ë�ð	Ú3Ø

‖K−f‖
Lp−ε

(

Rn,a
ε
p
) 6 [`−ε (a)]

1
(p−ε)′

{∫

Rn

|f(y)|p−εa(|y|)
ε

p(p−ε)′ dy

×
∫

|x|>1

|x|−
n

(p−ε)′ |K −(x, e1)|a(|x||y|)
ε

p(p−ε) dx

} 1
p−ε

= [`−ε (a)]
1

(p−ε)′

{∫

Rn

|f(y)|p−εa(|y|)
ε
p dy ×

∫

|x|>1

|x|−
n

(p−ε)′ |K −(x, e1)|
(
a(|x||y|)
a(|y|)

) ε
p(p−ε)

dx

} 1
p−ε

6 [`−ε (a)]
1

(p−ε)′ ‖f‖
Lp−ε

(

Rn,a
ε
p
) ×

{∫

|x|>1
|x|−

n
(p−ε)′ |K −(x, e1)| [a∗(|x|)]

ε
p(p−ε) dx

} 1
p−ε

= [`−ε (a)]
1

(p−ε)′ [`−ε (a)]
1

p−ε ‖f‖
Lp−ε

(

Rn,a
ε
p
) = `−ε (a)‖f‖Lp−ε

(

Rn,a
ε
p
).

NUÙ�×��9å�Ö?×µë�ð3Ü�Ù�ß�Ø � �
	�ç ã	Õ	Ú'é#ß�å3Ú3Ø � � � � 	 î
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O_á3äråIß��'Ö���Ö�Ù�Ü�á3â�×�Ù�Û#Ö ß��3Ü�Þ
�	Ú�×�Þ	Ú
��ëñÛ � � � 	 Û�ß���â�Ø,Ü�Ø Ø7Ú	Þ	Ú3Ø7Ú
��Ú	Õ	ë �! �Ü�ÜQ×�Ü�Ø,Ü��3×�Ù�Û�ß 	Së�Þ
�'j�	Ú
�rÛ!Û�Ú'åIÜ

fδ(x) = |x|−
n
p
+δ

(1 + |x|)−2δ .
T{Ö����'Ö��

fδ ∈ Lp(Rn)
Ú
a ∈ L1(Rn) ç Ù�ß fδ ∈ L

p)
a (Rn)Û�×�Ú'á3ë � �6	 î'X �_ß/à�ÕIÖ�Þ	Ú	ð3Ü�Þ	Þ3ß�×�Ù�Ú�ß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕIÖ K− Û�à�ÕIÖ�Þ'å	jíã	Õ3ß�×�Ù�ÕIÖ�Þ3×�Ù�Û�Ü

L
p)
a (Rn)

×�áIÜ�å3ë�Ü�Ù ç ð	Ù�ßß/Þêß/ã	Õ3Ü�åIÜ�áIÜ�Þ¿ÞIÖ�	Së�Þ
�
�	Ú	Ú
fδ
î	XSØ,Ü�Ü�Ø

K−fδ(x) =
∫

|y|61

K
−(e1, y)fδ(|x|y) dy.

]_Ü�à ��ß?ã	Õ3ß/Û�Ü�Õ	Ú	Ù�â ç ð	Ù�ß fδ(xy) > fδ(x)fδ(y).
T ß/à�å�Ö

K−fδ(x) > κ−p (δ)fδ(x),

à�åIÜ
κ−p (δ) =

∫
|y|61 K −(e1, y)fδ(y) dy

îCRLáIÜ�åIß/Û#Ö�Ù�Ü�á3â�Þ3ß ç

‖K−‖
L
p)
a (Rn)

>

‖K−fδ‖Lp)
a (Rn)

‖fδ‖Lp)
a (Rn)

> κ−p (δ).

NW×�Ù/Ö/Ü�Ù�×�ä ã3Ü�Õ3Ü��	Ù�Ú��Åã	Õ3Ü�åIÜ�á3ë?ã	Õ	Ú
δ → 0

ã3ß�å���ÞIÖ���ß�ØaÚ	Þ	Ù�Ü�à�ÕIÖ�á�Ö ç ß/ã	Õ3Ü�åIÜ�á3ä��! �Ü�à�ß κ−p (δ) ç
ð	Ù�ß

ß�ï�ß�×�Þ3ß/Û�Ô2Û#Ö/Ü�Ù�×�ä¿Ù�Ü�ß/Õ3Ü�Ø,ß��¿]_Ü�Û�Ú�î
B

\UÞIÖ�áIß/à�Ú	ð	Þ3ß�Üµë�Ù�Û�Ü�Õ#ò�åIÜ�Þ	Ú3ÜS×�ã	ÕIÖ�Û�Ü�å	á3Ú	Û�ß�ÚÅå	á3ärß/ã3Ü�ÕIÖ�Ù�ß/ÕIÖ
K+ ×!��Ö/Ø,Ü�Þ3ß��

κ−p
Ú
`−(a)

ÞIÖ

κ+p =

∫

|x|>1

K
+ (x, e1)

1

|x|
n
p′
dx

Ú

`+(a) = sup
0<ε<p−1

∫

|x|61

∣∣K + (e1, x)
∣∣ |x|−

n
p−ε [a∗ (|x|)]

ε
p(p−ε) dx

×�ß�ß/Ù�Û�Ü�Ù�×�Ù�Û�Ü�Þ	Þ3ß	î
������������	
����
��������������������������������������� !����������"$#�%�&�%'#(��)+*'�-,��-��������,������.������"�
$������/��.����,�"��������������

����������	0/1��������/�)+����)+"2����3�����,�������"4,���3�������	
�!,���)+��5�����/768%

7¿x*)'z#t{s�)���t{s

) Á!9;:�<>=�?A@+BDC�B EGF�<IHKJ�?�L�?NMOB8P!B E(@D<RQ+<>?�S�T1UVBDWXBZY7¤/©�£ª´�º/�� /³�À�¬/³_ �¬�¤/£¥Ñ�¤�¦�¯���º/£ª´/«�©���´���²�Á [ /QÁ \G]L«ª¡�½�« ¼
)_^�*�` Á [-a ^�^ ¨�Á

& Á2bZQGcI:�d�cfe�g�L�<RTh@+B�WXBZi ¶°´/«�¤�¬�¢/£¥¤�¤/��¨ª©�¹U �¬�¤/£¥Ñ�¤�¦�¯_��º/£ª´/«�©���´���²µ²µ²�£ª¨ª��²�¦�¯���®���®�jL£¥¤�¤�¦�¯!¶°´/«�¤�§/¸Gº/´���¨ª©�¸´/«�¤/¨ª©�²�«�¯U»,£ª®�£¥¶ª«lkmk-n�£ª¨ª©�¤�Á'o ½�«°§'Á�¤�«ª¡�½$p,£¥¢/£¥¤/¨ª½���ÑW´�£ª¨¥º�Á [ &('�)_q Á [!r�Á )_^ ¼�s & Á [ - Á�tIu ^ Á
q Á2bZQGcI:�d�cfe�g�L�<RTv@+B�WXB�i{®���®�jL£¥¤�¬/£ º/��¤/³�©�¬/³L¶°´/«�¤�§/¸Gº/´���¨ª©�´/«�¤/¨ª©�²�«{»,£ª®�£¥¶ª«-kmk.Y,·¥²�Á�²�¡�·ª��²�Á�/µ«�©�£ª±I«�©�¬/½�«�Á [
&('�) a�Á [!r�Á�a�Á [xw Á�a & u�t )�y º/£ª´#Á�¤�«U«�¤�¶k �Á \�z({I|�{K}f~�� � �_~��R� ��|1���D�R��{-|����R� ��|4���G��}f~�|'�4��{I�7{I�>����{-�>�'~ % {�Á��;���>�>� ~�|��~��R�#Á��m����Á��(�
���kÁ [ &('�) a�Á [-�D��� Á�t ` ¼�s a�Á [!�'Á q tIu�a q Áa�Á2bZQGcI:�d�cfe�g�L�<RTN@+B8WXBZi ¶°´/«�¤�¬�¢/£¥¤�¤/��¨ª©�¹Wº/��©�£¥¤�À�¬�«� �«��	¬/¨ª¨°«W²S²�£ª¨ª��²�¦�¯���®���®�jL£¥¤�¤�¦�¯�¶°´/«�¤�§/¸Gº/´���¨ª©�´/«�¤�¸
¨ª©�²�«�¯W»,£ª®�£¥¶ª«xkmk-nI �«°§/¬/½�«�²�½#Á�±I«�©�Á�¾�¡�´�¤�Á [ &('�) a�Á [!r�Á )_� ¼�s & Á [xw Á ��& u ��` Át�Á2bZQGcI:�d�cfe�g�L�<RT$@+B�WXB��7 /��©�¤/��¨ª©�¹Lº/´���¨ª©�´/«�¤/¨ª©�²�«7»7¬/·ª��´�½�¬�¤�«{²�¶°´/«�¤�§/¸Gº/´���¨ª©�´/«�¤/¨ª©�²�«�¯�»,£ª®�£¥¶ª«!kmk�nI �«°§/¬�¸
½�«�²�½#Á�±I«�©�Á�¾�¡�´�¤�Á [ &('�) t�Á [!r�Á )�* ¼�s q Á [xw Á * tIu `�q Á

� Á-�f�8�������K ¢¡GB E.£�¤�¥�¦K§�¥����h¨+B;©(|ª�R��{4� |��R{I��}f~���� � � ��«¬�����R��{X­®~ % ����� ~�|A��|'��{K}$¯x� |�� ¯l~��.��«��7���R��{I�>{I�°kmkN±V} % �#Á�(~��R� ��|'~��Z�${ % �#Á'±;|'~�� Á [ )_^�^�& Á [-�D��� Á ) )_^ Á [!�'Á )�&�^ u ) a q Á
* Á!²���¦f�I³Z�_´µ� ���7´µ¶;·�B�²!B E�£���¸x¹�¥�£�B�º.B�»D¼��'~��R� ��|��¾½V� �R����|�¿®��� ���R� ¿®{
©(�7{K}f~��R��}R�ªÁ [!ÀG���Á�R��|�\�ÀG� }RÂ���Ã~����>{K} ¼ &(' '�) Á
` Á!².¥�¹�� Ä ��¶>Å7Æ�� Ä �-Ç¾B E+È2�R¶>¹�Å��VÉ�B EGÊ(��Ëµ�R� ¦f¥2Ì�B E+����§h£���¸x¹�¥°£�BZ��|��R{I��}f~��;©(�7{K}f~��R��}R�!� |NÍ(��|�¸Î�Á�f~�|'��~�}f�NÏ���| % �R� ��|Ð �'~ % {I�ªÁ��D��� Á��kÁ��G~�}R� ~���� {+»ZÑ��7��|�{I|��Z��{I�7{I�>����{¾~�|'��±;¯l~�� �®~�¯ Ð �'~ % {I�ªÁ [!À+~��>{I�m\�ÀG� }RÂ��'~����>{K} ¼ &('�)_� Á [ ) u�t `�� �#Á [�Î©(�7{K}f~��R��}(Ò+��{I��}>«�\'±V��¿�~�| % {I�V~�|'�$±;����� Á & a ` �kÁ
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