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Àííîòàöèÿ. �àáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè êðèòåðèåâ ïðèìåíèìîñòè ê ïîëíûì ñèíãó-

ëÿðíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðàì ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ïî ñåìåéñòâàì ñèëüíî àïïðîêñèìèðóþ-

ùèõ èõ îïåðàòîðîâ ñ ¾âûðåçàííîé¿ îñîáåííîñòüþ ÿäðà Êîøè. �àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîëíîãî ñèí-

ãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ íåïðåðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè, äåéñòâóþùåãî â Lp-ïðîñò-

ðàíñòâå íà çàìêíóòîì êîíòóðå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíòóð ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëÿïóíîâñêèì è íå

èìååò òî÷åê âîçâðàòà. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà íåêîòîðîé áà-

íàõîâîé àëãåáðû. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà �îõáåðãà � Êðóïíèêà.

Îñíîâíîé àêöåíò ñäåëàí íà ëîêàëüíîì àíàëèçå â óãëîâûõ òî÷êàõ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã

ïðåäëîæåííîãî È. Á. Ñèìîíåíêî ìåòîäà êâàçèýêâèâàëåíòíûõ îïåðàòîðîâ. Êðèòåðèé �îðìóëèðóåò-

ñÿ â òåðìèíàõ îáðàòèìîñòè íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ñîïîñòàâëÿåìûõ óãëîâûì òî÷êàì

è äåéñòâóþùèõ â Lp-ïðîñòðàíñòâå íà âåùåñòâåííîé îñè, è óñëîâèÿõ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè â òî÷êàõ

êîíòóðà, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëÿïóíîâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñëîâèå Ëÿïóíîâà, êóñî÷íî-ëÿïóíîâñêèé êîíòóð, ïîëíûé ñèíãóëÿðíûé èíòå-

ãðàëüíûé îïåðàòîð, ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà, ðàâíîìåðíàÿ îáðàòèìîñòü, ëîêàëüíûé ïðèí-

öèï.
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1. Ââåäåíèå

Âîïðîñàì ïðèìåíèìîñòè ê îïåðàòîðàì òèïà ñèíãóëÿðíûõ è îïåðàòîðàì áëèçêèõ

ê íèì êëàññîâ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ. Óïî-

ìÿíåì çäåñü, íàïðèìåð, ðàáîòû [1, 2℄ è ìîíîãðà�èþ [3℄.

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò [4�8℄, ïîñâÿùåííûõ îáîñíîâàíèþ

ìåòîäà âûðåçàíèÿ îñîáåííîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ òèïà ñèíãóëÿðíûõ â ïðîñòðàíñòâàõ ñóì-

ìèðóåìûõ �óíêöèé. �àññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè ê ïîëíîìó ñèíãóëÿðíîìó

èíòåãðàëüíîìó îïåðàòîðó ñ íåïðåðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè íà êóñî÷íî-ëÿïóíîâñêîì

êîíòóðå ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ïî ñåìåéñòâó îïåðàòîðîâ ñ ¾âûðåçàííîé¿ îñîáåííîñòüþ

ÿäðà Êîøè.
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2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü {Aε : ε > 0} � ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, A� ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå. Çàïèñü s- limε→+0Aε = A îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ε→ +0 îïåðàòîðû Aε ñõîäÿòñÿ

ê îïåðàòîðó A â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè. Åñëè ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò,

êðîìå òîãî, è ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, áóäåì îòìå÷àòü ýòî çàïèñüþ s∗- limε→+0Aε = A.
Óêàçàííîå âûøå ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îáðàòèìûì, åñëè âñå ýòè îïåðàòîðû

îáðàòèìû è sup{‖A−1
ε ‖ : ε > 0} <∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Aε}ε>0

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî îáðàòèìî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ñåìåéñòâî

îïåðàòîðîâ {Aε : 0 < ε < ε0} ðàâíîìåðíî îáðàòèìî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s- limε→+0Aε = A è îïåðàòîð A îáðàòèì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ê

îïåðàòîðó A ïðèìåí�èì ïðèáëèæåííûé ìåòîä ïî ñåìåéñòâó {Aε} ïðè ε → +0, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî âñå îïåðàòîðû ñåìåéñòâà îáðàòèìû ïðè 0 < ε < ε0 è

s- limε→+0A
−1
ε = A−1

.

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ïðîåêöèîííîãî ìåòî-

äà [9, ñ. 90℄.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîãî �àêòà òåî-

ðèè ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ [9, ñ. 91, òåîðåìà 2.1℄.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s- limε→+0Aε = A è îïåðàòîð A îáðàòèì. Ê îïå-

ðàòîðó A ïðèìåíèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä ïî ñåìåéñòâó {Aε}ε>0 ïðè ε → +0 â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ñåìåéñòâî àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî îáðàòèìî.

Ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð

ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êëàññà àíàëèçèðóåìûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ

çàìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êóñî÷íî-ëÿïóíîâñêàÿ êðèâàÿ. Áîëåå òî÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ZΓ ⊂ Γ, ÷òî êàæäàÿ äóãà, ëåæàùàÿ

íà êðèâîé Γ, èìåþùàÿ êîíöàìè äâå òî÷êè èç ZΓ è íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ òî÷åê ýòîãî

ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà, âêëþ÷àÿ ñâîè êîíöû.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà ZΓ ëó÷è, ÿâëÿþùèåñÿ îä-

íîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè â ýòîé òî÷êå, íå ñîâïàäàþò (ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî êðèâàÿ íå

ñîäåðæèò òî÷åê âîçâðàòà). Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òî÷êà, â êîòîðîé

íàðóøàåòñÿ óñëîâèå Ëÿïóíîâà, îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ëó÷è, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ Γ,
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå [10, ñ. 21℄. Åñëè �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äëÿ

íåêîòîðîé òî÷êè c ∈ (a, b) ñóæåíèÿ ýòîé �óíêöèè íà îòðåçêè [a, c] è [c, b] óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ ��åëüäåðà, òî �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ��åëüäåðà íà âñåì îòðåçêå [a, b].
Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ê �óíêöèè θ(t), óãëó íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷êå t ∈ Γ,
ïîëó÷àåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ��åëüäåðà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàññìàò-

ðèâàåìîé òî÷êè t0.
�àññìîòðèì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ) (çäåñü è âñþäó íèæå, åñëè íå îãîâî-

ðåíî ïðîòèâíîå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1 < p <∞) îïåðàòîð ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

(Sf)(t) =
1

πi

∫

Γ

f(τ)

τ − t
dτ, t ∈ Γ,

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Îïåðàòîð S îãðàíè÷åí

â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ) [11℄.
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Äëÿ ε > 0 è t ∈ Γ îáîçíà÷èì Γε(t) = {τ ∈ Γ : |t − τ | > ε}. Ââåäåì ñåìåéñòâî

äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ) èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ îãðàíè÷åííûìè ÿäðàìè

(Sεf)(t) =
1

πi

∫

Γε(t)

f(τ)

τ − t
dτ, t ∈ Γ, ε > 0.

Îïåðàòîðû Sε îãðàíè÷åíû è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî s∗- limε→+0 Sε = S.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç C(Γ) îáîçíà÷èì àëãåáðó âñåõ îïðåäåëåííûõ è íåïðåðûâíûõ íà Γ
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé. ×åðåç Kp(Γ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêò-

íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ). Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå áóäåì

èñïîëüçîâàòü äëÿ Lp-ïðîñòðàíñòâ íà äðóãèõ ìíîæåñòâàõ.

Ââåäåì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ) ïîëíûé ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïå-

ðàòîð ñ íåïðåðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè A = aI+bS+T , ãäå a, b ∈ C(Γ), I � åäèíè÷íûé

îïåðàòîð, T ∈ Kp(Γ).

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Aε = aI + bSε + T , ε > 0. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
s∗- limε→+0Aε = A.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé ðàâíîìåðíîé îá-

ðàòèìîñòè ñåìåéñòâà {Aε}. Ôîðìóëèðóåìûé íèæå êðèòåðèé îáîáùàåò ïîëó÷åííûé ðàíåå
ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ êîíòóðà òèïà Ëÿïóíîâà [6℄.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå α, 0 < α < π, α 6= π/2. �àññìîòðèì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C

ëó÷è

γ1 =
{
eiαx : x > 0

}
, γ2 =

{
e−iαx : x > 0

}
.

Íà ëó÷å γ1 (γ2) âûáåðåì îðèåíòàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ âîçðàñòàíèþ (óáûâàíèþ) ïàðà-

ìåòðà x. Îáîçíà÷èì: γ = γ1 ∪ γ2. �àññìîòðèì îïåðàòîð B, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå
Lp(γ) ïî �îðìóëå

(Bf)(x) =
1

πi

∫

y∈γ,
|y−x|>1

f(y)

y − x
dy, x ∈ γ. (1)

Îïåðàòîð B îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Lp(γ). Çàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ B è êîíòóðîâ γ, γ1,
γ2 îò α ìû äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè íå îòìå÷àåì, îãîâàðèâàÿ â äàëüíåéøåì, êàêîå çíà÷åíèå

α èìååòñÿ ââèäó.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç R (R+, R−) îáîçíà÷àåì âåùåñòâåííóþ îñü (ñîîòâåòñòâåííî ïîëî-

æèòåëüíóþ, îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñè).

Ââåäåì èçîìîð�èçì U : Lp(R) → Lp(γ), äåéñòâóþùèé ïî �îðìóëå

U : f 7→

{
f(e−iαx), x ∈ γ1,

f(−eiαx), x ∈ γ2.

Îáîçíà÷èì S(α) := U−1BU . Îïåðàòîð S(α)
äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Lp(R) ïî �îðìóëå

(
S(α)f

)
(x) =

1

πi

∞∫

−∞

kα(x, y)f(y) dy, x ∈ R, (2)
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ãäå ÿäðî kα îïðåäåëÿåòñÿ íà R× R óñëîâèÿìè

kα(x, y) =





1

y − x
, (x, y) ∈ (R+ × R+) ∪ (R− × R−), |y − x| > 1,

1

y + e2iαx
, x ∈ R+, y ∈ R−, |y + e2iαx| > 1,

1

y + e−2iαx
, x ∈ R−, y ∈ R+, |y + e−2iαx| > 1,

0, äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà R× R.

Â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ïðèâîäèìûå íèæå îöåíêè äëÿ íîðìû èí-

òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü u ⊂ R � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî íåíóëåâîé ìåðû, k � îïðåäåëåííàÿ íà u × u
èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ. Îáîçíà÷èì

c1 = sup ess
y∈u

∫

u

|k(x, y)| dx, c∞ = sup ess
x∈u

∫

u

|k(x, y)| dy.

Åñëè c1 <∞, c∞ <∞, òî [12, 
. 903, òåîðåìà 9.5.1℄ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Kf)(x) =

∫

u

k(x, y)f(y) dy, x ∈ u,

îãðàíè÷åí âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(u), 1 6 p 6 ∞, è èìååò ìåñòî îöåíêà

‖K‖p 6 c
1

p

1 · c
1− 1

p

∞ . (3)

Ïðèâåäåì òåïåðü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà �îõáåðãà � Êðóïíè-

êà [11, ãë. 12℄.

Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊂ A íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëèçóþùèì êëàññîì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íóëåâîãî ýëåìåíòà è äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ M
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈M , ÷òî a1a = aa1 = a, a2a = aa2 = a. Ïóñòü M � ëîêàëè-

çóþùèé êëàññ. Ýëåìåíòû x, y ∈ A íàçûâàþòñÿ M -ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

inf
a∈M

‖a(x− y)‖ = 0, inf
a∈M

‖(x− y)a‖ = 0.

Ýëåìåíò x ∈ A íàçûâàåòñÿ M -îáðàòèìûì ñëåâà (ñïðàâà), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ýëå-

ìåíòû y ∈ A, a ∈ M , ÷òî yxa = a (axy = a). Ýëåìåíò x ∈ A íàçûâàåòñÿ M -îáðàòèìûì,

åñëè îí M -îáðàòèì ñëåâà è ñïðàâà. Ñèñòåìà {Mτ}τ∈T ëîêàëèçóþùèõ êëàññîâ íàçûâàåò-

ñÿ ïîêðûâàþùåé, åñëè èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ aτ ∈ Mτ , τ ∈ T, ìîæíî âûáðàòü

êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, ñóììà ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì àë-

ãåáðû A.

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà �îðìóëèðóåòñÿ òàê [11, ñ. 355, òåîðå-

ìà 1.1℄.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü {Mτ}τ∈T � ïîêðûâàþùàÿ ñèñòåìà ëîêàëèçóþùèõ êëàññîâ

â áàíàõîâîé àëãåáðå A, x ∈ A � ýëåìåíò, êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ýòèõ

ëîêàëèçóþùèõ êëàññîâ, è äëÿ êàæäîãî τ ∈ T ýëåìåíò x Mτ -ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîìó

ýëåìåíòó yτ ∈ A. Òîãäà ýëåìåíò x îáðàòèì â àëãåáðå A â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

äëÿ êàæäîãî τ ∈ T Mτ -îáðàòèì ýëåìåíò yτ .
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3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå ñåìåéñòâ {Aε}ε>0 ëèíåé-

íûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ), äëÿ êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóþò ïðåäåëû s∗- limε→+0Aε. Ìíîæåñòâî A ñ ¾ïîêîîðäèíàòíûìè¿ îïåðàöèÿìè ñëîæå-

íèÿ, óìíîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà (êîìïëåêñíûé) ñêàëÿð è íîðìîé ‖{Aε}‖ = supε>0 ‖Aε‖
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, ñîñòîÿ-

ùåå èç âñåõ ñåìåéñòâ {T + ∆ε}ε>0, ãäå T ∈ Kp(Γ), {∆ε}ε>0 � ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

lim
ε→+0

‖∆ε‖ = 0.

Ìíîæåñòâî J ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì äâóñòîðîííèì èäåàëîì â àëãåáðå A.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3 [6℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð A îáðàòèì. Ñåìåéñòâî {Aε}
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî îáðàòèìî â òîì è òîëüêî ñëó÷àå, êîãäà ñìåæíûé êëàññ

{Aε}+ J ∈ A/J îáðàòèì.

Äëÿ òî÷êè t ∈ Γ îáîçíà÷èì ÷åðåç Mt ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé ϕ ∈ C(Γ), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: 0 6 ϕ(τ) 6 1 äëÿ âñåõ τ ∈ Γ è ìíîæåñòâî ϕ−1(1) ⊂ Γ ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè t. ×åðåç Mt îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ

{ϕI}ε>0+J ∈ A/J, ãäå ϕ ∈ Mt. Î÷åâèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî {Mt}t∈Γ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùåé
ñèñòåìîé ëîêàëèçóþùèõ êëàññîâ â àëãåáðå A/J. Ñìåæíûé êëàññ {Aε} + J êîììóòèðóåò

ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ýòèõ ëîêàëèçóþùèõ êëàññîâ. Ýòî âûòåêàåò èç êîìïàêòíîñòè êîì-

ìóòàòîðà ϕS − SϕI äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈ C(Γ).
Äëÿ t0 ∈ Γ ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {a(t0)I + b(t0)Sε}ε>0. Ñìåæíûå êëàññû

{Aε}+J è {a(t0)I+ b(t0)Sε}+J ÿâëÿþòñÿ Mt0 -ýêâèâàëåíòíûìè. Ýòî âûòåêàåò èç êîììó-

òèðîâàíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ñ ýëåìåíòàìè ñìåæíîãî êëàññà Mt0 è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

inf
{
‖ϕ(h − h(t0))‖C(Γ) : ϕ ∈ Mt0

}
= 0,

âûïîëíÿþùåãîñÿ äëÿ ëþáîé �óíêöèè h ∈ C(Γ).
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè ñìåæíîãî êëàññà

{Aε}+ J íàì îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü êðèòåðèé Mt0-îáðàòèìîñòè ñìåæíîãî êëàññà {A
(t0)
ε }+ J

äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t0 ∈ Γ. Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâîäèìîì íèæå àíàëèçå ìû èñïîëü-

çóåì ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [13℄, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèâàòü ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñàìî îïðåäåëåíèå èç [13℄ ìû íå ïðè-

âîäèì, ïîñêîëüêó çäåñü èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå êëàññû áàíàõîâûõ àëãåáð.

Çà�èêñèðóåì òî÷êó t0 ∈ ZΓ. �àññìîòðèì çàìêíóòóþ äóãó u ⊂ Γ, ñîäåðæàùóþ òî÷-

êó t0 âíóòðè è íå ñîäåðæàùóþ äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà ZΓ. Òî÷êà t0 äåëèò äóãó íà

äâå çàìêíóòûå äóãè u1 è u2, ñîäåðæàùèå òî÷êó t0 è ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè, ñëåäóþùèå

çà t0 è ïðåäøåñòâóþùèå t0. Ïóñòü T+ è T− � ëó÷è ñ âåðøèíàìè â òî÷êå t0, ÿâëÿþùè-
åñÿ îäíîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè â òî÷êå t0 + 0 (ñî ñòîðîíû òî÷åê, ñëåäóþùèõ çà t0)
è â òî÷êå t0 − 0. Ñäâèãàÿ è ïîâîðà÷èâàÿ êîíòóð Γ, ñîâìåñòèì òî÷êó t0 ñ òî÷êîé z = 0
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à ëó÷è T+ è T− � ñîîòâåòñòâåííî ñ ââåäåííûìè âûøå ëó÷àìè

γ1 è γ2 ïðè ïîäõîäÿùåì çíà÷åíèè α = α(t0). Ïóñòü ϕ � ïðåîáðàçîâàíèå, ðàçâîðà÷èâà-

þùåå äóãó u íà ëîìàíóþ γ = γ1 ∪ γ2. Òî÷íåå, äëÿ t ∈ u1 (t ∈ u2) ïîëàãàåì ϕ(t) = eiαs
(ϕ(t) = e−iαs), ãäå s � äëèíà äóãè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè t0 è t, ëåæàùåé â u1 (ñîîòâåò-
ñòâåííî â u2). Èç óñëîâèÿ Ëÿïóíîâà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ��åëüäåðà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ u1 è u2. Êðîìå òîãî, limε→+0 ϕ
′(t) = 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî [10, ñ. 21℄, �óíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ��åëüäåðà íà âñåé äóãå u.
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Îáîçíà÷èì: v = ϕ(u). �àññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð W : Lp(v) → Lp(u), äåéñòâó-
þùèé ïî �îðìóëå (Wf)(t) = f(ϕ(t)), t ∈ u. Îïåðàòîð W ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è

îáðàòèìûì. Ââåäåì äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå Lp(u) îïåðàòîðû

(
S(u)
ε f

)
(t) =

1

πi

∫

t∈u,
|t−τ |>ε

f(τ)

τ − t
dτ, t ∈ u, ε > 0.

Àíàëîãè÷íûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå Lp(v) îáîçíà÷èì ÷åðåç S
(v)
ε . Ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

WS(v)
ε W−1 − S(u)

ε = T +∆ε, ε > 0,

ãäå T ∈ Kp(u), {∆ε} � ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàí-

ñòâå Lp(u), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ limε→0 ‖∆ε‖ = 0.

⊳ Îáîçíà÷èì:

Rε =WS(v)
ε W−1 − S(u)

ε , ε > 0.

Òîãäà

(Rεf)(t) =
1

πi

∫

τ∈u,
|ϕ(τ)−ϕ(t)|>ε

ϕ′(τ)

ϕ(τ)− ϕ(t)
f(τ) dτ −

1

πi

∫

τ∈u,
|τ−t|>ε

f(τ)

τ − t
dτ.

�àññìîòðèì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Lp(u) îïåðàòîð

(Tf)(t) =
1

πi

∫

u

(
ϕ′(τ)

ϕ(τ)− ϕ(t)
−

1

τ − t

)
f(τ) dτ, t ∈ u.

Ýòî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ÿäðî êîòîðîãî èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,

îí ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Îáîçíà÷èì ∆ε = Rε − T , ε > 0, è ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî limε→+0 ‖∆ε‖ = 0. Îïåðàòîð ∆ε ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:

∆ε = ∆(1)
ε +∆(2)

ε +∆(3)
ε ,

ãäå ∆
(i)
ε � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå ïðî �îðìóëàì

(∆(i)
ε f)(t) =

∫

u

δ(i)ε (t, τ)f(τ) dτ, t ∈ u,

à ÿäðà δ
(i)
ε (t, τ) îïðåäåëåíû íà u×u, ðàâíû ïðèâîäèìûì íèæå âûðàæåíèÿì íà óêàçàííûõ

ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà u× u è ðàâíû íóëþ íà îñòàâøèõñÿ åãî ÷àñòÿõ:

δ(1)ε (t, τ) =
1

πi

(
ϕ′(τ)

ϕ(τ)− ϕ(t)
−

1

τ − t

)
, |ϕ(t)− ϕ(τ)| < ε, |τ − t| < ε;

δ(2)ε (t, τ) =
1

πi

1

τ − t
, |ϕ(t)− ϕ(τ)| > ε, |τ − t| < ε;

δ(3)ε (t, τ) =
1

πi

ϕ′(τ)

ϕ(τ)− ϕ(t)
, |ϕ(t)− ϕ(τ)| < ε, |τ − t| > ε.
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Ïîêàæåì, ÷òî limε→+0

∥∥∆(i)
ε

∥∥ = 0, i = 1, 2, 3.

ßäðî δ
(1)
ε (t, τ) äîïóñêàåò îöåíêó

∣∣δ(1)ε (t, τ)
∣∣ 6 const

|τ − t|λ

ïðè íåêîòîðîì λ, 0 < λ < 1. Îòñþäà è èç îöåíîê (3) ñëåäóåò, ÷òî limε→+0

∥∥∆(1)
ε

∥∥ = 0.

Îöåíèâàåì ñâåðõó íîðìû èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ∆
(2)
ε . Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàí-

òû èç (3) îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

sup
t∈u

∫
|dτ |

|τ − t|
6

1

π
sup ess

t∈u
mesEε(t),

ãäå ïðè �èêñèðîâàííîì t ∈ u èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó

Eε(t) =
{
τ ∈ u : |ϕ(τ) − ϕ(t)| > ε, |τ − t| < ε

}
,

mesEε(t) � ëèíåéíàÿ ëåáåãîâà ìåðà ìíîæåñòâà Eε(t). Ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

mesEε(t) 6 h(ε)ε, t ∈ u, ãäå �óíêöèÿ h(ε) îïðåäåëåíà ïðè ε > 0 è limε→+0 h(ε) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî limε→+0

∥∥∆(2)
ε

∥∥ = 0.

Ïî òîé æå ñõåìå àíàëèçèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
∆

(3)
ε

}
. ⊲

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
è J′ áàíàõîâó àëãåáðó è åå èäåàë, ñîñòîÿùèå èç ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå Lp(γ), îïðåäåëÿåìûå ïî àíàëîãèè ñ ðàññìîò-

ðåííûìè âûøå àëãåáðîé A è èäåàëîì J. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M′
ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé

ψ ∈ C(γ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 0 6 ψ(x) 6 1, x ∈ γ, ψ−1(1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 0 ∈ γ. Ïóñòü M ′ ⊂ A′/J′ � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

{ψI ′ : ε > 0}+J′, ãäå I ′ � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Lp(γ). ÌíîæåñòâîM ′
ÿâëÿ-

åòñÿ ëîêàëèçóþùèì êëàññîì â àëãåáðå A′/J′. Ââåäåì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Lp(γ)
îïåðàòîð

(S′
εf)(x) =

1

πi

∫

y∈γ,
|y−x|>ε

f(y)

y − x
dy, x ∈ γ, ε > 0.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ñìåæíûé êëàññ

{
a(t0)I + b(t0)Sε : ε > 0

}
+ J ∈ A/J (4)

Mt0-îáðàòèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñìåæíûé êëàññ

{
a(t0)I

′ + b(t0)S
′
ε : ε > 0

}
+ J′ ∈ A′/J′ (5)

M ′
-îáðàòèì.

⊳ Âîñïîëüçóåìñÿ ââåäåííûìè âûøå äóãàìè u è v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (P ′
) îïåðàòîð

óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ìíîæåñòâà u (ìíîæåñòâà v), äåéñòâóþùèé
â ïðîñòðàíñòâå Lp(Γ) (Lp(γ)). Ñìåæíûé êëàññ (4)Mt0-îáðàòèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ñìåæíûé êëàññ

{
Pu(a(t0)I + b(t0)Sε)Pu : ε > 0

}
+ J ∈ A/J. (6)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîîòíîøåíèè �óíêöèþ ψ, íî-
ñèòåëü êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå u. Èç ïîäîáíûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñìåæ-
íûå êëàññû (5) è {

Pv(a(t0)I
′ + b(t0)S

′
ε)Pv : ε > 0

}
+ J′ ∈ A′/J′ (7)

M ′
-îáðàòèìû îäíîâðåìåííî. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî ñìåæíûé

êëàññ (6) Mt0-îáðàòèì îäíîâðåìåííî ñî ñìåæíûì êëàññîì (7). ⊲

Ëåììà 3. Ñìåæíûé êëàññ

{
a(t0)I

′ + b(t0)S
′
ε : ε > 0

}
+ J′ ∈ A′/J′

M ′
-îáðàòèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îáðàòèì îïåðàòîð a(t0)I

′ + b(t0)S
′
1.

⊳ �àññìîòðèì îïåðàòîðû Vλ, λ > 0, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå Lp(γ) ïî �îðìóëå

(Vλf)(x) = λ1/pf(λx), x ∈ γ.

Îïåðàòîðû Vλ ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷åñêèìè è îáðàòèìûìè, V −1
λ = V1/λ. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî VλSεV1/λ = Sε/λ.

Åñëè h ∈ C(γ), òî VλhV1/λ = h(λ)I ′, ãäå h(λ)(x) = h(λx).
Ïðè λ → ∞ îïåðàòîðû Vλ ñõîäÿòñÿ ê íóëåâîìó îïåðàòîðó â ñëàáîé îïåðàòîðíîé

òîïîëîãèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà T ∈ Kp(γ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèå s∗- limε→+0 VεTV1/ε = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bε = a(t0)I
′+b(t0)S

′
ε. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñìåæíûé êëàññ {Bε : ε > 0}+ J′ ∈ A′/J′ M ′
-îáðàòèì. Çàïèøåì óñëîâèå M ′

-îáðàòèìîñòè

ñëåâà:

CεBεψI
′ = ψI ′ + T +∆ε, ε > 0, (8)

ãäå {Cε}, {∆ε} ∈ A′
, limε→+0 ‖∆ε‖ = 0, �óíêöèè ψ ∈ M′

, T ∈ Kp(γ).
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð B1 îãðàíè÷åí ñíèçó, ò. å.

inf
{
‖B1f‖ : f ∈ Lp(γ), ‖f‖ = 1

}
> 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (8) ñëåâà íà îïåðàòîðû Vε, ñïðàâà � íà V1/ε, ïîëó÷àåì

VεCεV1/εB1ψ
(ε)I ′ = ψ(ε)I ′ + VεTV1/ε + Vε∆εV1/ε, ε > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K = supε>0 ‖Cε‖. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î íåîãðàíè÷åííîñòè ñíèçó

îïåðàòîðà B1 íàéäåòñÿ òàêàÿ �èíèòíàÿ �óíêöèÿ f ∈ Lp(γ), ÷òî ‖f‖ = 1, ‖B1f‖ < 1/2K.

Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ψ(ε)f = f ,

∥∥(VεCεV1/εB1ψ
(ε)I ′

)
f
∥∥ < 1

2
.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

lim
ε→+0

∥∥(ψ(ε)I ′ + VεTV1/ε + Vε∆εV1/ε
)
f
∥∥ = 1.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, îïåðàòîð B1 îãðàíè÷åí ñíèçó.

Àíàëîãè÷íî èçM ′
-îáðàòèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ñìåæíîãî êëàññà ñïðàâà, ïåðåõîäÿ

ê ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì, âûâîäèì îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó îïåðàòîðà B∗
1 . Ñëåäîâàòåëü-

íî, îïåðàòîð B1 îáðàòèì.
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Åñëè îïåðàòîð B1 îáðàòèì, òî èç ðàâåíñòâà Bε = V1/εB1Vε âûâîäèì îáðàòèìîñòü ñå-

ìåéñòâà {Bε} â àëãåáðå A
′
, à, ñëåäîâàòåëüíî, è M ′

-îáðàòèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ñìåæ-

íîãî êëàññà. ⊲

Ââåäåì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Lp(R) îïåðàòîð Â(t0) = a(t0)I + b(t0)S
(α)
, ãäå

çíà÷åíèå α = α(t0) îïðåäåëåíî âûøå, îïåðàòîð S
(α)

îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (2). Îïåðà-

òîð B1, ââåäåííûé â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3, ïîäîáåí îïåðàòîðó Â(t0)
. Ñëåäîâàòåëüíî,

ýòè îïåðàòîðû îáðàòèìû èëè íåò îäíîâðåìåííî.

Ìû çàâåðøèëè àíàëèç òî÷åê t0 ∈ ZΓ.

Äëÿ òî÷êè t0 ∈ Γ \ ZΓ îáîçíà÷èì ÷åðåç Â(t0)
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå

Lp(R) ïî �îðìóëå

(
Â(t0)f

)
(x) = a(t0)f(x) +

b(t0)

πi

∫

y∈R,
|y−x|>1

f(y)

y − x
dy, x ∈ R. (9)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå àíàëèçîì Mt0 -îáðàòèìîñòè ñìåæíîãî êëàññà{
A

(t0)
ε

}
+ J â óãëîâîé òî÷êå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Mt0-îáðàòèìîñòü â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî-

ñèëüíà îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà Â(t0)
. Â ñòàòüå [6℄ äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð (9) îáðàòèì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a(t0) + λb(t0) 6= 0 (∀λ ∈ [−1, 1]).

Èç ïðèâåäåííûõ ïîñòðîåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A = aI + bS + T (a, b ∈ C(Γ), T ∈ Kp(Γ) � äåéñòâóþùèé â ïðî-

ñòðàíñòâå Lp(Γ) îáðàòèìûé îïåðàòîð. Ê îïåðàòîðó A ïðèìåíèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä

ïî ñåìåéñòâó îïåðàòîðîâ Aε = aI + bSε + T ïðè ε→ +0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

êàæäîé òî÷êè t0 ∈ Γ îáðàòèì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Lp(R) îïåðàòîð Â
(t0)

.
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Abstra
t. The paper 
ontinues resear
h of the 
riteria of appli
ability to 
omplete singular integral

operators of approximate methods using families of strongly approximating them operators with the �
ut out�

singularity of the Cau
hy kernel. The 
ase of a 
omplete singular integral operator with 
ontinuous 
oe�
ients

a
ting on Lp-spa
e on a 
losed 
ontour is 
onsidered. It is assumed that the 
ontour is pie
ewise Lyapunov

and has no 
usps. The task is redu
ed to a 
riterion of invertibility of an element in some Bana
h algebra.

The study is performed using the lo
al prin
iple of Gokhberg and Krupnik. The fo
us is on the lo
al analysis

at the 
orner points. For this purpose, an analogue of the method of quasi-equivalent operators proposed

by I. B. Simonenko is used. The 
riterion is formulated in terms of invertibility of some integral operators

asso
iated with the 
orner points a
ting on Lp-spa
e on the real axis, and strong ellipti
ity 
onditions at the


ontour points with the Lyapunov 
ondition.
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