
Âëàäèêàâêàçñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë

2019, Òîì 21, Âûïóñê 1, Ñ. 62�73

ÓÄÊ 517.53

DOI 10.23671/VNC.2019.1.27735

�ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÓÈÒÍÈ, ÒÅÎ�ÅÌÛ ÂËÎÆÅÍÈß

È ÂÎÏ�ÎÑÛ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ Â ÂÅÑÎÂÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

#

Ô. À. Øàìîÿí

1
, Å. Â. Òàñîåâà

2

1
Ñàðàòîâñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. �. ×åðíûøåâñêîãî,

�îññèÿ, 410012, Ñàðàòîâ, óë. Àñòðàõàíñêàÿ, 83;

2
Áðÿíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. È. �. Ïåòðîâñêîãî,

�îññèÿ, 241036, Áðÿíñê, óë. Áåæèöêàÿ, 14

E-mail: shamoyanfa�yandex.ru, eka3543628�yandex.ru

Àííîòàöèÿ. Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Óèòíè êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êâàäðàòîâ, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Â ñòàòüå, èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà êâàäðàòîâ Óèòíè, ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå: äëÿ êàæäîãî öåíòðà ak

êâàäðàòà Óèòíè ñóùåñòâóåò òî÷êà a∗

k ∈ C/G òàêàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû îòêðûòîãî ìíîæå-

ñòâà G çàêëþ÷àåòñÿ ìåæäó äâóìÿ êîíñòàíòàìè íåçàâèñèìî îò k. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà Óèòíè â ñòàòüå,
â ÷àñòíîñòè, óñòàíàâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà zk

∞

1 ⊂ G, ïðè êîòîðîì îïåðàòîð

R(f) = (f(z1), f(z2), . . . , f(zn), . . .) îòîáðàæàåò îáîáùåííûå ïëîñêèå êëàññû Íåâàíëèííû ïî ìíîæå-

ñòâó G â lp.
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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü G � îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ àíàëè-

òè÷åñêèõ �óíêöèé â G ÷åðåç H(G), ïëîñêóþ ìåðó Ëåáåãà íà C îáîçíà÷èì ÷åðåç m2.

Â äàëüíåéøåì äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ �óíêöèé f è g ñ îáùåé îáëàñòüþ îïðåäåëå-

íèÿ E çàïèøåì g(ζ) . f(ζ), ζ ∈ E, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c òàêîå, ÷òî
g(ζ) 6 cf(ζ), ζ ∈ E. Îïðåäåëèì êëàññ Sp

α:

Sp
α(G) =

{
f ∈ H(G) :

∫

G

(
ln+ |f(z)|

)p
ρα(z,aG) dm2(z) < +∞

}
.

#
�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ap
α(G) ñîîòâåòñòâóþùåå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà [1℄, ò. å.

Ap
α(G) =

{
f ∈ H(G) :

∫

G

|f(z)|pρα(z,aG) dm2(z) < +∞

}
.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ρ(F,E) � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè F è E.
Ïóñòü Q � íåêîòîðîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̊ � âíóòðåííîñòü

ìíîæåñòâà Q. Åñëè Q � êâàäðàò, òî ÷åðåç Q(s), s ∈ R+, îáîçíà÷èì êâàäðàò, èìåþùèé

òîò æå öåíòð, ÷òî è Q, íî ðàñòÿíóòûé â s ðàç. Åñëè Q � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â C, òî

÷åðåç d(Q) îáîçíà÷èì äèàìåòð ìíîæåñòâà Q. Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì èçâåñòíóþ òåîðåìó

Óèòíè î ðàçëîæåíèè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà Óèòíè [2, 
. 199℄. Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â C. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîé íàáîð êâàäðàòîâ F = {Qk}
∞
k=1, ÷òî G =

⋃∞
k=1Qk,

à) Q̊k ∩ Q̊m = ∅, k 6= m;
á) d(Qk) 6 ρ(Qk,aG) 6 4d(Qk);
â) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ R+, 0 6 s < 5/4, êâàäðàòû {Qk(s)}

+∞
k=1 ïîêðûâàþò ìíîæå-

ñòâî G êîíå÷íîêðàòíî, ò. å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî P = P (s) ∈ N òàêîå, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà z
ìíîæåñòâà G ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì P (s) êâàäðàòàì èç ñèñòåìû {Qk(s)}

+∞
k=1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè. Ñêàæåì, ÷òî G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Ó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå

Óèòíè {Qk} è òî÷êè a∗k ∈ C\G òàêèå, ÷òî q1ρ(a
∗
k,aG) > qρ(ak,aG), ãäå ak � öåíòð êâàä-

ðàòà Qk, k = 1, 2, . . . , à q è q1 � äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íå çàâèñÿùèå

îò k.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Ó), ïðè ýòîì ïîäõîäÿò ëþáûå ðàçáèåíèÿ Óèòíè.

Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ýòî óæå íå òàê. Íàïðèìåð, åñëè G ñîâïàäàåò ñ ïî-

ëóïëîñêîñòüþ C+ = {z : Im z > 0} èëè C− = {z : Im z < 0}, òî óñëîâèå (Ó) î÷åâèäíî
äëÿ C+ è C−, à äëÿ îáëàñòè G = C\Π+

h , ãäå Π
+
h = {z ∈ C : Re z > 0, |Im z| < h/2}, î÷åâèä-

íî, ÷òî óñëîâèå (Ó) íå âûïîëíÿåòñÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Ó).

Çàìå÷àíèå 2. Îöåíêà ÷èñëà q ñíèçó âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè âûøåóêàçàííûõ êëàñ-
ñîâ è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò p è α (ñì. (5), (6)).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â C, G 6= C, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ (Ó), {zk}
∞
1 ⊂ G, {Qk}

∞
1 � ðàçëîæåíèå Óèòíè ìíîæåñòâà G. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1.
∞∑

k=1

ρ
(
zk,aG

)α+2(
ln+ |f(zk)|

)p
.

∫

G

(
ln+ |f(ζ)|

)p(
ρ(ζ,aG)

)α
dm2(ζ), f ∈Sp

α(D); (1)

2. sup
m>1

nm < +∞, ãäå nm := card{zk : zk ∈ Qm}. (2)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â C, G 6= C, {zk}
∞
1 ⊂ G, {Qk}

∞
1 �

ðàçëîæåíèå Óèòíè ìíîæåñòâà G. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1.
+∞∑

k=1

ρ(zk,aG)α+2|f(zk)|
p .

∫

G

|f(ζ)|pρ(ζ,aG)α dm2(ζ), f ∈ Ap
α(G);

2. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2).
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Äëÿ �îðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì åùå íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.

Ïóñòü îáëàñòü G ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì êðóãîì D:

D =
{
z ∈ C : |z| < 1

}
, k ∈ Z+, l ∈ Z, −2k 6 l 6 2k − 1,

ïîëîæèì

∆k,l =

{
z ∈ D : 1−

1

2k
6 |z| < 1−

1

2k+1
,
πl

2k
6 arg z <

π(l + 1)

2k

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî D =
⋃+∞

k=0

(⋃2k−1
l=−2k ∆k,l

)
, ñèñòåìà {∆k,l} ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ðàçëîæåíèÿ

Óèòíè äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà D.

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóþò òåîðåìû 1′ è 2′.

Òåîðåìà 1

′
. Ïóñòü {zk}

∞
1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç åäèíè÷íîãî êðó-

ãà D. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1.

+∞∑

k=1

(
1− |zk|

)α+2(
ln+ |f(zk)|

)p
.

∫

D

(
1− |ζ|

)α(
ln+ |f(ζ)|

)p
dm2(ζ), f ∈ Sp

α(D);

2. sup
k∈Z+

max
−2k6l<2k−1

card (zm : zm ∈ ∆k,l) < +∞. (3)

Òåîðåìà 2

′
. Ïóñòü 0 < p < +∞, α > −1, {zk}

∞
1 ⊂ D. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1.
+∞∑

k=1

(1− |zk|)
α+2 |f(zk)|

p .

∫

D

(1− |ζ|)α |f(ζ)|p dm2(ζ), f ∈ Ap
α(D);

2. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3).

Çàìå÷àíèå 3.Ìåòîä, ïðèìåíÿåìûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1, 2, áûë ðàçðàáîòàí

åùå â 1975 ã. â ðàáîòàõ ïåðâîãî àâòîðà [3, 4℄. Àíàëîã òåîðåìû 2, â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êðóãà

â äðóãèõ òåðìèíàõ, ðàíåå áûë ïîëó÷åí â õîðîøî èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Ê. Ñåéïà [5, ñ. 56;

6, ñ. 43℄.

Çàìå÷àíèå 4. Åñòåñòâåííî, â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ G, ìû ïðåäïîëà-

ãàåì íåòðèâèàëüíîñòü êëàññîâ Ap
α(G), Sp

α(G). Äîâîëüíî èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì

íàïðàâëåíèè, ïðè α = 0, ïîëó÷åíû Ë. Êàðëåñîíîì [7, ãë. 2℄.

Èç òåîðåìû 1′ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð

R(f) = (f(z1), . . . , f(zn), . . . )

ïðè óñëîâèè (3) îòîáðàæàåò Sp
α(D) â ïðîñòðàíñòâî

l̃ pα =

{
w =

{
wk

}∞
k=1

:

+∞∑

k=1

(
1− |zk|

)α+2 (
ln+ |wk|

)p
< +∞

}
.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà {zk}
∞
1 îïåðàòîð

R îòîáðàæàåò Sp
α íà l̃pα? Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçîâåì èíòåðïîëÿöèîííûìè äëÿ

êëàññà Sp
α(D). Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà Ap

α â åäèíè÷íîì

êðóãå D ðåøåíà â õîðîøî èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Ê. Ñåéïà [6, 
. 56℄.

Èç òåîðåì 1 è 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò òåîðåìû 3 è 4.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, G 6= C,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Ó), {zk}

∞
1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç G. Òîãäà ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1.

+∞∑

k=1

ρα+2
(
zk,aG

)(
ln+ |f(zk)|

)p
< +∞, f ∈ Sp

α(G);

2.

+∞∑

k=1

ρα+2
(
zk,aG

)∣∣g(zk)
∣∣p < +∞, g ∈ Ap

α(G).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü {zk}
∞
1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç åäèíè÷íîãî êðóãà D, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 1′. Åñëè {zk}
∞
1 � èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ

ïðîñòðàíñòâà Ap
α(D), −1 < α < +∞, 0 < p < +∞, òî îïåðàòîð R îòîáðàæàåò Sp

α íà l̃pα,
ò. å. {zk}

∞
1 ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è äëÿ êëàññà Sp

α(D).

2. Äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé

Ëåììà 1. Ïóñòü w ∈ C, |w| < σ < 21/m − 1, m ∈ N . Òîãäà

Re(1− w)m > δ > 0, δ = 2
1
m − 1− σ.

⊳ Ïóñòü w = ρeiθ, ÿñíî, ÷òî

Re(1− w)m = Re
(
1− ρeiθ

)m
= ρmRe

(
1

ρ
− eiθ

)m

= ρm
m∑

j=1

cjm(−1)j
1

ρm−j
cos θ

> ρm

(
1

ρm
−

m∑

j=1

cjm
ρm−j

)
=

(
1−

m∑

j=1

cjmρj

)
=
(
2− (1 + ρ)m

)
=
((

2
1
m

)m
− (1 + ρ)m

)

=
(
2

1
m − (1 + ρ)

)(m−1∑

j=1

2
1
m

j(1 + ρ)m−j−1

)
> 2

1
m − 1− ρ.

Ïîëîæèì δ = 21/m−1−σ. Òîãäà ïðè 0 6 ρ < σ < 21/m−1 ïîëó÷èì íóæíîå óòâåðæäåíèå. ⊲

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà

(ñì. [2, ñ. 15℄).

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, 0 < p < +∞, f � èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∫
|f(y)|p dµ(y) = p

+∞∫

0

tp−1g(t) dt,

ãäå g(t) = µ(x : |f(x)| > t), t > 0.

Ëåììà 2. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â C, G 6= C, C\(G ∪ aG) = Ω, β > α+ 2,
α > 0. Òîãäà, åñëè z ∈ Ω, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∫

G

ρ(ζ,aG)α

|ζ − z|β
dm2(ζ) .

1

(ρ(z,aG))β−α−2
.
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⊳ Ôèêñèðóåì òî÷êó z ∈ Ω. Ïîëîæèì X = {ζ ∈ C : |ζ − z| > ρ(z,aG)}, ε = ρ(z,aG),

fz(ζ) =

{
0, |z − ζ| < ε,
1

ζ−z , |ζ − z| > ε.

Â êà÷åñòâå µ ïîäáåðåì ìåðó dµα(ζ) = ρ(ζ,aG)αdm2(ζ). Ïîëîæèâ p = β, áóäåì èìåòü

∫

G

ρα(ζ,aG)

|ζ − z|β
dm2(ζ) 6

∫

G

|fz(ζ)|
p dµα(ζ) = β

+∞∫

0

tβ−1g(t) dt,

ãäå g(t) = µα(E(ζ : |fz(ζ)| > t)), t > 0. Ïåðåéäåì ê îöåíêå ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, ε = ρ(z,aG). Äîêàæåì, ÷òî åñëè t > 1/ε, òî g(t) = 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ t > 1/ε ñëåäóåò, ÷òî |z−ζ| < ε, ïî îïðåäåëåíèþ
fz(ζ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, E = ∅, ïîýòîìó g(t) = 0.

�àññìîòðèì ñëó÷àé 0 < t 6 1/ε. Òîãäà èç óñëîâèÿ |fz(ζ)| > t ñëåäóåò, ÷òî |ζ−z| < 1/t,
è ïîýòîìó E ⊂ {ζ ∈ C : ε < |ζ − z| < 1/t} ⊂ {ζ ∈ C : |ζ − z| < 1/t}. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñêîëüêó ρα(ζ,aG) 6 |ζ − z|α 6 1/tα, òî

g(t) = µα

(
E(ζ : |fz(ζ)| > t)

)
6

∫

|ζ−z|< 1
t

|ζ − z|α dm2(ζ) 6
π

tα+2
.

Òàêèì îáðàçîì,

β

+∞∫

0

tβ−1g(t) dt 6 πβ

1
ε∫

0

tβ−1

tα+2
dt =

πβ

(β − α− 2)εβ−α−2
,

ò. å. ∫

G

ρ(ζ,aG)α

|ζ − z|β
.

1

ρβ−α−2(z,aG)
, β > α+ 2. ⊲

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. 1) ⇒ 2): Ïóñòü {zk}
∞
1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èç G, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (1). Äîêàæåì, ÷òî åñëè {Qk}
∞
1 � ñîîò-

âåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå Óèòíè ìíîæåñòâà G, òî

sup
m>1

nm < +∞,

ãäå

nm = card{zk : zk ∈ Qm}.

Çà�èêñèðóåì ÷èñëî s ∈ N è êâàäðàò Qs â ðàçëîæåíèè Óèòíè ìíîæåñòâà G. Ïóñòü

z
(s)
1 , z

(s)
2 , . . . , z

(s)
ns � òî÷êè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zk}

∞
1 , ïðèíàäëåæàùåé êâàäðàòó Qs,

s ∈ N . Òîãäà îöåíêó

∞∑

k=1

ρ
(
zk,aG

)α+2(
ln+ |f(zk)|

)p
.

∫

G

(
ln+ |f(ζ)|

)p(
ρ(ζ,aG)

)α
dm2(ζ)
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ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

+∞∑

m=1

ρα+2(am,aG)

nm∑

l=1

(
ln+

∣∣∣f
(
z
(m)
l

)∣∣∣
)p

.

∫

G

(
ln+ |f(ζ)|

)p
ρα(ζ,aG) dm2(ζ),

ãäå am � öåíòð êâàäðàòà Qm. Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî

ρα+2(as,aG)

ns∑

l=1

(
ln+

∣∣∣f
(
z
(s)
l

)∣∣∣
)p

.

∫

G

ρ(ζ,aG)α
(
ln+ |f(ζ)|

)p
dm2(ζ). (4)

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè. Ïóñòü a∗s òàêàÿ òî÷êà èç C\G := Ω,
÷òî ρ(a∗s,aG) > qρ(as,aG). Ïîëîæèì

fs,k(z) = exp

{
eikϕs

(z − a∗s)
k

}
, z ∈ G, k ∈ N, k >

α+ 2

p
, ϕs = arg(as − a∗s), (5)

ïðè ýòîì 1/q < 22/k − 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî fs,k ∈ Sp

α(G). Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü îöåíêó (4) ê �óíêöèè fs,k.
Ïîëó÷èì

ρα+2(as,aG)

ns∑

l=1

(
ln+

∣∣∣fs,k
(
z
(s)
l

)∣∣∣
)p

.

∫

G

ρα(ζ,aG)α
(
ln+ |fs,k(ζ)|

)p
dm2(ζ).

ßñíî, ÷òî

ln+
∣∣fs,k(ζ)

∣∣ = Re

(
eikϕs

(ζ − a∗s)
k

)
6

1

|ζ − a∗s|
k
.

Äàëåå ïî ëåììå 2

∫

G

ρα(ζ,aG)
(
ln+ |fs,k(ζ)|

)p
dm2(ζ) 6

∫

G

ρα(ζ,aG)

|ζ − a∗s|
kp

dm2(ζ) .
1

ρ
(
a∗s,aG

)pk−α−2
,

ïîñêîëüêó k > (α+ 2)/p. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ρα+2(as,aG)

ns∑

l=1

(
ln+

∣∣∣fs,l
(
z
(s)
l

)∣∣∣
)p

.
1

ρ(a∗s,aG)pk−α−2
.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îöåíêå

(
ln+

∣∣f
(
z
(s)
l

)∣∣)p
ñíèçó. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

ln+
∣∣fs,k(ζ)

∣∣ = Re

(
eikϕs

(ζ − a∗s)
k

)
,

èìååì

ln
∣∣∣fs,k

(
z
(s)
l

)∣∣∣ = Re
eikϕs

(
z
(s)
l − a∗s

)k = Re

(
eikϕs

(
z
(s)
l − a∗s

))k

∣∣z(s)l − a∗s
∣∣2k

=
1

∣∣z(s)l − a∗s
∣∣2k

Re eikϕs

(
z
(s)
l − a∗s

)k
.
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Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

Re eikϕs

(
z
(s)
l − a∗s

)k
= Re eikϕs

(
z
(s)
l − as + as − a∗s

)k

= Re eikϕs
(
as − a∗s

)k
(
1 +

z
(s)
l − as

as − a∗s

)k

=
∣∣as − a∗s

∣∣k Re
(
1 +

z
(s)
l − as

as − a∗s

)k

.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ϕs.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

ln
∣∣∣fs,k

(
z
(s)
l

)∣∣∣ =
|as − a∗s|

k

∣∣z(s)l − a∗s
∣∣2k

Re

(
1 +

z
(s)
l − as

as − a∗s

)k

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ln
∣∣∣fs,k

(
z
(s)
l

)∣∣∣ =
|as − a∗s|

k

∣∣z(s)l − as + as − a∗s
∣∣2k

Re

(
1 +

z
(s)
k − as

as − a∗s

)k

=
|as − a∗s|

k

|as − a∗s|
2k

(∣∣∣1 + z
(s)
l

−as
as−a∗s

∣∣∣
2k) Re

(
1 +

z
(s)
k − as

as − a∗s

)k

=
1

|as − a∗s|
k

∣∣∣∣1 +
z
(s)
l

−as

as−a∗s

∣∣∣∣
2k

Re

(
1 +

z
(s)
k − as

as − a∗s

)k

.

Ïîëîæèì ws =
z
(s)
l

−as
as−a∗s

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè z
(s)
l è as ïðèíàäëåæàò ïðÿìîóãîëüíèêó

Qs, à òàêæå òåîðåìó Óèòíè, ïîëó÷àåì

∣∣z(s)l − as
∣∣ 6 d(Qk) 6 ρ(Qk,aG).

Â òî æå âðåìÿ, ïî âûáîðó a∗s, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ρ(as,aG)

ρ(a∗s,aG)
6

1

q
< 2

2
k − 1, (6)

ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëîæèì σ = 1/q ê âûðàæåíèþ (1 +ws)
k
, ïîëó÷àåì

ln
∣∣∣fs,k

(
z
(s)
l

)∣∣∣ >
δ

|as − a∗s|
k

1

22k
.

Çäåñü ìû ïðèìåíÿëè îöåíêè:

∣∣∣∣1 +
z
(s)
l − as
as − a∗s

∣∣∣∣ 6 1 +

∣∣∣∣
z
(s)
l − as
as − a∗s

∣∣∣∣;
∣∣∣∣
z
(s)
l − as
as − a∗s

∣∣∣∣ 6
ρ(as,aG)

ρ(as,aG)
= 1,

ò. å. (
ln+
∣∣∣fs,k

(
z
(s)
l

)∣∣∣
)p

>
δp

|as − a∗s|
kp

1

22kp
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ïðè âñåõ 1 6 l 6 ns.

Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

ρα+2(Qs,aG)δp
ns

|as − a∗s|

kp
22kp .

1

ρ(a∗s,aG)pk−α−2
.

Íî ïîñêîëüêó

|as − a∗s| 6 ρ(as,aG) + ρ(a∗s,aG),

ρ(as,aG) + ρ(a∗s,aG) 6 ρ(as,aG)(1 + q1),

òî èñïîëüçóÿ óñëîâèå (Ó), ïîëó÷àåì

ns 6
(1 + q1)

kp

δp
,

ò. å.

sup
s>1

ns < +∞.

Èìïëèêàöèÿ 1)⇒2) â òåîðåìå 1 óñòàíîâëåíà.

2)⇒ 1): Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 2)⇒1) �àêòè÷åñêè óñòàíîâëåíî â ðàáîòàõ [3, 4℄.

Äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèé êëàññ �óíêöèé.

×åðåç H(S,G) îáîçíà÷èì êëàññ íåïðåðûâíûõ, íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé U íà G, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî A, çàâèñÿùåå òîëüêî îò U , òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êè z ∈ G è ρ > 0, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèþ

Kρ(z) =
{
ζ : |ζ − z| < ρ

}
,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

U(z) 6
A

πρ2

∫

Kρ(z)

U(ζ) dm2(ζ).

ßñíî, ÷òî åñëè p > 1, α > −1, òî êëàññû Sp
α(G) è Ap

α(G) âõîäÿò â H(S,G), ïîñêîëüêó
�óíêöèè |f |p è (ln+|f |)p ÿâëÿþòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèìè, à ïðè 0 < p < 1 òàêîå âêëþ÷å-
íèå òàêæå ñïðàâåäëèâî è ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû Ñòåéíà � Ôå��åðìàíà

(ñì. [1, 6℄).

Ïåðåéäåì ê èìïëèêàöèè 2)⇒1) äëÿ �óíêöèè U ∈ H(S,G). Ïóñòü

I(U) =
+∞∑

m=1

ρ(zm,aG)α+2 U(zm) =
+∞∑

k=1

(
nk∑

l=1

ρ
(
z
(k)
l ,aG

)α+2
U
(
z
(k)
l

))
.

Íàïîìíèì, ÷òî z
(k)
l , 1 6 l 6 nk, � òî÷êè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zm}∞1 , ïðèíàäëåæà-

ùèå êâàäðàòó Qk, 1 6 k < +∞.

Ïóñòü

Ik =

nk∑

l=1

ρ
(
z
(k)
l ,aG

)α+2
U
(
z
(k)
l

)
,

z
(k)
l � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç êâàäðàòà Qk, 1 6 l 6 nk. Ïîäáèðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå

÷èñëî ε > 0 è ïîëîæèâ

ρk =
ρ(Qk,aG)

2
,
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ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî êðóã Kρk

(
z
(k)
l

)
⊂ Q∗

k(1 + ε).

Ïîýòîìó

U
(
z
(k)
l

)
6

A

πρ2k

∫

Kρk

(
z
(k)
l

)
U(ζ) dm2(ζ).

Òàêèì æå îáðàçîì

ρα+2
k U

(
z
(k)
l

)
6 C(A)

∫

Kρk

(
z
(k)
l

)
U(ζ) ρ(ζ,aG)α dm2(ζ).

Ñóììèðóÿ ïîñëåäíèå îöåíêè ïî l, 1 6 l 6 nk, ïîëó÷àåì

Ik . ρk
α+2

nk∑

l=1

U
(
z
(k)
l

)
6 C(A)

∫

Q∗

k
(1+ε)

U(ζ) ρ(ζ,aG)α dm2(ζ).

Åñëè z
(k)
l1

, z
(k)
l2

∈ Qk, òî èç òåîðåìû Óèòíè ñëåäóåò, ÷òî

ρ
(
z
(k)
l1

,aG
)
6 2ρ

(
z
(k)
l2

,aG
)
.

Èç îöåíêè

Ik 6 C(A)

∫

Q∗

k
(1+ε)

U(ζ) ρ(ζ,aG)α dm2(ζ)

ïîëó÷àåì

Ik .

nk∑

l=1

ρ
(
z
(k)
l ,aG

)
U
(
z
(k)
l

)
6 C1(A)

∫

Q∗

k
(1+ε)

U(ζ) (ζ,aG) ρα dm2(ζ).

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî {Qk(1 + ε)}∞k=1 ïðè 0 < ε < 1/4 (ñì. [2℄) ïîêðûâàåò G êîíå÷íî-

êðàòíî, íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì

∞∑

m=1

ρ(zm,aG)α+2 U(zm) .

∫

G

U(ζ) ρ(ζ,aG)α dm2(ζ). ⊲

ßñíî, ÷òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóþò òåîðåìà 2, 1′, 2′ è 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Êàê îòìå÷åíî âûøå, èç òåîðåìû 1′ ñëåäóåò, ÷òî åñëè
îïåðàòîð R îòîáðàæàåò Sp

α â l̃pα, ãäå

l̃ pα =

{
w =

{
wk

}+∞

k=1
:

∞∑

k=1

(
ln+ |wk|

)p(
1− |zk|

)α+2
< +∞

}
,

òî êîëè÷åñòâî òî÷åê â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå

∆k,l =

{
z ∈ D : 1−

1

2k
6 |z| < 1−

1

2k+1
,
πl

2k
6 arg z 6

π(l + 1)

2k

}
,

nk,l = card
{
zm : zm ∈ ∆k,l

}
,
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

sup
k∈Z+

max
−2k6l<2k−1

{nk,l} < +∞.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè {zn}
∞
n=1 � èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ Ap

α, òî R
îòîáðàæàåò Sp

α íà l̃
p
α. Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû 2′ ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2),

à èç òåîðåìû 1′ ñëåäóåò, ÷òî

∞∑

k=1

(
1− |zk|

)α+2(
ln+|f(zk)|

)p
< +∞

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f ∈ Sp
α, 0 < p < +∞, α > −1.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè {zk}
∞
k=1 � èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ Ap

α, òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w = {wk}
∞
k=1 ∈ l̃ pα ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ Sp

α òàêàÿ,

÷òî R(f) = w, ò. å. f(zk) = wk, k = 1, 2, . . .
Èòàê, ïóñòü

∞∑

k=1

(
1− |zk|)

α+2(
ln+|wk|

)p
< +∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wk}
∞
k=1 ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè:

1. {wkn}
∞
1 : |wkn | > 1;

2. {wmn}
∞
1 : |wmn | 6 1.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë áåñêî-

íå÷íî.

Ïîñêîëüêó {zn}
∞
1 � èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ Ap

α, òî ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ g1 ∈ Ap
α òàêàÿ, ÷òî

g1(zmn) = 0, n = 1, 2, . . . ,

g1(zkn) = lnwkn , n = 1, 2, . . . ,

ãäå âûáðàíà ãëàâíàÿ âåòâü ëîãàðè�ìà. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì �óíêöèþ g2 ∈ Ap
α òàêóþ,

÷òî

g2(zkn) = 1, n = 1, 2, . . . ,

g2(zmn) = wmn , n = 1, 2, . . .

Ïîëîæèì

f(z) = eg1(z)g2(z), z ∈ D.

Äîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3, ò. å.

f ∈ Sp
α, f(zk) = wk, k = 1, 2, . . .

Ïóñòü k = kn ïðè íåêîòîðîì n, òîãäà

f(zk) = eg1(zkn )g2(zkn) = wkn = wk.

Ïóñòü òåïåðü k = mn ïðè íåêîòîðîì n, òîãäà

f(zk) = eg1(zmn )g2(zmn) = g2(zmn) = wmn = wk.

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî f(zk) = wk, k = 1, 2, . . . ⊲

Àâòîðû ñòàòüè âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó ñòàòüè çà âíèìàòåëüíîå îçíàêîìëåíèå

ñ ðóêîïèñüþ è êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ.



72 Øàìîÿí Ô. À., Òàñîåâà Å. Â.

Ëèòåðàòóðà

1. Djrbashyan A. E., Shamoyan F. A. Topi
s in the Theory of Ap
α Spa
es.�Leipzig: B. G. Teubner, 1988.�

200 p.�(Teubner-Texte zur Math. Bd. 105).

2. Ñòåéí È. Ì. Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû è äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà �óíêöèé.�Ì.: Ìèð, 1973.

3. Øàìîÿí Ô. À. Òåîðåìû âëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé êðàòíîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ â ïðîñòðàí-

ñòâàõ Hp
, 0 < p < +∞ // Èçâ. ÀÍ Àðì. ÑÑ�. Ñåð. Ìàòåìàòèêà.�1976.�Ò. 11, � 2.�Ñ. 124�131.

4. Øàìîÿí Ô. À. Òåîðåìà âëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ n-ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé è íåêîòîðûå ïðè-

ëîæåíèÿ // Äîêë. ÀÍ Àðì. ÑÑ�.�1976.�Ò. 62, � 1.�Ñ. 10�14.

5. Hedenmalm H., Korenblum B., Zhu K. Theory of Bergman Spa
es.�N.Y.: Springer, 2000.�199 p.�

(Grad. Texts in Math.).

6. Seip K. Interpolation and Sampling in Spa
es of Analyti
 Fun
tions.�Providen
e, R. I.: Amer. Math.

So
., 2004.�139 p.�(Univ. Le
t. Ser. Vol. 33).

7. Êàðëåñîí Ë. Èçáðàííûå ïðîáëåìû òåîðèè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ.�Ì.: Ìèð, 1971.�125 ñ.

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 28 �åâðàëÿ 2018 ã.

Øàìîÿí Ôàéçî Àãèòîâè÷

Ñàðàòîâñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. �. ×åðíûøåâñêîãî,

ïðî�åññîð êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

�ÎÑÑÈß, 410012, Ñàðàòîâ, óë. Àñòðàõàíñêàÿ, 83

E-mail: shamoyanfa�yandex.ru

Òàñîåâà Åêàòåðèíà Âëàäèìèðîâíà

Áðÿíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. È. �. Ïåòðîâñêîãî,

àñïèðàíò, ïðåïîäàâàòåëü êà�åäðû ÀÈÑèÒ

�ÎÑÑÈß, 241036, Áðÿíñê, óë. Áåæèöêàÿ, 14

E-mail: eka3543628�yandex.ru

Vladikavkaz Mathemati
al Journal

2019, Volume 21, Issue 1, P. 62�73

WHITNEY DECOMPOSITION, EMBEDDING THEOREMS,

AND INTERPOLATION IN WEIGHTED SPACES OF ANALYTIC FUNCTIONS

Shamoyan, F. A.

1
and Tasoeva, E. V.

2

1
Saratov State University, 83 Astrakhanskaya St., Saratov 410012, Russia;

2
Bryansk State University, 14 Bezhitskaya St., Bryansk 241036, Russia

E-mail: shamoyanfa�yandex.ru, eka3543628�yandex.ru

Abstra
t. A
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as a union of spe
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t. In the paper, using the properties of Whitney
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ed. For ea
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enter ak of the Whitney square, there is a point a∗

k ∈ C \G
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1 ⊂ G under whi
h the operator R(f) =
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