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Аннотация. В работе изучается задача Коши для широкого класса квазилнейных параболиче-
ских уравнений второго порядка с неоднородной плотностью и абсорбцией. Хорошо известно, что
для рассматриваемого класса задач без абсорбции и при условии, что плотность стремится к нулю
не слишком быстро, имеет место закон сохранения тотальной массы. Однако этот факт не всегда
имеет место при наличии абсорбции. В данной работе найдены точные условия на характер нели-
нейности и поведения неоднородной плотности на бесконечности, которые гарантируют стремление
к нулю тотальной массы решения при неограниченном возрастании времени. Другими словами, най-
ден критерий стабилизации к нулю тотальной массы решения в терминах критических показателей.
С помощью полученных результатов и локальных оценок типа Нэша — Мозера выводятся точные
оценки решения в равномерной метрике.
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1. Введение

В данной работе рассматривается задачи Коши для решения квазилинейных вырож-
дающихся параболических уравнений вида

ρ(|x|)ut − div ~A(x, t, u,∇u) + g(x, t, u) = 0, (1.1)

(x, t) ∈ s : RN × (0,∞), удовлетворяющих начальному условию

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N , ρ(s) > 0, 0 < s <∞, u0(x) > 0, ρu0(x) ∈ L1

(
R
N
)
. (1.2)

На протяжении всей работы предполагается выполнение следующих условий. Вектор-
функция ~A(x, t, u, ξ) = (A1(x, t, u, ξ), . . . , AN (x, t, u, ξ)): RN×R+×R×R

N → R
N и g(x, t, u):
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R
N × R+ × R → R удовлетворяют условию Каратеодори, т. е. измеримы по переменным

(x, t) ∈ R
N+1
+ и непрерывны соответственно по переменным u ∈ R, ξ ∈ R

N . Функция ρ(s):
R
1
+ → R

1
+ непрерывна монотонно убывающая функция по s ∈ [0,∞]. Кроме того, пред-

полагается выполнение следующих структурных условий: существуют положительные
постоянные µ1 и µ2 такие, что

~A(x, t, u, ξ)ξ > µ1|ξ|
p |u|m−1, (1.3)

∣∣ ~A(x, t, u, ξ)
∣∣ 6 µ2|ξ|

p−1 |u|m−1, (1.4)

µ2|u|
q
> sign u, g(x, t, u) > µ1|u|

q. (1.5)

Кроме того, выполнено условия монотонности: для любых двух векторов ξ = (ξ1, . . . , ξN )
и η = (η1, . . . , ηN ), для любого u ∈ R, т. е. для (x, t) ∈ R

N × R+ выполнены неравенства

(
~A(x, t, u, ξ) − ~A(x, t, u, η)

)(
ξ − η

)
> 0, (1.6)

[
g(x, t, u1)− g(x, t, u2)

][
u1 − u2

]
> 0 (1.7)

для всех ξ1 и η2 из R
N . Постоянные p, m, q удовлетворяют следующим условиям:

1 < p+m− 2, q > 1, p > 1. (1.8)

Предположим также, что функция ρ(s) для всех s > 0 удовлетворяет условию H:
Существуют такие положительные постоянные l1 и l2, причем l1 < p, что функция ρ(s)sl1

монотонно убывает, а функция ρ(s)sl2 монотонно растет.

Примером уравнения (1.1) является

ρ(|x|)ut = ∆m,pu− |u|q−1u, (1.9)

где
∆m,pu := div

(
|u|m−1|∇u|p−2∇u

)

и ρ(s) ∼ s−l, s > 1, 0 < l < p. Здесь символ ∼ — наличие двусторонней оценки

c1s
−l

6 ρ(s) 6 c2s
−l (∀ s > 1, c1, c2 > 0). (1.10)

Для уравнения
ρ(|x|)ut = ∆m,pu (1.11)

с конечным интегралом ‖ρu0‖1 :≡
∫
RN ρu0 dx, который принято называть тоталь-

ной массой или просто массой начальной функции, при выполнении, например, усло-
вия (1.10), справедлив закон сохранения «массы» (см. [1]):

‖ρu0‖1 = ‖ρu(t)‖1 (∀ t > 0).

В работе [1] для задачи (1.1), (1.2) с ρ(x) = (1 + |x|)−l, l < p, g(x, t, u) ≡ 0 установлена
равномерная оценка решения

‖u(t)‖∞ := ‖u(x, t)‖L∞(RN ) 6 C
∥∥ρu0

∥∥
p−l
hl
1 t

−N−l
hl (1.12)

для любых t > 0. Кроме того, из [1] следует, что если

suppu0(x) ⊂ BR0(0) :=
{
x ∈ R

N/|x| < R0

}
, R0 <∞,
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то suppu(x, t) принадлежит шару BR(t)(0), где

R(t) = 4R0 + γ
∥∥u0ρ

∥∥
p+m−3

hl
1 t

1
hl . (1.13)

Однако наличие абсорбирующего слагаемого в уравнении (1.1) может существенно из-
менить качественные свойства решений. В частности, тотальная масса ‖uρ‖1 решения
может стремиться к нулю при t → ∞. Указанный феномен имеет место при ρ(s) ≡ 1.
В этом случае (1.9) допускает «плоское» решение вида

U(t) ≡ C(p)(t+ T )
− 1

q−1 .

Кроме того, для (1.9) справедлива также оценка (1.12) с l = 0. Таким образом, по теореме
сравнения для решения задачи Коши (1.9), (1.2) имеет место оценка

‖u(t)‖∞ 6 Cmin
{
‖u0‖

p
β

1 t
−N

β , t−
1

q−1

}
(1.14)

при t > 1. Здесь β = N(p+m− 3) + p.
Очевидно, что в (1.14) при достаточно больших t

‖u(t)‖∞ 6 Ct
− 1

q−1 (1.15)

и условии, что N
β
< 1

q−1 , т. е.

q < q∗ = p+m− 2 +
p

N
.

Оказывается, что в этом случае ‖u(t)‖1 → 0 при t→ ∞ и можно указать точную оценку
массы решения. Подойдем теперь к этой же проблеме шире. Из оценки L1 − L∞ типа
Нэша — Мозера (см., например, [2]), имеем

‖u(t)‖∞ 6 C
∥∥∥u
( t
2

)∥∥∥
p
β

1
t−

N
β . (1.16)

Теперь, если иметь точную по порядку оценку массы при достаточно больших t, то
можно снова прийти к тому же результату (1.14). Однако такой подход может быть
применен к более широкому классу уравнений, а оценка массы решения, как это будет
видно ниже, сводится к локальным энергетическим оценкам, имеющим в определенном
смысле универсальный характер. В данной работе используются подходы работ [2–5] при
изучении точного поведения тотальной массы решения задачи (1.1), (1.2) при t→ ∞.

Отметим, что исследование уравнения (1.11), представляет независимый интерес. Из-
вестно, что [6–8] в зависимости от скорости стремления к нулю на бесконечности ρ(x)
решение задачи (1.1), (1.2) обладает рядом нестандартных свойств. Укажем здесь на
работы [9–17]. Оценкам массы решения для различных классов вырождающихся пара-
болических уравнений были посвящены также работы [9, 10] (см. также имеющуюся
там литературу). Прежде чем перейти к формулировкам основных результатов работы
введем понятие решения (обобщенного) задачи (1.1), (1.2).

Решением задачи (1.1), (1.2) в S = R
N × (0,∞) будем называть функцию u(x, t), ко-

торая для любых t > 0, T > t, σ = p−1
p+m−2 удовлетворяет условиям u

1
σ (x, t), принадлежит

классу

Lp(t, T )×W 1
p

(
R
N
)
∩C

(
[t, T ] : L1+σ,ρ(|x|)

(
R
N
))

∩ Lq+ 1
σ

(
(t, T ), Lq+ 1

σ

)
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и удовлетворяет интегральному тождеству

T∫

t

∫

RN

((
− u(x, τ)ητ (x, τ)ρ(|x|)

)
+

N∑

i=1

Ai(x, t, u,∇u)ηxi
+ g(x, t, u)η(x, τ)

)
dxdτ (1.17)

для любой η(x, τ) = 0 при τ = t и τ = T , η
1
σ (x, t), η

1
σ
τ ∈ L1+σ(ρ(|x|)(t, T ) : L1+ 1

σ
, ρ(|x|)),

η
1
σ (x, t) ∈ Lp((t, T )×W 1

p (R
N )) ∩ Lq+ 1

σ
((t, T ), Lq+ 1

σ
).

Кроме того, u(x, t) удовлетворяет начальному условию

lim
t→0

∫

RN

u(x, t)ρ(|x|)ζ(x) dx =

∫

RN

u0(x)ρ(x)ζ(x) dx.

Существование решения (1.1), (1.2) доказывается точно также, как в работе [1]. Един-
ственность энергетического решения в случае ρ(s) = const и начально-краевой задачи
Коши — Дирихле хорошо известно. Таким образом, если suppu0 ⊂ BR0 , т. е. для началь-
ной функции с компактным носителем единственность решения (1.1), (1,2) гарантирова-
на.

Основные результаты работы содержаться в теоремах 1.1–1.5.

Обозначим Φ(R) := R
N− p

q−(p+m−2) ρ(R).

Теорема 1.1. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (1.2) в R
N × (0,∞) и выпол-

нены условия (1.3)–(1.7) и условие H. Предположим, что Φ(R) для всех R > 0 строго

монотонно убывает и

Φ(R) → 0, R→ ∞. (1.18)

Тогда

E(t) :=

∫

RN

ρ(|x|)u(x, t) dx 6 γ

∫

RN\B
γR(t)

ρ(|x|)u0(x) dx + γΦ
(
R(t)

)
, (1.19)

где R(t) — функция, определяемая из соотношения ρ(R)R
p(q−1)

q−(p+m−2) для любого t > 0.

Теорема 1.2. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (1.2) в R
N × (0,∞) и выпол-

нены условия (1.3)–(1.7) и условие H. Предположим, что существуют положительные

постоянные C1, C2 такие, что для всех R > 0

C1 6 Φ(R) 6 C2. (1.20)

Тогда при достаточно больших значениях t выполняется оценка

E(t) 6 γ[ln t]
− 1

q−1 . (1.21)

Теорема 1.3. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (1.2) в R
N × (0,∞) и выполнены

условия (1.3)–(1.8), q > q∗l , suppu0 ⊂ BR0 , ρ(|x|) = const(1 + |x|)−l, 0 6 l < p. Тогда для

достаточно больших значениий времени t существует Y = γ(‖u0ρ‖1, µ1, µ2) такое, что

E(t) > γE(0). (1.22)
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Теорема 1.4. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (1.2) в R
N×(0,∞), suppu0 ⊂ BR0

и выполнены условия (1.3)–(1.7), условие H, q = p+m− 2. Тогда для достаточно боль-

ших t имеет место оценка

E(t) 6 γ
[
ρ(ln t)

] p+m−2
p+m−3 (ln t)N t−

1
p+m−3 . (1.23)

Теорема 1.5. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (1.2) в R
N×(0,∞), suppu0 ⊂ BR0 ,

‖u0ρ‖1+θ < ∞ для некоторого θ > 0, 1 < q < p + m − 2. Пусть еще выполнены усло-

вия (1.3)–(1.7) и условие H. Тогда существует постоянная C, не зависящая от t, такая,

что

E(t) 6 Ct−
1

p+m−3 . (1.24)

Рассмотрим частные случаи результатов теорем 1.1–1.3. Если ρ(s) = (1 + s)−l, s > 0,
0 6 l < p, то согласно результатам теорем 1.1–1.3

q < p+m+ 2 +
p

N − l
:= q∗l . (1.25)

Тогда Φ(R) ∼ R
−

(q∗−q)(N−l)
q−(p+m−2) , E(t) 6 γR(t)

−
(q∗−q)(N−l)
q−(p+m−2) , где R(t) ∼ t

q−(p+m−2)
(p−l)(q−(p+m−2))+p+m−3 , при

q = q∗l : E(t) 6 γ(ln t)
− 1

q∗−1 , t > 1. Если же q > q∗l , то E(t) > γ, t > 1.
Таким образом, q∗l в (1.25) играет роль критического показателя для задачи (1.1),

(1.2). Всюду в дальнейшем параметрами γ, C, c, будем обозначать различные постоян-
ные, которые зависят лишь от параметров задачи µ1, µ2, N , p, m, q и не зависят от
размеров области решения задачи.

Работа организована следующим образом: в § 2 даются вспомогательные утвержде-
ния, §§ 3–7 посвящены доказательствам теорем 1.1–1.5 соответственно.

2. Вспомогательные утверждения

В дальнейшем нам потребуются следующие леммы (см. [17]).

Лемма 2.1. Пусть последовательность yh, h = 0, 1, 2, . . . , неотрицательных чисел

удовлетворяет рекуррентному соотношению

yh+1 6 Cbhy1+ε
h , h = 0, 1, . . . ,

с какими-либо положительными постоянными C, ε и b > 1. Тогда yh → 0, h → ∞ при

условии, что y0 6 C− 1
ε b

1
ε2 .

Лемма 2.2. Пусть yn, n = 0, 1, 2, . . . , — последовательность равномерно ограничен-

ных положительных чисел, удовлетворяющих рекуррентным неравенствам

yn 6 Cbny1−α
n+1 ,

где C, b > 1 и α ∈ (0, 1) — заданные постоянные. Тогда y0 6
(

2C

b1−
1
α

) 1
α
.

Пусть ψ(R) := RN(p+m−3)+pρ(R)p+m−2.

Лемма 2.3. Пусть suppu0 ⊂ BR0 и выполнены условия теоремы 1.1. Тогда для

любого t > 0 имеет место оценка

ζ(t) := inf
{
r : u(·, t) = 0, |x| > r

}
6 4R0 + γψ(−1)

(
t‖u0ρ‖

p+m−3
1

)
.
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⊳ Обозначим

r′i =
R

2
− σ2R+

R

2i
(σ2 − σ1), r′′i = R+ σ2R−

R

2i
(σ2 − σ1),

где i = 0, 1, . . . , R > 4R0, 1
4 > σ2 > σ1 > 0. Пусть Ai = r′i < |x| < r′′i ⊂ Ai+1.

Рассмотрим срезающую функцию ηi такую, что ηi ≡ 1, x ∈ Ai, ηi ≡ 0 вне Ai+1,
|∇ηi| 6 γ(2−iR(σ2 − σ1))

−1. Возьмем в интегральном тождестве в роли тестирующей
функции η

p

i−1u
θ, где θ > 0. Тогда, рассуждая также как в [18], получим неравенство

sup
0<T<t

∫

RN

ρu1+θηpi dx+

t∫

0

∫

RN

um+θ−2|∇u|pηpi dxdτ +

t∫

0

∫

RN

uq+θηpi dxdt

6 γ(2−iR(σ2 − σ1))
−p

t∫

0

∫

RN∩ supp ηi

up+m+θ−2 dxdτ.

(2.1)

Обозначим u
p+m+θ−2

p ηsi = vi, s > 0, т. е. uη
sp

p+m+θ−2

i = v
p

p+m+θ−2

i . Значит, u1+θη
sp(1+θ)

p+m+θ−2

i =

v
p(1+θ)

p+m+θ−2

i при условии, что s выбрано удовлетворяющим неравенству s(1+θ)
p+m+θ−2 > 1. Кроме

того, ∣∣∣∇
(
u

p+m+θ−2
p ηsi−1

)∣∣∣
p

= |∇vi|
p

6 2p−1

[(
p+m+ θ − 2

p

)p

um+θ−2 |∇u|pηspi + up+m+θ−2sp |∇ηi|
pηs−p

i

]

6 γum+θ−2 |∇u|pηpi + γ
[
2−iR(σ2 − σ1)

]−p
up+m+θ−2ηspi .

Таким образом, из неравенства (2.1) получаем, что

Ji := sup
0<τ<t

∫

RN

ρvai dx+

t∫

0

∫

RN

|∇vi|
p dxdτ +

t∫

0

∫

RN

ηpi u
p+θ dxdτ

6 γ
2ip

(σ2 − σ1)pRp

t∫

0

∫

RN

vpi+1 dxdτ,

(2.2)

где a = (1+θ)p
p+m+θ−2 . Применяя неравенство Ниренберга — Гальярдо, получаем



∫

RN

vpi+1 dx




1
p

6 γ



∫

RN

|∇vi+1|
p dx




α
p


∫

RN

vµi+1 dx




1−α
µ

, (2.3)

где α определяется из условия N
p
= (N−p)α

p
+N(1−α)

µ
, µ = p

p+m+θ−2 , т. е. α = N(p+m+θ−3)
N(p+m+θ−3)+p

.

Возводя (2.3) в степень p и применяя неравенство Юнга, получаем

1

Rp

∫

RN

vpi+1 dx 6 ε

∫

RN

|∇vi+1|
p dx+ γR− p

1−α
1

1+θ ε−
α

1−α



∫

RN

vi+1µdx




p
µ

.



Скорость убывания массы решения задачи Коши 19

Интегрируя по времени обе части этого неравенства и замечая, что в силу условия H

∫

Ai+1

vµi+1 dx =

∫

Ai+1

ρ(|x|)ρ(|x|)−1vµi+1 dx 6 γρ(R)−1

∫

Ai+1

ρvµi+1 dx,

приходим к неравенству

1

Rp

t∫

0

∫

RN

vµi+1dxdτ 6 ε

t∫

0

∫

RN

|∇vi+1|
p dxdτ

+ γε−
α

1−α R− p
1−α t

[
ρ(R)

]− p
µ

(
sup

0<τ<t

∫

RN

ρvµi+1 dx

) p
µ

.

(2.4)

Следовательно, объединяя (2.2) и (2.4), имеем

Ji 6 εJi+1 + γε−
α

1−αR− α
1−α tρ(R)−

p
µ

(
sup

0<τ<t

∫

RN

ρvµ∞ dx

) p
µ

.

Итерируя это неравенство, получим

J0 6 γR− p
1−α tρ(R)

− p
µ

[
sup

0<τ<t

∫

RN

(ρvµ∞ dx)
p
µ

]
. (2.5)

Далее, применяя неравенство Гёльдера, с учетом H получаем

[
sup

0<τ<t

∫

A0

ρu dx

]
6

[
sup

0<τ<t

∫

A0

ρu1+θ dx

] 1
1+θ



∫

A0

ρ dx




θ
1+θ

6 J
1

1+θ

0



∫

A0

ρ dx




θ
1+θ

6 γR
− p

(1+θ)(1−α) t
1

1+θ ρ(R)
− p

µ
1

1+θ
+ θ

1+θR
Nθ
1+θ

[
sup

0<τ<t

∫

A∞

ρu dx

] p
µ(1+θ)

.

(2.6)

Заметим, что

A0 = R

(
1

2

)
− σ1 < |x| < R(1 + σ1), A∞ = R

(
2−1 − σ2

)
< |x| < R(1 + σ2).

Выберем: σ2 = δ2−n, σ1 = δ2−n−1, n = 0, 1, . . . , 0 < δ < 1
4 . Тогда после элементарных

упрощений и подсчета постоянных находим из (2.6), что

Mn := sup
0<τ<1

∫

Bn

ρu dx 6 γbnt
1

1+θR−
N(p+m−3)+p

1+θ ρ(R)−
p+m−2

1+θ M
1+ p+m−3

1+θ

n−1 ,

где Bn = R(12)− δ2−n−1 < |x| < R(1 + δ2−n−1). В силу итератированой леммы 2.1 выво-
дим, что Mn → 0, n→ ∞, если

γt
1

1+θR−
N(p+m−3)+p

1+θ ρ(R)−
p+m−2

1+θ M
p+m−3

1+θ

0 < ε1,
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где ε1 — достаточно малая постоянная, зависящая лишь от данных задачи. Этого можно
добиться подходящим выбором R. Выберем R из следующего равенства:

ψ(R) = 2γ1+θtM̃p+m−3
0 ε

−(1+θ)
1 ,

или отсюда
R = R̃(t) = ψ(−1)

(
ΓtM̃p+m−3

0

)
,

где M̃0 =
∫
RN ρu0dx. ⊲

Обозначим

Yn+1 := sup

∫

An+1

ρvan+1 dx+

t∫

0

∫

An+1

|∇vn+1|
p dxdτ

+

t∫

0

∫

An+1

ηpnu
q+θ dxdτ 6 γ

2np

σpRp

t∫

0

∫

RN

vpn dxdτ,

(2.7)

An = R′
n < |x| < R′′

n, R′
n =

R

2
− σ

R

2n
, R′′

n = R+ σ2−nR, ∀σ : 0 < σ <
1

4
,

где θ > 0, b1 > 2, vn = u
p+m+θ−2

p ηsn и ηn — срезающая функция An. Справедлива

Лемма 2.4. В условиях предыдущей леммы имеет место неравенство

Yn+1 6 γ
2np

σRp

t
(1+θ)p
β+θp

ρ(R)
p(p+m+θ−2)

β+θp

Y
1+

p(p+m−3)
β+θp

n , где β = N(p +m− 3) + p. (2.8)

⊳ В силу неравенства Соболева — Ниренберга — Гальярдо



∫

RN

vpn dx




1
p

6 γ



∫

RN

|∇vn|
p dx




b
p


∫

RN

van dx




1−b
a

.

Здесь 0 < b < 1 определяется из соотношения N
p

= (N−p)b
p

+ (1−b)N
a

. Значит,

a = (1+θ)p
p+m+θ−2 , b =

N(p+m−3)
N(p+m−3)+(1+θ)p . Далее, рассуждая как в лемме 2.3, получим

t∫

0

∫

RN

vpn dxdτ 6 γ




t∫

0

∫

RN

|∇vn|
p dxdτ




b



t∫

0



∫

RN

van dx




p
a

dτ




1−b

6 γ




t∫

0

∫

RN

|∇vn|
p dxdτ




b

t1−b

[
sup

0<τ<t

∫

RN

ρvan dx

] p
a
(1−b)

ρ(R)−
p
a
(1−b)

6 γt1−bρ(R)−
p
a
(1−b)Y

b+ p
a
(1−b)

n .

Теперь, если воспользоваться аналогичным (2.1) неравенством, придем к требуемому
утверждению. ⊲
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3. Доказательство теоремы 1.1

Имеем

E(t) :=

∫

RN

ρ(|x|)u(x, t) dx =

∫

BR

ρ(|x|)u(x, t) dx+

∫

|x|>R

ρ(|x|)u(x, t) dx := I1(R)+I2(R). (3.1)

Применяя неравенство Гёльдера, получим

I1(R) 6

( ∫

BR

u(x, t)q dx

) 1
q
( ∫

BR

ρ(x)
q

q−1 dx

) q−1
q

. (3.2)

В силу леммы 2.4 и неравенства (1.6) имеем
∫

BR

u(x, t)q dx 6 µ−1
1

∫

BR

g(x, t, u) dx 6 µ−1
1

∫

RN

g(x, t, u) dx = −µ−1
1

dE

dt
. (3.3)

Следовательно, из (3.1)–(3.3) выводим

E(t) 6 µ
− 1

q

1

(
−
dE

dt

) 1
q

ϕ1(R)
q−1
1 I2(R), (3.4)

где ϕ1(R) :=
∫
BR

ρ(|x|)
q

q−1 dx. В силу условия H ϕ1(R) ∼ RNρ(R)
q

q−1 . Для оценки I2(R)

поступим следующим образом. Пусть Ri = R(1+2−i), i = 0, 1, 2, . . . Пусть ζ(x) — гладкая
функция на (0,∞) и такая, что ζ(x) = 1 для |x| > Ri, ζ(x) = 0 для |x| 6 Ri+1, 0 6 ζ(x) 6 1
для Ri+1 < |x| < Ri. Обозначим Ui = |x| > Ri. Умножим теперь обе части (1.1) на ζs(x)
и результат проинтегрируем по R

N × [0, t). Это даст

∫

RN

ζs(x)ρ(|x|)u(x, t) dx +

t∫

0

∫

RN

g(x, t, u)ζs(x) dxdτ

= −

t∫

0

∫

RN

sζs−1
N∑

i=1

ai(x, t, u,∇u)ζxi
dxdτ +

∫

RN

ζs(x)ρ(|x|)u0(x) dx.

В силу (1.4), (1.5) отсюда получаем, что

∫

RN

ζsρu dx+ µ1

t∫

0

∫

RN

uqζs dxdτ 6 sµ2

t∫

0

∫

RN

um−1|∇u|p−1|∇ζ|ζs−1 dxdτ +

∫

RN

ζsρu0 dx. (3.5)

Обозначив первый интеграл справа через ε(R, t), оценим его по неравенству Гёльдера

ε(R, t) 6




t∫

0

∫

RN∩ supp∇ζ

τβum−1−θ|∇u|pζs dxdτ




p−1
p

×




t∫

0

∫

RN

τ−β(p−1)ζs−p|∇ζ|pu(x, t) dxdτ




1
p

≡ I
p−1
p

3 I
1
p

4 , (3.6)
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где 0 < β < 1
p−1 , θ =

2−m
p−1 . Заметим, что в силу условия H имеет место неравенство

I4 6 sup
x∈B2R\BR

1

ρ(|x|)

t∫

0

∫

RN

τ−β(p−1)ζs−p|∇ζ|pρu

6 ct1−β(p−1) 1

ρ(R)Rp
sup

0<τ<t

∫

Ui+1

ρu(x, τ) dx. (3.7)

Далее, для оценки I3 умножим обе части (1.1) на τβu1−θζs и результат проинтегрируем
по частям по R

N × (0, t). С учетом (1.3)–(1.5) и неравенства Юнга, это даст

µ1
2

t∫

0

∫

RN

τβum−1−θζsdxdτ + µ1

t∫

0

∫

RN

τβuq+1−θ|∇u|pζsdxdτ

6
1

2− θ

t∫

0

∫

RN

τβ−1ρu2−θζsdxdτ +
γ

Rp
2ip

t∫

0

∫

RN

τβum−1+p−θζs−p dxdτ =: I5 + I6.

(3.8)

В силу неравенства Юнга имеем

I5 6 ε1

t∫

0

∫

RN

τβuq+1−θζs dxdτ + C(ε1)

t∫

0

∫

RN

τβ−
q−θ
q−1 ρ

q−θ
q−1 (|x|)uζs dxdτ.

Заметим, что второй интеграл в правой части (п. ч.) этого неравенства оценится следу-
ющим образом:

п. ч. 6 Ct1+β− q−θ
q−1 ρ(R)

1−θ
q−1 sup

0<τ<t

∫

RN

uρζsdx. (3.9)

Далее имеем по неравенству Юнга

I6 6 ε1

t∫

0

∫

RN

τβuq+1−θζsdxdτ + C(ε1)2
ip(a+1−θ)
q−(p+m−2) t1+βRNR

−
p(q+1−θ)

q−(p+m−2) . (3.10)

Таким образом, из (3.8)–(3.10) выводим при достаточно малом ε1 > 0

t∫

0

∫

RN

τβum−1−θ|∇u|pζsdxdτ +

t∫

0

∫

RN

τβuq+1−θζsdxdτ

6 Ct
1+β− q−θ

q−1 ρ(R)
1−θ
q−1 sup

0<τ<t

∫

RN

ζsuρ dx+ cbiR
N−

p(q+1−θ)
q−(p+m−2) t1+β,

(3.11)

где b > 1. Обозначив

sup
0<τ<t

∫

Ui+1

ρu dx = Ii+1,

t
1−β(p−1)

p R−1ρ(R)
− 1

p = B1(R, t),
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t

(
1+β− q−θ

q−1

)(
p−1
p

)
ρ(R)

1−θ
q−1

p−1
p = B2(R, t),

R
−

(p−1)(q+1−θ)
q−(p+m−2) t

1+β
p R

N(p−1)
p = B3(R, t)

и объеденив (3.6)–(3.11), получим

ε(R, t) 6 γB1(R, t)

{
B2(R, t)

[
sup

0<τ<t

∫

RN

ζsuρ dx

] p−1
p

+ biB3(R, t)

}
I

1
p

i+1. (3.12)

Оценим (3.12) по неравенству Юнга следующим образом:

ε(R, t) 6 ε2 sup
0<τ<t

∫

Ui+1

ρu dx+ γR− p
p−1ρ

− q−(p+m−2)
(p−1)(q−1) sup

0<τ<t

∫

RN

ζsρu dx

+ bi1t
p

p−1R
N− p

p−1
qp−1

q−(p+m−2) ρ(R)−
1

p−1 = ε2µi+1(t) + γ

[
t

ρ(R)R
p(q−1)

q−(p+m−2)

] q−(p+m−2)
(p−1)(q−1)

× sup
0<τ<t

∫

RN

ζsuρ dx+ γbi1
t

ρ(R)R
p(q−1)

q−(p+m−2)

ρ(R)RN

R
p

q−(p+m−2)

.

(3.13)

Имеем

ε(R, t) 6 γB1(R, t)B
p−1
p

2 (R, t)

[
sup

0<τ<t

∫

RN

ζsuρ dx

] p−1
p

I
1
p

i+1 + γbiB1(R, t)B3(R, t)I
1
p

i+1

6 ε
p

p−1

1

p− 1

p

[
sup

0<τ<t

∫

RN

ζsuρ dx

]
+ ε−p

1

1

p

[
B1(R, t)B

p−1
p

2 (R, t)
]p
Ii+1

+ εp2
1

p
Ii+1 + εp2

1

p
Ii+1 + ε

− p
p−1

2

p− 1

p
b
i

p
p−1
[
B1(R, t)B2(R, t)

] p
p−1 .

Вычисляя
[
B1(R, t)B

p−1
p

2 (R, t)
]p
ε−p
1

1
p
= δ,

п.ч. 6 δIi+1 + ε2(δ)
p− 1

p
b
i p
p−1
[
B1(R, t)B2(R, t)

] p
p−1 ,

Ii 6 δIi+1 + bi1
[
B1(R, t)B2(R, t)

] p
p−1 ,

выбирая δ настолько малым, что δb1 < 1. Здесь µi := sup0<τ<t

∫
Ui
ρu(x, τ)dx. Выберем

теперь R = R(t) = ΓΦ(−1)(t), где Γ достаточно большое число. Тогда t
Φ(R) 6 δ(Γ), где

для сколь угодно малого δ(Γ) выполняется γδ
q−(p+m−2)
(p−1)(q−1) < 1

4 . Наконец, из (3.4) и (3.13)
выводим

µi(t) dx 6 γ

∫

|x|>R(t)

u0ρ dx+ δµi+1(t) + γbj2
ρ(R)R

N

R(t)
p

q−(p+m−2)

.

Итерируя это неравенство при достаточно малом ε2 > 0, получим оценку

µ0(t) 6 γ1

∫

|x|>R(t)

u0ρ dx+ γ2
ρ(R)R

N

R(t)
p

q−(p+m−2)

:= E2(t).
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Таким образом, I2(R) 6 E2(t). Значит, из (3.4) имеем для 0 < τ < t

F (τ) = E(τ) −E2(t) 6 µ−1
i

(
−
dF (τ)

dτ

) 1
q

RN (t)ρ
(
R(t)

) q
q−1 .

Интегрируя это неравенство от 0 до t, приходим к требуемому утверждению. Теорема 1.1
доказана.

4. Доказательство теоремы 1.2

Из (1.1) имеем
d

dt

∫

RN

ρu(x, t) dx = −

∫

RN

g(x, t, u) dx. (4.1)

Применяя неравенство Гёльдера и (4.1), получаем

∫

BR

ρu(x, t) dx 6

( ∫

BR

uq dx

) 1
q
( ∫

BR

ρ
q

q−1 dx

) q−1
q

6

(
µ1

∫

BR

g(x, t, u) dx

) 1
q
( ∫

BR

ρ
q

q−1 dx

) q−1
q

6

(
− µ−1

1

d

dt

∫

BR

ρu(x, t) dx

) 1
q
( ∫

BR

ρ
q

q−1 dx

) q−1
q

. (4.2)

Так как носитель начальной функции содержится в шаре BR0 , то согласно лемме 2.3
носитель u(x, t) также содержится в шаре радиуса R(t) = 4R0 + γψ(t). Следовательно,

( ∫

BR

ρ
q

q−1 dx

)q−1

6 CNR(t)
N(q−1)ρ

(
R(t)

)q
. (4.3)

Поскольку по условию теоремы C1 6 ρ(R)R
N− q

q−(p+m−2) 6 C2 для всех достаточ-
но больших R > R1, то по определению R(t) получим, что при достаточно больших
t > t1(R0, ‖u0ρ‖1)

R
N(q−1)

ρ
(
R
)q

∼ t. (4.4)

Таким образом, из (4.2), (4.3), (4.4) находим

−
d

dt

∫
ρu(x, t) dx > γt−1

(∫
ρu(x, t) dx

)q

.

Интегрируя это неравенство в промежутке [t1, t], приходим к требуемому утверждению.
Теорема 1.2 доказана.

5. Доказательство теоремы 1.3

Прежде всего отметим, что если ρ(|x|) ∼ |x|−l, 0 6 l < p, и suppu0 ⊂ BR0(0), R0 <∞,
то для всех t > 0 имеют место оценки [1]

‖u(t)‖∞ 6 C‖ρu0‖
p
hl

1 t
−N−l

hl , (5.1)
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suppu(x, t) ∈ B
R̃(t)(0), (5.2)

где ζ(t) = 4R0 + γ‖ρu0‖
p+m−3

hl t
1
hl , hl = (N − l)(p + m − 3) + p − l > 0. Следовательно,

интегрируя (1.1) по Q(t1, t2) = R
N×(t1, t2), t1 < t2, получаем

E(t1) :=

∫

RN

ρu(x, t1) dx =

∫

RN

ρu(x, t2) +

t2∫

t1

∫

RN

g(x, t, u) dxdτ

6 E(t2) + µ2

t2∫

t1

∫

RN

uq(x, τ) dxdτ. (5.3)

Учитывая оценки (5.1), (5.2), отсюда имеем

t2∫

t1

∫

RN

uq(x, τ) dxdτ 6 γ

t2∫

t1

∥∥u(τ)
∥∥q−1

∞
R̃(τ)l dτ × E(τ) dτ

6 γ

t2∫

t1

E(0)
p(q−1)

hl

(
4R0 + γE(0)

p+m−3
hl τ

1
hl

)
E(τ) dτ

6 γE(t1)E(0)
p(q−1)

hl
+ (p+m−3)l

hl

t2∫

t1

τ
− (N−l)(q−1)

hl τ
l
hl dτ (5.4)

при условии, что t1 выбрано настолько большим, что 2R0 6 γE(0)
(p+m−3)l

hl t
l
hl

1 . Тогда в
силу того, что q > q∗l

∞∫

t1

τ
−

(N−l)(q−1)−l

hl dτ <∞.

Следовательно, из (5.4) получаем, что

t2∫

t1

∫

RN

uq(x, τ) dxdτ 6 γt
−

(N−l)(q−q∗
l
)

hl
1 E(0)

p(q−1)+(p+m−3)l
hl E(t1). (5.5)

Окончательно из (5.3) и (5.5) находим

E(t1) 6 E(t2) + γt
−

(N−l)(q−q∗
l
)

hl

1 E(0)
p(q−1)+(p+m−3)l

hl E(t1). (5.6)

Теперь, выбирая t1 достаточно большим, имеем

γt
−

(N−l)(q−q∗
l
)

hl
1 E(0)

p(q−1)+(p+m−3)l
hl =

1

2
,

а из (5.6) поучаем, что
E(t2) > γE(t∗). (5.7)

Осталось показать, что E(t∗) > 0.
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Лемма 5.1. Решение (1.1) не может удовлетворять условию u(x, t0) ≡ 0, ∀x ∈ R
N и

∀ t0 > 0.

⊳ Доказывается точно также как в работах [2, 4]. ⊲
Теорема 1.3 доказана.

6. Доказательство теоремы 1.4

Итак, пусть q = p+m− 2. Нам потребуется следующая лемма Стампаккия.

Лемма 6.1. Пусть ϕ(s) — неубывающая неотрицательная функция, определяемая

на [k0,∞], и такая, что для всех l > k > k0 выполняется

ϕ(l) 6
C

(l − k)r
ϕ(k), (6.1)

где C и τ — положительные постоянные. Тогда для любого k > k0 имеет место оценка

ϕ(k) 6 ϕ(k0) exp
[
1− (Ce)−

1
τ (k − k0)

]
. (6.2)

В силу леммы 2.4

Yn+1 := sup
0<τ<t

∫

An+1

ρu1+θdx+

t∫

0

∫

An+1

uθ+m−2 |∇u|p dxdτ

+

t∫

0

∫

An+1

uθ+m−2dxdτ 6 γ
bn t

(1+θ)p
β+θp Y

1+ (p+m−3)p
β+pθ

n

Rpρ(R)
p(p+m+θ−2)

β+θp

, (6.3)

и, следовательно, Yn → 0 при условии, что

Y
(p+m−3)p

β+pθ

1 t
(1+θ)p
β+θp R−pρ(R)−

p(p+m+θ−2)
β+θp 6 ε,

где ε — достаточно малое положительное число, зависящее лишь от параметров задачи.
Предыдущее неравенство эквивалентно неравенству

Y p+m−3
1 t1+θR−(β+pθ)ρ(R)−(p+m+θ−2)

6 ε
β+pθ

p . (6.4)

Пусть

ϕ(R) :=

t∫

0

∫

|x|>R
4

up+m−2+θdxdτ.

Тогда легко получаем неравенство ϕ(R) 6 γR−pϕ
(
R
2

)
. Взяв теперь в лемме l = R, k = R

2 ,
τ = p, C = γ, получаем, что

ϕ

(
3R

4

)
6 γ




t∫

0

∫

RN

up+m+θ−2dxdτ


 exp(−γR).
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Далее заметив, что ρu0 ∈ L1+θ, имеем

1

1+θ

∫

RN

ρu1+θdx+ µ1

t∫

0

∫

RN

um+θ−2 |∇u|pdxdτ + µ1

t∫

0

∫

RN

up+m+θ−2dxdτ 6
1

1+θ

∫

RN

ρu1+θ
0 dx.

Следовательно,

ϕ

(
3R

4

)
6 γ



∫

RN

ρu1+θ
0 dx


 exp(−γR).

Таким образом, (6.4) удовлетворится, если

t1+θ



∫

RN

ρu1+θ
0 dx




p+m−3

exp
(
− γ(p+m− 3)R

)
R−(β+pθ)ρ(R)−(p+m+θ−2)

6 ε1, (6.5)

где ε1 достаточно мало. Очевидно, что (6.5) будет выполнено, если для достаточно боль-
ших t > 0 выбрать R следующим образом: R > R(t) := Γ log t, где Γ = Γ(‖u0ρ‖1+θ, ε1) —
достаточно большая константа. Тогда мы приходим к замечанию, что u = 0 вне ша-
ра BΓ log t. Для доказательства теоремы осталось оценить массу решения для достаточно
больших t. В силу неравенства Гёльдера

∫

RN

ρu dx 6



∫

RN

ρu1+θdx




1
1+θ




∫

BΓ log t

ρ dx




θ
1+θ

. (6.6)

Следовательно, оценка массы сводится к оценке интеграла

E1+θ(t) :=

∫

RN

ρu1+θdx.

Интегрируя (1.1) по R
N легко получить неравенство

d

dt

∫

RN

ρu1+θdx 6 −γ

∫

RN

up+m+θ−2dx. (6.7)

Применяя неравенство Гёльдера, получаем

∫

RN

ρu1+θdx 6



∫

RN

up+m+θ−2dx




1+θ
p+m+θ−2



∫

RN

ρ
p+m+θ−2
p+m−3 dx




p+m−3
p+m+θ−2

, (6.8)

d

dt
E1+θ(t) 6 −γD(T )−

D+m−3
1+θ E

p+m+θ−2
1+θ

1+θ (t), 0 < t < T, (6.9)

где D(T ) =
∫
BΓ log T

ρ
p+m+θ−2
p+m−3 (x)dx. Интегрируя (6.9) в пределах от 0 до T , получаем, что

E1+θ(T ) 6 γT
− 1+θ

p+m−3D(T ).
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Наконец, объединяя это неравенство с (6.6), получаем

∫

RN

ρu(x, T ) dx 6 γ

( ∫

BΓ log T

ρ dx

) θ
1+θ

T
− 1

p+m−3

( ∫

BΓ logT

ρ
p+m+θ−2
p+m−3 (x) dx

) 1
1+θ

= γρ
p+m−2
p+m−3 (log T )(log T )NT

− 1
p+m−3 .

Теорема 1.4 доказана.

7. Доказательство теоремы 1.5

Из неравенства (2.7) следует, что

Yn+1 := sup
0<τ<t

∫

An+1

ρvan+1dx+

t∫

0

∫

An+1

|∇vn+1|
pdxdτ +

t∫

0

∫

An+1

vνn+1dxdτ

6 γ
2np

σpRp

t∫

0

∫

RN

vpn dxdτ,

(7.1)

где a = (1+θ)p
p+m+θ−2 , ν = (q+θ)p

p+m+θ−2 .

Далее, условие q < p+m− 2 позволяет применить тройное мультипликативное нера-
венство типа Соболева — Ниренберга — Гальярдо. Для получения этого неравенства
поступим следующим образом:

∫

RN

vpndx 6 γ



∫

RN

|∇vn|
pdx




B

∫

RN

vbndx




(1−B)p
b

, (7.2)

где B определяется из соображения размерности

N

p
=

(N − p)B

p
+
N(1−B)

b
, a < b < ν, a =

(1 + θ)p

p+m+ θ − 2
, ν =

p(q + θ)

p+m+ θ − 2
.

Применяя неравенство Гёльдера, имеем

∫

RN

vbndx 6



∫

RN

vνndx




ν−b
ν−a



∫

RN

vandx




b−a
ν−a

. (7.3)

Соединяя неравенства (7.2) и (7.3), получаем

∫

RN

vpndx 6 γ



∫

RN

|∇vn|
pdx




B





∫

RN

vνndx




ν−b
ν−a



∫

RN

vandx




ν−b
ν−a




(1−B)p
b

. (7.4)

Теперь подберем параметр b так, что

B +
(1−B)p

b

(ν − b)

ν − a
= 1. (7.5)
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Вычисления дают

B =
N(p− b)

N(p− b) + bp
, b =

pν

p− a+ ν
.

Замечая, что ∫

RN

vandx 6 γρ(R)−1

∫

RN

ρvandx

и интегрируя по времени (7.4) с учетом (7.5), получаем

t∫

0

∫

RN

vpndxdτ 6 γ




t∫

0

∫

RN

|∇vn|
pdxdτt

t∫

0

∫

RN

vνndxdτ




×

(
sup

0<τ<t

∫

RN

ρvandx

) ν−b
ν−a

(1−B)p
b

ρ(R)−
ν−b
ν−a

(1−B)p
b . (7.6)

Следовательно, из (7.1) и (7.6) вытекает

Yn+1 6
γ2np

(σR)p
ρ(R)−

b−a
ν−a

(1−B)p
b Y

1+ ν−b
ν−a

n , Yn → 0 при n→ ∞.

Вычисления дают

Y1 = sup
0<τ<t

∫

A1

ρu1+θdx+

t∫

0

∫

A1

∣∣∣∇u
p+m+θ−2

p

∣∣∣
p

dxdτ +

t∫

0

∫

A1

uq+θdxdτ 6 γ

∫

RN

ρu1+θ
0 dx,

Rpρ−
b−a
ν−a

1−B
b

p



∫

RN

ρu1+θ
0 dx




ν−b
ν−a

6 ε1. (7.7)

Пользуясь условиями H, легко проверить, что

R−pρ−
b−a
ν−a

1−B
b

p(R) 6 γR−pρ(R) 6 γR−(p−σ), σ < p.

Следовательно, (7.7) выполнено, если

R̃−(p−σ)



∫

RN

ρu1+θ
0 dx




ν−b
ν−a

=
ε1
2
,

т. е.

R̃ =





2γ∗
ε1



∫

RN

ρu1+θ
0 dx




ν−b
ν−a





1
p−σ

,

u(x, t) = 0 вне шара радиуса R = 4R0 + R̃

∫

RN

ρu dx 6



∫

RN

uqdx




1
q


∫

RN

ρ
q

q−1




q−1
q

6 γ



∫

RN

uqdx




1
q

,
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∫

RN

uqdx > γ



∫

RN

ρu dx




q

.

Интегрируя уравнение (1.1) по R
N и учитывая (1.5), получаем

d

dt

∫

RN

ρu dx 6 −µ1

∫

RN

uqdx 6 −µ1γ



∫

RN

ρu dx




q

.

Интегрируя это неравенство, имеем

dE

Eq
6 −µ1γ dt,

1

1− q

(
E1−q(t)− E1−q(0)

)
6 −µ1γt.

Отсюда следует, что при t > 0

E(t) 6 γt−
1

q−1 ,

что и требовалось доказать. Теорема 1.5 доказана.
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