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Аннотация. Работа посвящена нелокальным краевым задачам для одномерных по пространству
нагруженных уравнений Аллера с переменными коэффициентами и двумя операторами дробного
дифференцирования Капуто с порядками α и β. Подобные задачи возникают в практике регулиро-
вания солевого режима почв, когда расслоение верхнего слоя достигается сливом слоя воды с по-
верхности затопленного на некоторое время участка. Для численного решения поставленных задач
на равномерной сетке построены разностные схемы. Методом энергетических неравенств при раз-
личных соотношениях между порядками дробной производной Капуто α и β получены априорные
оценки в дифференциальной и разностной трактовках для решений нелокальных краевых задач.
Из полученных априорных оценок следуют единственность и устойчивость решения по правой части
и начальным данным, а также сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей
исходной дифференциальной задачи (в предположении существования решения дифференциальной
задачи в классе достаточно гладких функций) со скоростью O(h2+τ 2) при α = β и O(h2+τ 2−max{α,β})
при α 6= β. В работе также приводится алгоритм численного решения нелокальной краевой задачи
для нагруженного уравнения Аллера с переменными коэффициентами и оператором Бесселя.
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1. Введение

В последнее время стало очевидным, что при решении многих задач в физике, ме-
ханике, биологии и других областях часто встречаются среды и системы, которые хо-
рошо интерпретируются как фракталы, примерами фракталов (или фрактальных сред)
могут служить сильно пористые среды, каковым, например, является почвогрунт. Для
описания фрактальных сред и структур недостаточно использования дифференциаль-
ных уравнений целочисленного порядка, такие структуры адекватно могут быть описаны
при помощи дробного исчисления, или дробных интегро-дифференциальных операторов.
Дробным исчислением принято называть область математического анализа, в которой
исследуются и применяются дробные производные и интегралы любого вещественного
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порядка. Одним из приложений этой теории является теория дифференциальных урав-
нений с дробными производными. Подробное описание применения дробного исчисления
к различным областям науки и техники на современном этапе даны в монографиях [1–4].

Вопросы моделирования фильтрации и течения жидкости в трещиновато-пористых
средах [5, 6], двухфазного течения в пористых средах с динамическим капиллярным дав-
лением [7], переноса влаги [8, 9], движения подземных вод со свободной поверхностью
в многослойных средах [10, 11], теплопроводности в двухтемпературных системах [12] и
течения некоторых неньютоновских жидкостей [13] связаны с необходимостью исследо-
вания краевых задач для дифференциального уравнения в частных производных тре-
тьего порядка псевдопараболического типа (уравнение Аллера) и более общего класса
уравнений — уравнение типа Соболева [14].

В работе [15] предложены и исследованы математические модели водного режима в
почвогрунтах с фрактальной структурой. В основе этих моделей лежат дифференциаль-
ные уравнения Аллера с дробной по времени производной. Для задачи Коши выписыва-
ется единственное представление решения.

Численным методам решения краевых задач для различных уравнений дробного по-
рядка посвящены работы [16–27].

В данной работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для нагруженных
обобщенных уравнений Аллера с переменными коэффициентами и дробной производной
Капуто. Основной результат работы заключается в доказательстве априорных оценок
для решений задач как в дифференциальном, так и в разностном виде при различных
соотношениях между порядками дробной производной Капуто (α, β). Полученные нера-
венства означают устойчивость решения относительно входных данных. В силу линей-
ности рассматриваемых задач эти неравенства позволяют утверждать сходимость при-
ближенного решения к точному (в предположении существования последнего в классе
достаточно гладких функций). Подобные задачи возникают также в практике регулиро-
вания солевого режима почв, когда расслоение верхнего слоя достигается сливом слоя
воды с поверхности затопленного на некоторое время участка [21, с. 233]. В работе [22]
для описания движения примеси в потоке однородной жидкости используется диффе-
ренциальное уравнение дробного порядка. Если на поверхности поля имеется слой воды
постоянной толщины h, то на верхней границе с учетом фрактальности почвенной среды
следует задать условие

D
∂c

∂x
+A∂α

0t

∂c

∂x
= h∂α

0tc,

где c — концентрация соли в почвенном растворе, D — коэффициент диффузивности,
A,h = const > 0.

Настоящая работа является непосредственным продолжением серии работ автора, по-
священных разностным методам решения нелокальных краевых задач для обобщенных
уравнений Аллера [23–27].

2. Постановка нелокальной краевой задачи

для нагруженного уравнения Аллера

В замкнутом прямоугольнике QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим
нелокальную краевую задачу для нагруженного обобщенного уравнения Аллера:

∂α
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ ∂

β
0t

∂

∂x

(
η(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u(x0, t) + f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T,

(1)
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Π(0, t) = β11(t)u(0, t) + β12∂
α
0tu(0, t) − µ1(t), 0 6 t 6 T, (2)

−Π(l, t) = β21(t)u(l, t) + β22∂
α
0tu(l, t)− µ2(t), 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (4)

где
0 < c0 6 k(x, t), η(x) 6 c1, β12, β22 = const > 0,

|β11(t)|, |β21(t)|, |r(x, t)|, |q(x, t)|, |kx(x, t)|, |rx(x, t)| 6 c2, (5)

∂
γ
0tu = 1

Γ(1−γ)

∫ t

0
uτ (x,τ)
(t−τ)γ dτ — дробная производная в смысле Капуто порядка γ,

0 < γ < 1, α > β, x0 — произвольное фиксированное число, Π(x, t) = kux + ∂
β
0t(η(x)ux),

ci = const > 0, i = 0, 1, 2.
Будем предполагать, что решение задачи (1)–(4) существует и обладает нужными

по ходу изложения производными, а коэффициенты уравнения и граничных условий
удовлетворяют необходимым по ходу изложения условиям гладкости, обеспечивающим
нужный порядок аппроксимации разностной схемы.

По ходу изложения будем также использовать положительные постоянные числа Mi,
i = 1, 2, . . . , зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

3. Априорная оценка в дифференциальной форме

Для получения априорной оценки решения задачи (1)–(4) в дифференциальной фор-
ме умножим уравнение (1) скалярно на u:

(
∂α
0tu, u

)
=
(
(kux)x, u

)
+
(
∂
β
0t(ηux)x, u

)
+ (rux, u)−

(
qu(x0, t), u

)
+ (f, u), (6)

где скалярное произведение и норма имеют вид (a, b) =
∫ l

0 abdx, (a, a) = ‖a‖20, a, b —
заданные на [0, l] функции.

Пользуясь неравенством Коши с ε, леммой 1 из [19], после несложных преобразова-
ний [27] с учетом

−
(
qu(x0, t), u

)
= −

l∫

0

qu(x0, t)u dx 6
c2

2

l∫

0

(
u2(x0, t) + u2

)
dx

6
lc2

2
u2(x0, t) +

c2

2

l∫

0

u2 dx 6 M1

∥∥u
∥∥2
0
+ ε

lc2

2

∥∥ux
∥∥2
0

из (6) находим

1

2
∂α
0t

∥∥u
∥∥2
0
+

l∫

0

ku2x dx+
1

2

l∫

0

η∂
β
0t(ux)

2 dx 6 uΠ(x, t)
∣∣l
0
+M2

∥∥u
∥∥2
0
+ εM3

∥∥ux
∥∥2
0
+

1

2

∥∥f
∥∥2
0
. (7)

Оценим первое слагаемое в правой части (7). Тогда получим

u(x, t)Π(x, t)
∣∣l
0
= u(l, t)

(
µ2(t)− β21(t)u(l, t) − β22∂

α
0tu(l, t)

)

+u(0, t)
(
µ1(t)− β11u(0, t) − β12∂

α
0tu(0, t)

)
6 M4

(
µ2
1 + µ2

2

)

+M5

∥∥u
∥∥2
0
+ εM6

∥∥ux
∥∥2
0
−

β12

2
∂α
0tu

2(0, t)−
β22

2
∂α
0tu

2(l, t).

(8)
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Учитывая (8), из (7) находим

∂α
0t

∥∥u
∥∥2
0
+

l∫

0

η∂
β
0t(ux)

2 dx+
∥∥ux

∥∥2
0
+ β12∂

α
0tu

2(0, t) + β22∂
α
0tu

2(l, t)

6 M7

∥∥u
∥∥2
0
+ εM8

∥∥ux
∥∥2
0
+M9

(∥∥f
∥∥2
0
+ µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
, (9)

Выбирая ε = 1
2M8

, из (9) находим

∂α
0t

∥∥u
∥∥2
0
+

l∫

0

η∂
β
0t(ux)

2 dx+
∥∥ux

∥∥2
0
+ ∂α

0tu
2(0, t) + ∂α

0tu
2(l, t)

6 M10

∥∥u
∥∥2
0
+M11

(∥∥f
∥∥2
0
+ µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
, (10)

Применяя к обеим частям неравенства (10) оператор дробного интегрирования D−α
0t ,

получаем

∥∥u
∥∥2
0
+D

−(α−β)
0t

∥∥ux
∥∥2
0
+D−α

0t

∥∥ux
∥∥2
0
+ u2(0, t) + u2(l, t)

6 M12D
−α
0t

∥∥u
∥∥2
0
+M13

(
D−α

0t

(∥∥f
∥∥2
0
+ µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+
∥∥u0(x)

∥∥2
0

)
. (11)

На основании [19, лемма 2] из (11) находим априорные оценки:
1) в случае, когда α > β

∥∥u
∥∥2
0
+D

−(α−β)
0t

∥∥ux
∥∥2
0
+D−α

0t

∥∥ux
∥∥2
0
6 M

(
D−α

0t

(∥∥f
∥∥2
0
+ µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+
∥∥u0(x)

∥∥2
0

)
, (12)

2) в случае, когда α = β

∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α

0t

∥∥ux
∥∥2
0
6 M

(
D−α

0t

(∥∥f
∥∥2
0
+ µ2

1(t) + µ2
2(t)
)
+
∥∥u0(x)

∥∥2
W 1

2 (0,l)

)
, (13)

где ‖u‖2
W 1

2 (0,l)
= ‖u‖20 + ‖ux‖

2
0, M = const > 0, зависящее только от входных дан-

ных (1)–(4), D−γ
0t u = 1

Γ(γ)

∫ t

0
udτ

(t−τ)1−γ — дробный интеграл Римана — Лиувилля порядка γ,
0 < γ < 1.

Теорема 1. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), η(x) ∈ C1[0, l], r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ),

u(x, t) ∈ C2,1(QT ) ∩ C1,1(QT ), ∂α
0tu(x, t) ∈ C(QT ), ∂

β
0tuxx(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены

условия (5), тогда для решения задачи (1)–(4) справедливы априорные оценки (12) при

α > β и (13) при α = β.

Из априорных оценок (12), (13) следуют единственность и устойчивость решения по
правой части и начальным данным.

4. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (1)–(4) применим метод конечных разностей. Построим моно-
тонную схему второго порядка точности, содержащую односторонние производные, учи-
тывающие знак r(x, t). Для этого рассмотрим вместо уравнения (1) следующее уравнение
с возмущенными коэффициентами [28, c. 170]:

∂α
0tu = κi(kux)x + ∂

β
0t(ηux)x + rux − q(x, t)u(x0, t) + f(x, t), (14)

где κ = 1
1+R

, R = 0.5h|r|
k

— разностное число Рейнольдса.
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На равномерной сетке ωhτ исходной дифференциальной задаче (14), (2)–(4) поставим
в соответствие разностную схему с порядком аппроксимации O(h2 + τ2) при α = β и
O(h2 + τ2−max{α,β}) при α 6= β:

∆α
0tj+σ

y = κi

(
aiy

(σ)
x̄

)

x
+∆β

0tj+σ

(
γiyx̄

)
x
+ b

−j
i aiy

(σ)
x̄,i

+ b
+j
i ai+1y

(σ)
x,i − d

j
i

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ ϕ

j
i , (15)

κ0a1y
(σ)
x,0 +∆β

0tj+σ
(γ1yx,0) = β11y

(σ)
0 + 0.5hd0

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ β̃12∆

α
0tj+σ

y0 − µ̃1, (16)

−
(
κNaNy

(σ)
x̄,N +∆β

0tj+σ
(γNyx̄,N )

)
= β21y

(σ)
N + 0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)

+ β̃22∆
α
0tj+σ

yN − µ̃2, (17)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (18)

где
r(0, t) 6 0, r(l, t) > 0, (19)

отметим, что условия (19) нужны для обеспечения порядка аппроксимации O(h2 + τ2)
разностной схемы (15)–(18),

β̃12 = β12 + 0.5h, µ̃1(tj+σ) = µ1(tj+σ) + 0.5hϕj
0,

β̃22 = β22 + 0.5h, µ̃2(tj+σ) = µ2(tj+σ) + 0.5hϕj
N ,

a
j
i = k(xi−0.5, tj+σ), γi = η(xi−0.5), b

j
i =

r(x, tj+σ)

k(x, tj+σ)
, ϕ = f(xi, tj+σ)

y(σ) = σyj+1 + (1− σ)yj , d
j
i = q(xi, tj+σ), a

(γ,σ)
0 = σ1−γ ,

r(x, tj+σ) = r+(x, tj+σ) + r−(x, tj+σ), |r(x, tj+σ)| = r+(x, tj+σ)− r−(x, tj+σ),

r+(x, tj+σ) =
r(x, tj+σ) + |r(x, tj+σ)|

2
> 0, r−(x, tj+σ) =

r(x, tj+σ)− |r(x, tj+σ)|

2
6 0,

a
(γ,σ)
l = (l + σ)1−γ − (l − 1 + σ)1−γ , l > 1,

b
(γ,σ)
l =

1

2− γ

[
(l + σ)2−γ − (l − 1 + σ)2−γ

]
−

1

2

[
(l + σ)1−γ + (l − 1 + σ)1−γ

]
, l > 1,

при j = 0, c
(γ,σ)
0 = a

(γ,σ)
0 ;

при j > 0, c(γ,σ)s =





a
(γ,σ)
0 + b

(γ,σ)
1 , s = 0,

a
(γ,σ)
s + b

(γ,σ)
s+1 − b

(γ,σ)
s , 1 6 s 6 j − 1,

a
(γ,σ)
j − b

(γ,σ)
j , s = j,

c(γ,σ)s >
1− γ

2
(s + σ)−γ > 0, x−i0 =

xi0+1 − x0

h
, x+i0 =

x0 − xi0
h

, xi0 6 x0 6 xi0+1,
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σ = 1− γ
2 , при α = β и σ = 0.5, при α 6= β, ∆γ

0tj+σ
y = τ1−γ

Γ(2−γ)

∑j
s=0 c

(γ,σ)
j−s yst — дискретный

аналог дробной производной Капуто порядка γ, 0 < γ < 1, [20] с порядком аппроксима-
ции O(τ3−γ) при σ = 1 − γ

2 , и O(τ2−γ) при σ = 0.5. Введем скалярные произведения и
норму:

[u, v] =

N∑

i=0

uivi~, ~ =

{
0.5h, i = 0, N,

h, i 6= 0, N,

(
u, v
]
=

N∑

i=1

uivih, [u, u
]
=
[
1, u2

]
=
∣∣[u
]∣∣2
0
.

Перепишем (15)–(18) в операторной форме:

∆α
0tj+σ

y = Λ(tj+σ)y
(σ) + δy +Φ, (20)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (21)

где

Λ(tj+σ)y
(σ) =





Λ̃y
(σ)
i = κ(ay

(σ)
x̄ )x + b−ay

(σ)
x̄ + b+a(+1)y

(σ)
x − d

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
,

Λ−y
(σ)
0 =

2

h

(
κ0a1y

(σ)
x,0 − β11y

(σ)
0 − 0.5hd0

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

))
, i = 0,

Λ+y
(σ)
N =

2

h

(
− κNaNy

(σ)
x̄,N − β21y

(σ)
N − 0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

))
, i = N,

δy =





δyi = ∆β
0tj+σ

(γiyx̄)x, i = 1, N − 1,

δ−y0 =
2

h

(
∆β

0tj+σ
(γ1yx,0)− β12∆

α
0tj+σ

y0
)
, i = 0,

δ+yN =
2

h

(
−∆β

0tj+σ
(γNyx̄,N )− β22∆

α
0tj+σ

yN
)
, i = N,

Φ =





ϕ = ϕi, i = 1, N − 1,

ϕ− =
2

h

(
µ1(tj+σ) + 0.5hϕj

0

)
, i = 0,

ϕ+ =
2

h

(
µ2(tj+σ) + 0.5hϕj

N

)
, i = N.





κ =
1

1 + 0.5h|r|
k

,

κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|
k0.5

, r0 6 0,

κN =
1

1 + 0.5h|rN |
kN−0.5

, rN > 0,

r0 = r(0, tj+σ) = r
j+σ
0 6 0, rN = r(xN , tj+σ) = r

j+σ
N > 0.

Умножим теперь (20) скалярно на y(σ):
[
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

]
=
[
Λ(tj+σ)y

(σ), y(σ)
]
+
[
δ̄y, y(σ)

]
+
[
Φ, y(σ)

]
. (22)

Пользуясь леммой 1 из [20], первой разностной формулой Грина, неравенством Коши —
Буняковского и ε-неравенством [28, c. 110], после некоторых преобразований c учетом

−
[
d
(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
, yσ
]
= −

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)[
d, yσ

]
6

1

2

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)2

+
1

2

[
d, y(σ)

]2
6
(
y
(σ)
i0

x−i0

)2
+
(
y
(σ)
i0+1x

+
i0

)2
+

Nc22
2

[
1,
(
y(σ)

)2]
6 M1

∣∣[y(σ)
]∣∣2
0
+ εM2

∥∥y(σ)x̄

]∣∣2
0

из (22) находим

∆α
0tj+σ

∣∣[y
]∣∣2
1
+∆β

0tj+σ

∣∣[yx̄]
∣∣2
0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0
6 M3

∣∣[y(σ)
]∣∣2
1
+εM4

∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0
+M5

(∣∣[ϕ
]∣∣2
0
+µ2

1+µ2
2

)
, (23)

где |[y]|21 = |[y]|20 + y20 + y2N .
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I случай. Пусть α > β, тогда выбирая ε = 1
2M4

, из (23) получаем

∆α
0tj+σ

∣∣[y
]∣∣2
1
+∆β

0tj+σ
|[yx̄]|

2
0 +

∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0
6 M6

∣∣[y(σ)
]∣∣2
1
+M7

(∣∣[ϕ
]∣∣2
0
+ µ2

1 + µ2
2

)
. (24)

Перепишем (24) в другой форме:

∆α
0tj+σ

∣∣[y
]∣∣2
1
6 Mσ

8

∣∣[yj+1
]∣∣2
1
+Mσ

9

∣∣[yj
]∣∣2
1
+M7

(∣∣[ϕ
]∣∣2
0
+ µ2

1 + µ2
2

)
. (25)

На основании [25, лемма 4] из (25) получаем

∣∣[yj+1
]∣∣2
0
6 M

(∣∣[y0
]∣∣2
0
+ max

06j′6j

(∣∣[ϕj ′]∣∣2
0
+ µ2

1 + µ2
2

))
, (26)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .

II случай. Пусть α = β, тогда перепишем (23) в следующем виде:

∆α
0tj+σ

∣∣[y]
∣∣2
2
6 Mσ

10

∣∣[yj+1
]∣∣2
2
+Mσ

11

∣∣[yj
]∣∣2
2
+M7

(∣∣[ϕ]
∣∣2
0
+ µ2

1 + µ2
2

)
, (27)

где |[y]|22 = |[y]|2
W 1

2 (0,l)
+ y20 + y2N , |[y]|2

W 1
2 (0,l)

= |[y]|20 + |[yx̄]|
2
0.

На основании леммы 4 [25] из (27) получаем

∣∣[yj+1
]∣∣2
W 1

2 (0,l)
6 M

(∣∣[y0
]∣∣2
W 1

2 (0,l)
+ max

06j′6j

(∣∣[ϕj ′
]
∣∣2
0
+ µ2

1 + µ2
2

))
, (28)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .

Теорема 2. Пусть выполнены условия (5), (19), тогда существует такое τ0, что если

τ 6 τ0, то для решения разностной задачи (15)–(18) справедливы априорные оценки (26)
при α > β и (28) при α = β.

Из априорных оценок (26), (28) следуют единственность и устойчивость решения
задачи (15)–(18) по начальным данным и правой части.

Исследуем вопрос о разрешимости задачи (15)–(18). Для этого рассмотрим однород-
ную задачу (ϕ = 0, µ̃1 = 0, µ̃2 = 0, u0(x) = 0), решение которой заведомо существует:

∆α
0tj+σ

y = κi

(
aiy

(σ)
x̄

)
x
+∆β

0tj+σ

(
γiyx̄

)
x
+b

−j
i aiy

(σ)
x̄,i +b

+j
i ai+1y

(σ)
x,i −d

j
i

(
y
(σ)
i0

x−i0+y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
, (29)

κ0a1y
(σ)
x,0 +∆β

0tj+σ
(γ1yx,0) = β11y

(σ)
0 + 0.5hd0

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ β̃12∆

α
0tj+σ

y0, (30)

−
(
κNaNy

(σ)
x̄,N+∆β

0tj+σ
(γNyx̄,N )

)
= β21y

(σ)
N +0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0+y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+β̃22∆

α
0tj+σ

yN , (31)

y(x, 0) = 0, x ∈ ωh. (32)

Пусть y(x, t) — одно из решений однородной задачи (29)–(32). Из неравенства (26)
следует, что |[yj+1]|20 6 0, а из (28) — |[yj+1]|2

W 1
2 (0,l)

6 0, но |[yj+1]|20 = 0 и |[yj+1]|2
W 1

2 (0,l)
= 0

лишь при y = 0, x ∈ w̄h. Поэтому из априорных оценок (26) при α > β, (28) при α = β

следуют, что единственным решением однородной задачи (29)–(32) является y = 0. Тем
самым решение задачи (15)–(18) при любых ϕ, µ̃1, µ̃, u0(x) существует и единственно.

Таким образом, из априорных оценок (26) при α > β, (28) при α = β следуют су-
ществование, единственность и устойчивость решения задачи (15)–(18) по начальным
данным и правой части.
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Пусть u(x, t) — решение задачи (1)–(4), y(xi, tj) = y
j
i — решение разностной зада-

чи (15)–(18). Для оценки точности разностной схемы (15)–(18) рассмотрим разность
z
j
i = y

j
i − u

j
i , где u

j
i = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения (15)–(18),

получаем задачу для функции z:

∆α
0tj+σ

z = κ
j
i

(
aiz

(σ)
x̄

)
x
+∆β

0tj+σ

(
γizx̄

)
x
+ b

−j
i aiz

(σ)
x̄,i

+ b
+j
i ai+1z

(σ)
x,i − d

j
i

(
z
(σ)
i0

x−i0 + z
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+Ψj

i , (33)

κ0a1z
(σ)
x,0 +∆β

0tj+σ
(γ1zx,0) = β11z

(σ)
0 + 0.5hd0

(
z
(σ)
i0

x−i0 + z
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ β̃12∆

α
0tj+σ

z0 − ν̃1, (34)

−
(
κNaNz

(σ)
x̄,N +∆β

0tj+σ
(γNzx̄,N )

)
= β21z

(σ)
N + 0.5hdN

(
z
(σ)
i0

x−i0 + z
(σ)
i0+1x

+
i0

)

+ β̃22∆
α
0tj+σ

zN − ν̃2, (35)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (36)

где Ψ = O
(
h2 + τ2

)
, ν̃1 = O

(
h2 + τ2

)
, ν̃2 = O

(
h2 + τ2

)
, при α = β, и Ψ = O

(
h2 +

τ2−max{α,β}
)
, ν̃1 = O

(
h2+τ2−max{α,β}

)
, ν̃2 = O

(
h2+τ2−max{α,β}

)
, при α 6= β — погрешности

аппроксимации дифференциальной задачи (1)–(4) разностной схемой (15)–(18) в классе
решении u = u(x, t) задачи (1)–(4).

В случае, когда α > β, применяя априорную оценку (26) к решению задачи (33)–(36),
получаем неравенство

∣∣[zj+1
]∣∣2
0
6 M max

06j′6j

(∣∣[Ψj′
]∣∣2
0
+ ν

j′2
1 + ν

j′2
2

)
, (37)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .
В случае, когда α = β, применяя априорную оценку (28) к решению задачи (33)–(36),

получаем неравенство
∣∣[zj+1

]∣∣2
W 1

2 (0,l)
6 M max

06j′6j

(∣∣[Ψj′
]∣∣2
0
+ ν

j′2
1 + ν

j′2
2

)
, (38)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .
Из априорных оценок (37), (38) следует сходимость решения разностной зада-

чи (15)–(18) к решению дифференциальной задачи (1)–(4) так, что существует такое τ0,
что при τ 6 τ0 справедливы оценки:

1) в случае, когда α > β

∣∣[yj+1 − uj+1
]∣∣
0
6 M

(
h2 + τ2−max{α,β}

)
;

2) в случае, когда α = β
∣∣[yj+1 − uj+1

]∣∣
W 1

2 (0,l)
6 M

(
h2 + τ2

)
.

Замечание 1. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае,
когда уравнение (1) имеет вид

∂α
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ ∂

β
0t

∂

∂x

(
η(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
−

p∑

s=1

qs(x, t)u(xs, t) + f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T,

если потребовать выполнения условия |qs| 6 c2.
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Замечание 2. При построении алгоритма приближенного решения дифференциаль-
ной задачи (1)–(4) следует использовать метод параметрической прогонки [29, c. 131].
В виду того, что уравнение (1) содержит слагаемое q(x, t)u(x0, t) нарушается трехдиаго-
нальная структура матрицы коэффициентов разностной схемы (15)–(18) и использовать
обычный метод прогонки не представляется возможным.

5. Постановка нелокальной краевой задачи для нагруженного

уравнения Аллера с оператором Бесселя

В замкнутом прямоугольнике QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим
следующую нелокальную краевую задачу:

∂α
0tu =

1

xm
∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+

1

xm
∂
β
0t

∂

∂x

(
xmη(x)

∂u

∂x

)

+ r(x, t)
∂u

∂x
− q(x, t)u(x0, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

(39)

lim
x→0

xmΠ(x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (40)

−Π(l, t) = β1(t)u(l, t) + β2∂
α
0tu(l, t)− µ(t), 0 6 t 6 T, (41)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (42)

где 0 6 m 6 2, β2 = const > 0.
При x = 0 ставится условие ограниченности решения |u(0, t)| < ∞, которое эквива-

лентно условию (40), равносильному в свою очередь тождеству Π(0, t) = 0 [28, c. 173],
если функции r(0, t), k(0), q(0, t), f(0, t) конечны.

Уравнение Аллера с оператором Бесселя (39) возникает при переходе от трехмер-
ного уравнения Аллера к цилиндрическим (сферическим) координатам в случае, когда
решение u = u(r) не зависит ни от z, ни от ϕ.

6. Априорная оценка в дифференциальной форме

Получим априорную оценку методом энергетических неравенств, для этого умножим
уравнение (39) скалярно на xmu :

(
∂α
0tu, x

mu
)
=
((
xmkux

)
x
, u
)
+
(
∂
β
0t

(
xmηux

)
x
, u
)

+
(
rux, x

mu
)
−
(
qu(x0, t), x

mu
)
+
(
f, xmu

)
. (43)

После некоторых несложных преобразований с учетом

−
(
qu(x0, t), x

mu
)
= −

l∫

0

xmqu(x0, t)u dx = −u(x0, t)

l∫

0

xmqu dx

6
1

2
u2(x0, t) +

1

2

( l∫

0

xmqu dx

)2

6 M1

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+ εM2

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
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из (43) находим

1

2
∂α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+

1

2

l∫

0

η∂
β
0t

(
x

m
2 ux

)2
dx+

l∫

0

xmku2x dx

6 xmuΠ(x, t)
∣∣l
0
+M3

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+ εM4

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+

1

2

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
. (44)

Оценим первое слагаемое в правой части (44), тогда имеем

xmuΠ(x, t)
∣∣l
0
= lmu(l, t)Π(l, t) = lmu(l, t)

(
µ(t)− β1(t)u(l, t) − β2∂

α
0tu(l, t)

)

= lmu(l, t)µ(t) − lmu2(l, t)β1(t)− lmβ2u(l, t)∂
α
0tu(l, t)

6 −
lmβ2

2
∂α
0tu

2(l, t) +M5

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+ εM6

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+M7µ

2(t).

(45)

Учитывая (45), из (44) находим

∂α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+

l∫

0

η∂
β
0t

(
x

m
2 ux

)2
dx+

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+ β2∂

α
0tu

2(l, t)

6 M8

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+ εM9

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+M10

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(t)

)
. (46)

Выбирая ε = 1
2M9

, из (46) получим

∂α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+

l∫

0

η∂
β
0t

(
x

m
2 ux

)2
dx+

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+ ∂α

0tu
2(l, t)

6 M11

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+M12

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(t)

)
. (47)

Применяя к обеим частям неравенства (47) оператор дробного интегрирования D−α
0t ,

находим

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+D

−(α−β)
0t

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+D−α

0t

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+ u2(l, t)

6 M13D
−α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+M14

(
D−α

0t

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2

2(t)
)
+
∥∥xm

2 u0
∥∥2
0

)
. (48)

На основании [19, лемма 2] из (48) получаем априорные оценки:
1) в случае, когда α > β

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+D

−(α−β)
0t

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+D−α

0t

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0

6 M
(
D−α

0t

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2

2(t)
)
+
∥∥xm

2 u0(x)
∥∥2
0

)
; (49)

2) в случае, когда α = β

∥∥xm
2 u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α

0t

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
6 M

(
D−α

0t

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2

2(t)
)
+
∥∥xm

2 u0(x)
∥∥2
W 1

2 (0,l)

)
, (50)

где ‖x
m
2 u‖2

W 1
2 (0,l)

= ‖x
m
2 u‖20 + ‖x

m
2 ux‖

2
0, M = const > 0, зависящая только от входных

данных задачи (39)–(42).
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Теорема 3. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), η(x) ∈ C1[0, l], r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ),

u(x, t) ∈ C2,1(QT ) ∩ C1,1(QT ), ∂α
0tu(x, t) ∈ C(QT ), ∂

β
0tuxx(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены

условия (5), тогда для решения задачи (39)–(42) справедливы априорные оценки (49)
при α > β и (50) при α = β.

Из априорной оценки (49) следуют единственность и устойчивость решения по правой
части и начальным данным.

7. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (39)–(42) поставим в со-
ответствие разностную схему порядка аппроксимации O(h2 + τ2) при α = β и
O(h2 + τ2−max{α,β}) при α 6= β:

κ∆α
0tj+σ

y =
κ

xmi

(
xmi−0.5aiy

(σ)
x̄

)
x
+

1

xmi
∆β

0tj+σ

(
xmi−0.5γiyx̄,i

)
x
+

b−j

xmi

(
xmi−0.5aiy

(σ)
x̄,i

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5ai+1y

(σ)
x,i

)
− d

j
i

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ ϕ

j
i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(51)

κ0a1y
(σ)
x,0 +∆β

0tj+σ
(γ1yx̄,0) =

0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
y0 + d0

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

))
− µ̃1, (52)

−κNaNy
(σ)
x̄,N−∆β

0tj+σ
(γNyx̄,N ) = β̃1y

(σ)
N +0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0+y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+β̃2∆

α
0tj+σ

yN−µ̃2, (53)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (54)

где

β̃1 = κ̃β1(tj+σ), β̃2 = κ̃β2 + 0.5h, µ̃1 =
0.5h

m+ 1
ϕ
j
0, µ̃2 = κ̃µ(tj+σ) + 0.5hϕj

N ,

κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|

(m+1)kj+σ
0.5

, если r
j+σ
0 6 0, κN =

1

1 +
0.5h|rj+σ

N
|

kN−0.5

, если r
j+σ
N > 0,

r = r+ + r−, |r| = r+ − r−, r+ = 0.5
(
r + |r|

)
> 0, r− = 0.5

(
r − |r|

)
6 0,

ai = k(xi−0.5, tj+σ), γi = η(xi−0.5), b
±j
i =

κir
±j+σ
i

k
j+σ
i

,

d
j
i =

{
κiq

j+σ
i , i = 1, N − 1,

q
j+σ
i , i = 0, N,

ϕ
j
i =

{
κif

j+σ
i , i = 1, N − 1,

f
j+σ
i , i = 0, N,

~ =

{
0.5h, i = 0,

h, i = 1, N − 1,

κi =
1

1 +Ri

, Ri =
0.5h|ri|κi

ki−0.5
,

κi = 1 +
m(m− 1)h2

24x2i
, i = 1, N − 1, κ̃ = 1 +

0.5hm

l
=

1

1− 0.5hm
l

.

Найдем априорную оценку методом энергетических неравенств, для этого перепишем
(51)–(54) в операторном виде

κ∆α
tj+σ

y = Λ̄(tj+σ)y
(σ) + δ̄y + Φ̄, (55)
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y(x, 0) = u0(x), (56)

где

κ =

{
κi, x ∈ ωh,

1, x = 0, l,
κi = 1 +

m(m− 1)h2

24x2i
,

δ̄y =





δyi =
1

xmi
∆β

0tj+σ

(
xmi−0.5γiyx̄,i

)
x
, (x, t) ∈ ωh,τ

δ−y0 =
m+ 1

0.5h
∆β

0tj+σ
(γ1yx,0), x = 0,

δ+yN = −
2

h

(
∆β

0tj+σ
(γNyx̄,N ) + κ̃β2∆

α
0tj+σ

yN
)
, x = l,

Λ(tj+σ)yσ =





Λ̃(tj+σ)y
(σ)
i =

κi

xmi

(
xmi−0.5aiy

(σ)
x̄,i

)
x
+

b−j

xmi

(
xmi−0.5aiy

(σ)
x̄

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5ai+1y

(σ)
x

)
− di

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
,

Λ−y
(σ)
0 =

m+ 1

0.5h

(
κ0a1y

(σ)
x,0 −

0.5h

m+ 1
d0

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

))
, x = 0,

Λ+y
(σ)
N = −

2

h

(
κNaNy

(σ)
x,N + β̃1y

(σ)
N + 0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

))
, x = l,

Φ =





ϕ = ϕi, (x, t) ∈ ωhτ ,

ϕ− =
m+ 1

0.5h
µ̃1, x = 0,

ϕ+ =
1

0.5h
µ̃2, x = l.

Умножим теперь (55) скалярно на xmy(σ):

(
κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

)
=
(
Λ̄(tj+σ)y

(σ), xmy(σ)
]
+
(
δ̄y, xmy(σ)

]
+
(
Φ̄, xmy(σ)

]
, (57)

где

(u, v] =
N∑

i=1

uivi~, ‖u]|20 =
N∑

i=1

u2i ~, ~ =

{
0.5h, i = 0, N,

h, i 6= 0, N.

Пользуясь неравенством Коши с ε, после нетрудных преобразований из (57) получаем

(
κ

2
,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
]
+
(γi
2
,∆β

0tj+σ

(
x

m
2 yx

)2]
+

1

1 + hM1

(
xmaiκ,

(
y
(σ)
x

)2]

6 M2

(∥∥xm
2 y(σ)

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 y
(σ)
x

]∣∣2
0

)
−
(
d
(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
, xmi y(σ)

)

+
(
xm
N − xmN

)
y
(σ)
N

(
κNaNy

(σ)
x,N +∆β

0tj+σ
(γNyx,N )

)
− xm0.5y

(σ)
0

(
κ0a1y

(σ)
x,0 +∆β

0tj+σ
(γ1yx,0)

)

+
(
ϕ, xmy(σ)

)
+ y

(σ)
N xmN

(
µ̃2 − β̃1y

(σ)
N − 0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
− β̃2∆

α
0tj+σ

yN

)
.

(58)
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Рассмотрим третье, четвертое и шестое слагаемые в правой части (58):

(
xmN − xm

N

)
y
(σ)
N

(
κNaNy

(σ)
xN +∆β

0tj+σ
(γNyx,N )

)
− xm0.5y

(σ)
0

(
κ0a1y

(σ)
x,0 +∆β

0tj+σ
(γ1yx,0)

)

+xmNy
(σ)
N

(
µ̃2 − β̃1y

(σ)
N − 0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
− β̃2∆

α
0tj+σ

yN

)

=
(
xm
N − xmN

)
y
(σ)
N

[
µ̃2 − β̃1y

(σ)
N − 0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
− β̃2∆

α
0tj+σ

yN

]

+xmNy
(σ)
N

[
µ̃2 − β̃1y

(σ)
N − 0.5hdN

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
− β̃2∆

α
0tj+σ

yN

]

−xm0.5y
(σ)
0

[
β1

(
y
(σ)
i0

x−i0 + y
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
y0 − µ̃1

]

6 M3

(
µ̃2
1 + µ̃2

2

)
+M4

(∥∥xm
2 yσ

]∣∣2
0
+
(
x

m
2
0.5y0

)2)
+ εM5

∥∥x̄m
2 y

(σ)
x̄

]∣∣2
0

−
β̃2

2

(
xm
N − xmN

)
∆α

0tj+σ
y2N −

h

4(m+ 1)
xm0.5∆

α
0tj+σ

y20 .

(59)

Учитывая преобразования (59), из (58) находим
(
κ

2
,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
]
+
(γi
2
,∆β

0tj+σ

(
x̄

m
2 yx̄

)2]
+M6

∥∥x̄m
2 y

(σ)
x̄

]∣∣2
0

+
h

4(m+ 1)
xm0.5∆

α
0tj+σ

y20 +

(
κ̃β2

2
xmN +

(
x̄mN − xmN

) β̃2
2

)
∆α

0tj+σ
(yN )2

6 M7

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃2

1 + µ̃2
2

)
+M8

(∥∥xm
2 yσ

]∣∣2
0
+
(
x

m
2
0.5y0

)2)
+ εM9

∥∥x̄m
2 y

(σ)
x̄

]∣∣2
0
.

(60)

Преобразуем первое и пятое слагаемые в левой части (60) с учетом xmN−0.5 >
1
6x

m
N :

(
¯̄κ

2
,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
]
+

(
κ̃β2

2
xmN +

(
x̄mN − xmN

) β̃2
2

)
∆α

0tj+σ
(yN )2

=

(
κ

2
,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
)
+
0.5h

2
xmN∆α

0tj+σ
(yN )2+

(
κ̃β2

2
xmN+

(
x̄mN − xmN

) β̃2
2

)
∆α

0tj+σ
(yN )2

=

(
κ

2
,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
)
+

(
κ̃β2

2
x̄mN +

0.5h

2
x̄mN

)
∆α

0tj+σ
(yN )2>

M10

2

(
1,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2)

+
h

4
x̄mN∆α

0tj+σ
(yN )2>

1

4

(
1,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2)

+
0.5h

12
xmN∆α

0tj+σ
(yN )2>

1

12
∆α

0tj+σ

∥∥xm
2 y
]∣∣2
0
.

(61)

Учитывая (61), из (60) получаем

∆α
0tj+σ

∥∥xm
2 y
]∣∣2
1
+∆β

0tj+σ

∥∥x̄m
2 yx̄

]∣∣2
0
+
∥∥x̄m

2 y
(σ)
x̄

]∣∣2
0

6 M11

∥∥xm
2 y(σ)

]∣∣2
1
+ εM12

∥∥x̄m
2 y

(σ)
x̄

]∣∣2
0
+M13

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃2

1 + µ̃2
2

)
, (62)

где
∥∥xm

2 y
]∣∣2
1
=
∥∥xm

2 y
]∣∣2
0
+
(
x

m
2
0.5y0

)2
.

I случай. Пусть α > β, тогда выбирая ε = 1
2M12

, из (62) получаем

∆α
0tj+σ

∥∥xm
2 y
]∣∣2
1
+∆β

0tj+σ

∥∥x̄m
2 yx̄

]∣∣2
0
+
∥∥x̄m

2 y
(σ)
x̄

]∣∣2
0

6 M14

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
1
+M15

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃2

1 + µ̃2
2

)
. (63)
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Перепишем (63) в другой форме:

∆α
0tj+σ

∥∥xm
2 y
]∣∣2
1
6 Mσ

16

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
1
+Mσ

17

∥∥xm
2 yj
]∣∣2
1
+M15

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃2

1 + µ̃2
2

)
, (64)

На основании [25, лемма 4] из (64) получаем

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
1
6 M

(
∥∥xm

2 y0
]∣∣2
1
+ max

06j′6j

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃2

1 + µ̃2
2

))
, (65)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .

II случай. Пусть α = β, тогда перепишем (62) в следующем виде:

∆α
0tj+σ

∥∥xm
2 y
]∣∣2
2
6 Mσ

18

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
2
+Mσ

19

∥∥xm
2 yj
]∣∣2
2
+M15

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃2

1 + µ̃2
2

)
, (66)

где
∥∥xm

2 y
]∣∣2
2
=
∥∥xm

2 y
]∣∣2
0
+
∥∥x̄m

2 yx̄
]∣∣2
0
+
(
x

m
2
0.5y0

)2
.

Пользуясь [25, лемма 4], из (66) находим априорную оценку

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
2
6 M

(
∥∥xm

2 y0
]∣∣2
2
+ max

06j′6j

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃2

1 + µ̃2
2

))
, (67)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .

Теорема 4. Пусть выполнены условия (5), (19), тогда существуют такие τ0, h0, что

если τ 6 τ0, h 6 h0, то для решения разностной задачи (51)–(54) справедливы априорные

оценки (65) при α > β и (67) при α = β.

Из априорных оценок (65), (67) следуют существование, единственность и устойчи-
вость решения задачи (51)–(54) по начальным данным и правой части.

Пусть u(x, t) — решение задачи (39)–(42), y(xi, tj) = y
j
i — решение разностной за-

дачи (51)–(54). Для оценки точности разностной схемы (51)–(54) рассмотрим разность
z
j
i = y

j
i − u

j
i , где u

j
i = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения (51)–(54),

получаем задачу для функции z

κ∆α
0tj+σ

z =
κ

xmi

(
xmi−0.5aiz

(σ)
x̄

)
x
+

1

xmi
∆β

0tj+σ

(
xmi−0.5γizx̄,i

)
x
+

b−j

xmi

(
xmi−0.5aiz

(σ)
x̄,i

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5ai+1z

(σ)
x,i

)
− d

j
i

(
z
(σ)
i0

x−i0 + z
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(68)

κ0a1z
(σ)
x,0 +∆β

0tj+σ
(γ1zx̄,0) =

0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
z0 + d0

(
z
(σ)
i0

x−i0 + z
(σ)
i0+1x

+
i0

))
− ν̃1, (69)

−κNaNz
(σ)
x̄,N −∆β

0tj+σ
(γNzx̄,N )= β̃1z

(σ)
N +0.5hdN

(
z
(σ)
i0

x−i0+z
(σ)
i0+1x

+
i0

)
+β̃2∆

α
0tj+σ

zN −ν̃2, (70)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (71)

где Ψ = O
(
h2+τ2

)
, ν̃1 = O

(
h2+τ2

)
, ν̃2 = O

(
h2+τ2

)
при α = β и Ψ = O

(
h2+τ2−max{α,β}

)
,

ν̃1 = O
(
h2+τ2−max{α,β}

)
, ν̃2 = O

(
h2+τ2−max{α,β}

)
при α 6= β — погрешности аппроксима-

ции дифференциальной задачи (39)–(42) разностной схемой (51)–(54) в классе решении
u = u(x, t) задачи (39)–(42).

В силу того, что задача (68)–(71) линейна, применяя априорные оценки (65), (67)
к задаче (68)–(71), получаем оценки:
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1) в случае, когда α > β

∥∥xm
2 zj+1

]∣∣2
1
6 M max

06j′6j

(∥∥xm
2 Ψj′

∥∥2
0
+ ν̃21 + ν̃22

)
, (72)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ ;
2) в случае, когда α = β

∥∥xm
2 zj+1

]∣∣2
2
6 M max

06j′6j

(∥∥xm
2 Ψj′

∥∥2
0
+ ν̃21 + ν̃22

)
, (73)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .
Из оценок (72), (73) следуют единственность и устойчивость решения разностной схе-

мы (51)–(54) по правой части и начальным данным, а также сходимость решения раз-
ностной задачи (51)–(54) к решению дифференциальной задачи (39)–(42) со скоростью
O
(
h2 + τ2

)
так, что если существуют такие τ0, h0, то при τ 6 τ0, h 6 h0 справедливы

априорные оценки:
1) в случае, когда α > β

∥∥xm
2
(
yj+1 − uj+1

)]∣∣
1
6 M

∥∥xm
2

∥∥
0

(
h2 + τ2−max{α,β}

)
6 M

(
h2 + τ2−max{α,β}

)
;

2) в случае, когда α = β

∥∥xm
2
(
yj+1 − uj+1

)]∣∣
2
6 M

∥∥xm
2

∥∥
0

(
h2 + τ2

)
6 M

(
h2 + τ2

)
,

где M = const > 0, не зависящая от h и τ ,

Замечание 3. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае,
когда уравнение (39) имеет вид

∂α
0tu =

1

xm
∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+

1

xm
∂
β
0t

∂

∂x

(
xmη(x)

∂u

∂x

)

+ r(x, t)
∂u

∂x
−

p∑

s=1

qs(x, t)u(xs, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

если потребовать выполнения условия |qs| 6 c2.

8. Алгоритм численного решения

Для численного решения задачи (39)–(42) воспользуемся методом параметрической
прогонки [29, c. 131] и приведм разностную схему (51)–(54) к расчетному виду. Тогда
уравнение (51) приводится к следующему виду:

Aiy
j+1
i−1 − Ciy

j+1
i +Biy

j+1
i+1 − h2τσxmi d

j
i

(
y
j+1
i0

x−i0 + y
j+1
i0+1x

+
i0

)
= −F

j
i , i = 1, N − 1, (74)

где

Ai = τσκ
j
i x

m
i−0.5a

j
i + γix

m
i−0.5

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2− β)
− τhσxmi−0.5b

−j
i a

j
i ,

Bi = τσκ
j
i x

m
i+0.5a

j
i+1 + γi+1x

m
i+0.5

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2− β)
+ τhσxmi+0.5b

+j
i a

j
i+1,
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Ci = Ai +Bi + h2κix
m
i

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
,

F
j
i = AAiy

j
i−1 − CCiy

j
i +BBiy

j
i+1 + h2τxmi ϕ

j
i − h2xmi

τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑

s=0

c
(α,σ)
j−s

(
ys+1
i − ysi

)

+
xmi+0.5τ

1−β

Γ(2− β)

j−1∑

s=0

c
(β,σ)
j−s

(
(γi+1yi+1)

s+1 − (γi+1yi+1)
s
)
− τ(1− σ)h2xmi d

j
i

(
y
j
i0
x−i0 + y

j
i0+1x

+
i0

)

−
xmi τ1−β

Γ(2− β)

j−1∑

s=0

c
(β,σ)
j−s

(
((γi + γi+1)yi)

s+1 − ((γi + γi+1)yi)
s
)

+
xmi−0.5τ

1−β

Γ(2− β)

j−1∑

s=0

c
(β,σ)
j−s

(
(γiyi−1)

s+1 − (γiyi−1)
s
)
,

AAi = τ(1− σ)κj
i x

m
i−0.5a

j
i − γix

m
i−0.5

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2− β)
− τh(1− σ)xmi−0.5b

−j
i a

j
i ,

BBi = τ(1− σ)κj
i x

m
i+0.5a

j
i+1 − γi+1x

m
i+0.5

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2− β)
+ τh(1− σ)xmi+0.5b

+j
i a

j
i+1,

CCi = AAi +BBi − h2κix
m
i

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
.

Краевое условие (52) принимает вид

y0 = κ11y1 + κ12yi0 + κ13yi0+1 + µ1, (75)

где

κ11 =
τσκ0a

j
1 + γ1

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β)

τσκ0a
j
1 + γ1

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β) + 0.5h2

m+1
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α)

,

κ12 =
− 0.5

m+1 d0σhτ(xi0+1 − x0)

τσκ0a
j
1 + γ1

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β) + 0.5h2

m+1
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α)

,

κ13 =
− 0.5

m+1 d0σhτ(x0 − xi0)

τσκ0a
j
1 + γ1

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β) + 0.5h2

m+1
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α)

,

µ1 =

[
µ̃1hτ + τ(1− σ)κ0a1

(
y
j
1 − y

j
0

)
− γ1

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2− β)

(
y
j
1 − y

j
0

)
+

0.5h2

m+ 1

τ1−α c
(α,σ)
0

Γ(2− α)
y0

−
0.5h2

m+ 1

τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑

s=0

c
(α,σ)
j−s

(
ys+1
0 − ys0

)
+

τ1−β

Γ(2− β)

j−1∑

s=0

c
(β,σ)
j−s

(
(γ1y1)

s+1 −
(
γ1y1)

s
)

−
τ1−β

Γ(2− β)

j−1∑

s=0

c
(β,σ)
j−s

(
(γ1y0)

s+1 − (γ1y0)
s
)
−

0.5

m+ 1
h2τ(1 − σ)d0x

−
i0
yi0

−
0.5

m+ 1
h2τ(1− σ)d0x

+
i0
yi0+1

]/[
τσκ0a

j
1 + γ1

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2− β)
+

0.5h2

m+ 1

τ1−α c
(α,σ)
0

Γ(2− α)

]
.
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Краевое условие (53) принимает вид

yN = κ21yN−1 + κ22yi0 + κ23yi0+1 + µ2, (76)

где

κ21 =
τσκNa

j
N + γN

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β)

τσκNa
j
N + γN

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β) + σhτ κ̃β
j
1 +

(
κ̃β

j
2 + 0.5h

)
h

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)

,

κ22 =
−0.5dNσhτ(xi0+1 − x0)

τσκNa
j
N + γN

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β) + σhτ κ̃β
j
1 +

(
κ̃β

j
2 + 0.5h

)
h

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)

,

κ23 =
−0.5dNσhτ(x0 − xi0+1)

τσκNa
j
N + γN

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2−β) + σhτ κ̃β
j
1 +

(
κ̃β

j
2 + 0.5h

)
h

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)

,

µ2 =

[
µ̃2hτ − (1− σ)hκ̃τβ1y

j
N − τ(1− σ)κNaN

(
y
j
N − y

j
N−1

)

+γN
τ1−βc

(β,σ)
0

Γ(2− β)

(
y
j
N − y

j
N−1

)
+
(
κ̃β

j
2 + 0.5h

)
h
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
yN

−
(
κ̃β

j
2 + 0.5h

)
h

τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑

s=0

c
(α,σ)
j−s

(
ys+1
N − ysN

)
−

τ1−β

Γ(2− β)

j−1∑

s=0

c
(β,σ)
j−s

((
γNyN

)s+1

−
(
γNyN

)s)
− 0.5h2τ(1 − σ)dNx−i0yi0 +

τ1−β

Γ(2− β)

j−1∑

s=0

c
(β,σ)
j−s

((
γNyN−1

)s+1
−
(
γNyN−1

)s)

−0.5h2τ(1−σ)dNx+i0yi0+1

]/[
τσκNa

j
N+γN

τ1−βc
(β,σ)
0

Γ(2− β)
+σhτ κ̃β

j
1+
(
κ̃β

j
2+0.5h

)
h
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)

]
.

Условия устойчивости метода прогонки

Ai 6= 0, Bi 6= 0, Ci > |Ai|+ |Bi|, i = 1, 2, . . . , N − 1, κ11 6 1, κ21 6 1

выполнены при σ 6= 0.
Таким образом, с учетом (74)–(76), разностная схема (51)–(54) приводится к следую-

щей системе линейных алгебраических уравнений:




Aiy
j+1
i−1 − Ciy

j+1
i +Biy

j+1
i+1 − h2τσxmi di

(
y
j+1
i0

x−i0 + y
j+1
i0+1x

+
i0

)
= −F

j
i ,

y0 = κ11y1 + κ12yi0 + κ13yi0+1 + µ̃11,

yN = κ21yN−1 + κ22yi0 + κ23yi0+1 + µ̃21,

y0i = u0(x).

(77)

Решение системы (77) будем искать в виде

yi = αi+1yi+1 + βi+1yi0 + γi+1yi0+1 + δi+1, i = 0, N − 1. (78)

Найдем теперь αi, βi, γi, δi, i = 1, N.

Из условия (75) следует, что

α1 = κ11, β1 = κ12, γ1 = κ13, δ1 = µ̃11.
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Подставляя yi = αi+1yi+1 + βi+1yi0 + γi+1yi0+1 + δi+1, yi−1 = αiyi + βiyi0 + γiyi0+1 + δi
в (74), получим

αi+1 =
Bi

Ci −Aiαi
, βi+1 =

AiBi − h2τσxmi dix
−
i0

Ci −Aiαi
,

γi+1 =
Aiγi − h2τσxmi dix

+
i0

Ci −Aiαi
, δi+1 =

F
j
i +Aiδi

Ci −Aiαi
.

(79)

Выразим неизвестные yi, i = 0, N, через yi0 , yi0+1 следующим образом:

yi = Hiyi0 + Tiyi0+1 +Φi. (80)

В (80) найдем HN , TN ,ΦN . Тогда учитывая условие (76), а также yN = HNyi0+TNyi0+1+
ΦN , yN−1 = αNyN + βNyi0 + γNyi0+1 + δN , получим

HN =
κ21βN + κ22

1− κ21αN

, TN =
κ21γN + κ23

1− κ21αN

, ΦN =
κ21δN + µ̃21

1− κ21αN

.

Найдем теперь Hi, Ti, Φi. Тогда, подставляя (80) в (78), получим

Hi = αi+1Hi+1+βi+1, Ti = αi+1Ti+1+ γi+1, Φi = αi+1Φi+1+ δi+1, i = N − 1, 0. (81)

Выразим yi0 , yi0+1 через Hi, Ti, Φi. Для этого рассмотрим выражения

yi0 = Hi0yi0 + Ti0yi0+1 +Φi0 , (82)

yi0+1 = Hi0+1yi0 + Ti0+1yi0+1 +Φi0+1. (83)

Учитывая (82), (83), получим

yi0+1 =
Hi0+1Φi0 +Φi0+1(1−Hi0)

(1−Hi0)(1− Ti0+1)− Ti0Hi0+1
, yi0 =

Ti0

1−Hi0

yi0+1 +
Φi0

1−Hi0

. (84)

Из (80), (84) находим решение yi системы (77).
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Abstract. The work is devoted to nonlocal boundary value problems for one-dimensional space-loaded
Hallaire equations with variable coefficients and two Caputo fractional differentiation operators with orders
α and β. Similar problems arise in the practice of regulating the salt regime of soils, when the stratification
of the upper layer is achieved by draining the water layer from the surface of a site flooded for some time.
Difference schemes are constructed for the numerical solution of the problems posed on a uniform grid. Using
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