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Abstract: The NCTM standards — Proposals for mathematics
education after TIMSS. Over the last two decades the National
Council of Teachers of Mathematics initiated a very comprehen-
sive discussion process on the objectives and contents of math-
ematical instruction for schools. The latest document, the “Prin-
ciples and Standards 2000 for School Mathematics (Discussion
Draft)”, provides orientation regarding content and emphasizes
five process oriented objectives of mathematics education: prob-
lem solving, reasoning and proof, communication, connections
and representation. The process goals provide impulses and guid-
ance for mathematical programs, in particular in the light of the
German discussion of TIMSS.

Kurzreferat: In den letzten beiden Jahrzehnten ist in den USA
vom National Council of Teachers of Mathematics ein sehr um-
fassender Diskussionsprozess iiber Ziele und Inhalte des Mathe-
matikunterrichts initiiert worden. Das jlingste Dokument, die
Standards 2000, heben neben inhaltlichen Orientierungen fiinf
prozessorientierte Ziele des Mathematikunterrichts hervor: Pro-
blemldsen, Rationales Argumentieren, Kommunikation, Vernetz-
tes Lernen und Darstellung von Wissen.

ZDM-Classification: D30

1. Mathematikunterricht in der Krise?

Drei sehr unterschiedliche Ereignisse und Entwicklun-

gen der jlingsten Zeit haben den Mathematikunterricht in

Deutschland in die 6ffentliche Diskussion gebracht, wie

es die Offentlichkeit seit der Auseinandersetzung um die

“Neue Mathematik™ der sechziger Jahre nicht mehr erlebt

hat:

1) Technologische Entwicklung im Bereich Computer
Hardware und Software:
Mit der heute vorhandenen Software, von Grafik- und
Geometrieprogrammen zu Computer-Algebrasystemen,
lassen sich alle algorithmisch 16sbaren Aufgabenstel-
lungen numerischer oder symbolischer Art der Schul-
mathematik bewiltigen — vom elementaren Rechnen
bis zum Differenzieren von Funktionen, vom Losen
einfacher linearer Gleichungen bis zum Matrizenkalkiil
usw. Fiir den Mathematikunterricht ergeben sich damit
immer dringendere Fragen hinsichtlich seines In-
halts, seiner Zielsetzungen und einer dafiir geeigneten
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didaktisch-methodischen Gestaltung.

2) Wie viele Jahre Mathematik in der Schule?
Nicht selten erleben Schiiler Mathematik als inhalts-
leere Ansammlung von Rechenregeln, die man nach
der letzten Priifung moglichst schnell vergessen kann.
Ein syntaktisches Umformen, dem jegliche semanti-
sche Bindung fehlt, ist aber sinnlos. Bezogen auf eine
Mathematik, die mit dem Leben nicht viel zu tun hat,
16ste Heymann (1996) mit seiner provozierenden Frage
“Sind sieben Jahre genug?” eine lebhafte Diskussion
aus.

3) TIMSS:
Das erniichternde Abschneiden deutscher Teilnehmer
bei der internationalen Studie TIMSS (Baumert und
Lehmann, 1997; Baumert, Bos und Lehmann, 1999)
zur Leistungsfahigkeit in Mathematik und Natur-
wissenschaft von Schiilerinnen und Schiilern in 41
(TIMSS 1I) bzw. 24 (TIMSS 1III) Landern veranlasst
zu kritischen Anfragen an den Unterricht in Deutsch-
land. Relative Stéirken zeigten die deutschen Schiiler in
der Reproduktion von Faktenwissen und Anwendung
von Routineverfahren aus Arithmetik und Algebra. Lei-
stungsschwichen wurden dagegen bei Problemstellun-
gen sichtbar, die eine sinnvolle Anwendung des Gelern-
ten auf neue inner- und auBerfachliche Problemstellun-
gen verlangen, komplexe Verkniipfungen elementarer
Operationen erfordern oder mathematisches Model-
lieren priifen. Zu kurz kommen in deutschen Schulen
insbesondere das selbstindige, aktive Problemldsen,
das inhaltliche, nicht-standardisierte Argumentieren,
das Herstellen von Querverbindungen mathematischer
Begriffe untereinander und mit Situationen aus All-
tag und Umwelt sowie ein wiederholendes und ver-
tiefendes Aufgreifen weiter zuriickliegender Stoffe
durch deren Venetzung (kumulatives Lernen).

2. NCTM Standards

Die Empfehlungen des National Councils of Teachers
of Mathematics (NCTM) bieten eine kohédrente Gesamt-
sicht und Diskussion der gegenwirtigen Mathematik-
didaktik. Sie sind curriculare Orientierungen, die vom
Berufsverband der US-amerikanischen Mathematikdidak-
tiker zum Zweck der Qualitétssicherung, der Formulierung
von Zielen und der Forderung nach Anderungen erstellt
sind. Die NCTM begleiten mit ihren Verdffentlichungen
seit Jahrzehnten Innovationen in der Schulmathematik:
Agenda for Action 1980, Curriculum and Evaluation Stan-
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dards 1989, Principles and Standards for School Mathe-
matics (“Standards 20007).

Der Wert der Standards fiir die Diskussion in Deutsch-
land besteht weniger in neuen Ideen oder Vorhaben fiir
Innovationen. Die allermeisten Anregungen gibt es auch
als Einzelbeitrdge schon in der deutschen Mathematik-
didaktik. Es ist vielmehr die konsequente Zusammen-
schau und das Aufzeigen von Lings- und Querverbindun-
gen iiber alle Klassenstufen innerhalb der Mathematik
und zwischen Mathematik und anderen Féchern, was
den Wert der Standards ausmacht. Die Grundpositionen
werden dabei anschaulich mit Schulbeispielen illustriert
und bis hin zu methodischen Anmerkungen und Hilfen
konkretisiert. Thre neueste Fassung vom Oktober 1998
sind die Standards 2000 in vorldufiger Fassung (“discus-
sion draft”), ein Kompendium in der Entwicklung, das
iiber Internet international verfligbar alle Interessierten
zu Kommentaren und Verbesserungsvorschlédgen einlddt.
Die Standards sind kein Produkt ministerieller Vorgaben,
sondern sie sind aus dem Diskussionsprozess der betrof-
fenen Didaktiker, Erziehungswissenschaftler und Mathe-
matiker in Schule, Lehrerausbildung und Universitét ent-
standene Leitlinien. Als Resultat eines partizipatorischen
Prozesses aller Beteiligten sind sie somit auch ein Beispiel
fir mehr Demokratie mit Hilfe moderner Medien. Der
teilweise kontroverse Diskussionsprozess kann iiber das
Internet detailliert verfolgt werden. Die Standards 2000
sind im WWW verfiigbar unter http://standards-
e.nctm.org, eine Teiliibersetzung ins Deutsche unter
http://www.vib-bw.de/tp2/nctm.html.

Die Standards 2000 sind in zwei Gruppen gegliedert:
Fiinf Standards haben die Inhalte und die Wissensebene
des Mathematikunterricht zum Gegenstand (“Content
Standards”), fiinf weitere Standards konzentrieren sich
auf den Prozess des Wissenserwerbs und -gebrauchs
(“Process Standards”). Die flinf “Content Standards”(1.
Zahl und Verkniipfung; 2. Muster, Funktionen und Al-
gebra; 3. Geometrie und geometrische Anschauung; 4.
GroBen und Messen; 5. Datenanalyse, Statistik und
Wahrscheinlichkeit) umfassen, was die Schiiler wissen
sollen, wiahrend die “Process Standards™ beschreiben, wie
und auf welche Weise die Schiiler ihr Wissen erlangen
und nutzen. Bei den Inhalten fallt auf, dass die Standards
stirker als traditionelle Curricula Gebiete wie diskrete
Mathematik, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
hervorheben. Zur Begriindung wird angefiihrt, dass es
in der Informationsgesellschaft zu den Zielen der Schule
gehort, Schiiler auf eine zunehmend technologische und
von der Analyse empirischen Datenmaterials beeinflusste
Welt vorzubereiten. Wir konzentrieren uns auf die von den
Standards diskutierten Prozesse, die mit dem Lernen von
Mathematik zu tun haben.

3. Prozessorientierte Ziele der Standards

Mathematik entwickelt sich durch menschliche Aktivititen:

Problemldsen, rationales Begriinden, effizientes und pré-
zises Kommunizieren von Sachverhalten, Denken in
Zusammenhéngen, und Darstellen und Strukturieren von
Ideen und Konzepten. Die “Process Standards” weisen auf
wichtige Aspekte des Kompetenzzuwachses der Schiiler
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hin. Wenn Schiiler Mathematik lernen, entwickeln sie
ein wachsendes Repertoire von Problemldsefahigkeiten,
ein erweitertes Spektrum an Arbeitstechniken und geisti-
gen Arbeitsstilen, bei dem die Differenziertheit und
das Niveau der mathematischen Argumentation wéchst.
Schiiler sollen dabei lernen, sich angemessen in der
Sprache der Mathematik auszudriicken und Verbindungen
zu anderem Gelernten innerhalb und auferhalb der Mathe-
matik herzustellen.

3.1 Mathematik als Problemlisen

Didaktische Forschung weist darauf hin, dass Menschen
nicht neue Konzeptionen lernen, indem sie Einzelteile
des Wissens aufbauen. Stattdessen wird konzeptionelles
Verstehen gefordert, wenn sich Lernende eher kopfiiber
auf ein komplexeres Problem stiirzen und dabei all das
einbringen, was sie an Fakten und Methoden bereits
verfliigbar haben. Das setzt wohlgemerkt einiges an tech-
nischen Fertigkeiten und Vorverstdndnis vor der Bear-
beitung des Problems voraus. Es ist aber nicht produktiv,
von Schiilern zuerst einen kompletten Kanon von Vor-
wissen und Voraussetzungen abzuverlangen, bevor sie mit
herausfordernden neuen Problemen konfrontiert werden.
Auch wenn Schiiler beim Abarbeiten einer detaillierten
Liste von Voraussetzungen Fakten und Verfahren lernen,
sind sie sich dann oft nicht sicher, wann und wie diese
anzuwenden sind. Dariiberhinaus erleben sie nicht die
Befriedigung, die sich aus der Beschéiftigung mit kom-
plexen und interessanten Aufgaben ergibt. Problemldsen
ist ein Prozess, der verlangt, gegenwirtiges Verstdndnis
zu nutzen, um Strategien anzupassen und zu entwickeln,
die sich auf neue Situationen beziehen. Daher fordern die
Standards (NCTM, 1998, S.76):

Der Mathematikunterricht soll sich auf Problemldsen als
Teil mathematischen Verstehens konzentrieren, so dass
alle Schiiler

e neues mathematisches Wissen durch ihre Arbeit an
Problemen aufbauen;

e cine Fihigkeit zum Formulieren, Darstellen, Abstrahie-
ren und Verallgemeinern in Situationen innerhalb und
auflerhalb der Mathematik entwickeln;

e cine breite Vielfalt von Strategien zum Problemldsen
anwenden und diese Strategien neuen Situationen an-
passen;

e ihr eigenes mathematisches Denken beim Problemldsen
selbst kontrollieren und reflektieren.

Die Fahigkeit, Probleme zu 16sen ist nicht nur ein Zweck
sondern vielmehr auch ein wesentliches Ziel der Mathe-
matik. Beim Problemldsungsansatz als Herangehensweise
an mathematische Fragestellungen erweitern Schiiler ihr
mathematisches Verstindnis und stirken gleichzeitig ihre
Fahigkeit, die ihnen schon bekannte Mathematik auch
zu nutzen. Problemlosen heifit sich Einlassen auf Auf-
gaben, deren Losungsmethode und Losungsweg nicht von
vornherein bekannt ist. Es verlangt von den Schiilern
Kreativitdt. Um eine Losung zu finden, miissen Schiiler
ihr Wissen auf unterschiedliche Art einsetzen.

Ein gutes mathematisches Problem hat drei Eigen-
schaften:
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1) Sein Losungsweg ist nicht von vomherein offen-
sichtlich.

2) Es ist herausfordernd und aus mathematischer Sicht
interessant. Es fordert und fordert kreatives Denken.

3) Es kniipft an schon verfiigbares Wissen an, so dass
vorhandenes Wissen und Fertigkeiten angepasst und
erweitert werden.

Gute Probleme ermutigen zur Reflexion und Kom-
munikation und entstammen entweder der unmittelbaren
Lebensumwelt der Schiiler oder einem den Schiilern
verstiandlichen innermathematischen Kontext. Dariiberhin-
aus ermutigen sie zur Verallgemeinerung von gelernten
Regeln und Erkenntnissen.

Aktives Betreiben von Mathematik wird am besten
gefordert durch Probleme, die fiir Schiiler motivierend
und herausfordernd sind. Wenn Schiiler dann merken,
dass ihr gegenwirtiges mathematisches Wissen noch un-
zureichend ist, kann dies ein weiterer Ansporn zum
Lernen von Mathematik sein. Gute Problemldser sind
neugierig und wollen das gegebene Problem erkunden,
seine Struktur mathematisch darstellen. Sie stellen Ver-
mutungen auf und untersuchen und analysieren ihre
Ideen. Ein zweiter Aspekt ist die Ankniipfung an schon
vorhandenes Wissen. Um fordernde Probleme zu Idsen,
muss die Féhigkeit vorhanden sein, vorhandenes Wis-
sen in vielfiltigen Situationen anzuwenden. Die Suche
nach geeigneten Strategien bildet den dritten Aspekt im
Problemldsungsprozess. Gute Problemldser verfiigen iiber
ein Repertoire von Problemldsestrategien, die sie anwen-
den kénnen, wenn sie mit unbekannten Problemen kon-
frontiert werden. SchlieBlich verfiigen Problemldser iiber
Fahigkeiten zur Selbstreflexion und Metakognition. Sie
verfiigen {iber Metawissen, kdnnen iiber ihr eigenes Vorge-
hen nachdenken und kennen ihre eigenen Stirken und
Schwéchen. Polya (1980) beschreibt die vier Aspekte des
Problemldseprozesses als (1) Verstehen des Problems, (2)
Ersinnen eines Plans, (3) Durchfiihrung des Plans und
(4) Riickblick. Es ist dabei niitzlich, dass Schiiler an
Problemen arbeiten, die auf vielfiltige Weise gelost wer-
den konnen. Dadurch wird ein Vergleich von Methoden
moglich, ebenso wie das Herstellen von Querbeziigen,
Diskussionen iiber Denkprozesse und Strategien und eine
Reflexion iiber vorgeschlagene Vorgehensweisen.

3.2 Mathematik als rationales Begriinden und Beweisen
Ein Teil der Faszination der Mathematik und ihrer
Uberzeugungskraft entstammt der Tatsache, dass einmal
bewiesene Sitze ihre Giiltigkeit nie verlieren. Obwohl alle
Wissensdisziplinen gewisse Bewertungsstandards haben,
mit denen sie neue Theorien und Entdeckungen priifen, so
sind diese nirgendwo so gut und explizit formuliert wie in
der Mathematik. Systematisches Begriinden ist eine der
konstitutiven Eigenschaften der Mathematik. Verzichtet
der Unterricht auf Begriindungen und Beweise, so kann er
gleich ganz auf die Mathematik verzichten. Um Schiilern
Mathematik als einen Weg zum Verstehen der Welt zu ver-
mitteln, ist es unerldsslich, dass bei allen mathematischen
Tatigkeiten das Warum betont wird.
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Der Mathematikunterricht (NCTM, 1998, S. 80) soll sich

auf das Erlernen rationaler Begriindungen und der Kon-

struktion von Beweisen als Teil des mathematischen Ver-

stehens konzentrieren, so dass alle Schiiler

e Begriinden und Beweisen als wesentlichen und bedeu-
tenden Teil der Mathematik anerkennen;

e mathematische Vermutungen aufstellen und untersuchen;

e mathematische Argumente und Beweise entwickeln und
bewerten;

e verschiedene Begriindungstypen und Beweismethoden
geeignet auswahlen und einsetzen.

Die Entwicklung des logischen Denkens ist eng an die
intellektuelle und sprachliche Entwicklung der Kinder
gebunden. Daher miissen Aktivititen wie Begriinden und
Beweisen immer altersgerecht erfolgen. Das gilt ins-
besondere flir den erwarteten Formalisierungsgrad der
Ausfiihrungen. Erstklédssler bemerken, dass sich gerade
und ungerade Zahlen abwechseln. Drittkldssler vermuten
und begriinden, dass die Summe von zwei geraden Zahlen
wiederum eine gerade Zahl ergibt. Schiiler in der 7. Klasse
errechnen die Wahrscheinlichkeit eines geraden Produk-
tes, wenn die Resultate des Werfens zweier Wiirfel multi-
pliziert werden. Und in der 10. Klasse kdnnen Schiiler be-
weisen, dass das Quadrat einer ungeraden Zahl immer um
eins grofer ist als ein Vielfaches von 8. In allen Klassen-
stufen konnen sich Schiiler — altersgeméll — einem sys-
tematischen Denken, Vermuten und Sammeln von Indizien
zuwenden, das einer formalen mathematischen Argumen-
tation vorausgeht.

Auch schon in unteren Klassen konnen Kinder die
Vorlaufer formaler Begriindungen einiiben. Fragen wie:
Warum glaubst Du, dass das wahr ist? Denkt jemand,
dass diese Antwort richtig ist? Warum? vermitteln die Er-
wartung, dass Aussagen begriindet oder widerlegt werden
miissen. Wenn eine Vermutung stimmt, dann gibt es dafiir
Griinde. Die Frage nach dem “Warum” bietet Gelegenheit
zum Begriinden und Beweisen in allen mathematischen
Gebieten und sollte durch das ganze Curriculum hinweg
immer wieder aufgegriffen werden. Eine wichtige Gele-
genheit, mathematisches Begriinden einzuiiben, besteht
in der Bewertung mathematischer Argumente. Schiiler
miissen dabei lernen, Annahmen zu hinterfragen und
sicherzustellen, dass Schlussfolgerungsketten gerechtfer-
tigt sind. In unteren Klassen sind die Begriindungen
eher informell und die Begriindungsketten kurz. Mit
zunehmender Altersstufe sollen diese Begriindungen auch
vermehrt in der formalen Sprache der Mathematik erfol-
gen.

3.3 Mathematik als Kommunikation

Eine wichtige Sichtweise sieht Mathematik als Angebot
von Darstellungsmoglichkeiten und als Kommunikations-
mittel abstrakter Sachverhalte (Fischer, 1984). Mathema-
tische Begriffe werden dabei weniger als Bestandteile
einer mathematischen Insidersprache zur Erarbeitung theo-
retisch anspruchsvoller Denkkonzepte erarbeitet, sondern
sie werden als Hilfsmittel zur effektiven Verstindigung
iiber reale Probleme angesehen. Sie helfen, reale Probleme
besser zu strukturieren (Borovenik, 1992). In einem Unter-
richt, der an “offener Mathematik™ (Fischer) orientiert ist,

73



Information

liegt die Betonung auf dem Prozess der Entwicklung von
Begriffen, die zur Losung eines Problems nachvollzogen
werden konnen.

Kommunikation ist ein wesentlicher Bestandteil von
Mathematiklernen. Es ist das Vehikel, durch das Ideen
ausgedriickt, mitgeteilt und geklart werden. Wenn Schiiler
iiber Mathematik nachdenken und mathematisch ihren
Mitschiilern gegeniiber argumentieren, dann miissen sie
ihre Ideen klar und iiberzeugend in Worten formulieren.
Der dritte prozessorientierte Standard fordert (NCTM,
1998, S.85):

Der Mathematikunterricht soll Sprache und Kommunika-
tion nutzen, um das mathematische Verstehen zu fordern,
so dass alle Schiiler

e ihr mathematisches Denken organisieren und festigen,
um mit anderen zu kommunizieren;

o mathematische Ideen kohidrent und klar gegeniiber
Mitschiilern, Lehrern und anderen ausdriicken;

o ihr mathematisches Wissen erweitern, indem sie das
Denken und die Strategien anderer mit in ihre Uberlegun-
gen einbeziehen;

e die Sprache der Mathematik als ein prézises Mittel fiir
mathematische Aussagen einsetzen.

Schiiler konnen diese Féhigkeiten durch Erfahrung und
angeleitete Ubung erwerben. Das bedeutet, dass Schiiler
auch im Mathematikunterricht einen Absatz zur Diskus-
sion einer Losungsstrategie oder zur Interpretation eines
Ergebnisses schreiben. Dariiberhinaus bietet das Zuhdren
zu den Erkldrungen anderer die Gelegenheit, das eigene
Verstandnis zu vertiefen. Gespréche, bei denen mathema-
tische Ideen von verschiedenen Blickwinkeln aus be-
trachtet werden, bieten allen Teilnehmern die Gele-
genheit, ihr eigenes Denken zu schirfen und Zusam-
menhinge herzustellen. Diese Aktivititen helfen Schiilern
eine Sprache zu entwickeln, in der mathematische Ideen
ausgedriickt werden und die Prézision der eigenen Sprache
eine Wertschitzung erfahrt. Daher gibt es einen zweiten
Vorteil, wenn der Mathematikunterricht Kommunikation
betont: Schiiler kommunizieren, um Mathematik zu ler-
nen, und sie lernen, mathematisch zu kommunizieren.
Schiiler, die in lebhafte Diskussionen verwickelt sind, in
denen sie ihre Losungen rechtfertigen — besonders im Fall
von Kontroversen — gewinnen ein besseres mathemati-
sches Verstdndnis. Sie lernen dabei, die Argumente ihrer
Mitschiiler zu bedenken und zu bewerten, um dabei ihre
eigenen Gedanken zu kléren.

Lehrer konnen tiber die Schiillerkommunikation Ein-
sicht in das Wissensniveau und Verstindnis ihrer Schiiler
gewinnen. Korrekte Ergebnisantworten verstecken mit-
unter Missverstindnisse iiber mathematische Vorgehens-
weisen und Eigenschaften. Die Kommunikation von
mathematischem Wissen und Fertigkeiten hingegen ge-
wihrt Einblick in das, was Schiiler internalisiert haben.
Kommunikation legt das mathematische Denken offen, so
dass Ideen analysiert und diskutiert werden konnen. Wenn
Schiiler mathematisch kommunizieren, kann der Lehrer
den Grad des Verstidndnisses und Fortschritts feststellen.
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Reichhaltige mathematische Kommunikation findet am
chesten statt bei der Bearbeitung von offen gestellten
Problemldseaufgaben, weniger aber bei Routineaufgaben,
deren Losung in der Anwendung eines bekannten Algo-
rithmus besteht.

3.4 Mathematik als Gebdiude vernetzten Wissens
Erwachsene erinnern sich nicht selten an ihren eigenen
Mathematikunterricht als eine Ansammlung von Fakten
und Rechenverfahren. In ihrer Erinnerung an die eigene
Schulzeit berichten sie, dass ihre Mathematikleistungen
dann genau an dem Punkt nachlieen, als die Menge dieser
Fakten und Verfahren einfach zu viel wurde. Diese Er-
fahrung steht in drastischem Gegensatz dazu, dass Mathe-
matik eine hochst kumulative Wissenschaft ist, deren
Erkenntnisse stark aufeinander aufbauen und zueinan-
der bezogen sind. Mathematisches Denken ist Denken
in Zusammenhéngen. Das Herstellen von Querbeziigen
zu schon Gelerntem hilft, neues mathematisches Wissen
aufzubauen. Ohne das Herstellen von Beziigen miissen
Schiiler viele isolierte Konzepte und Fertigkeiten erar-
beiten und auswendig lernen, anstatt auf dem vorher Er-
lernten aufzubauen. Schiiler lernen und nutzen Mathe-
matik daher besser, wenn ihr Curriculum die Beziige
einzelner mathematischer Ideen immer wieder hervorhebt
und betont. Wenn der Unterricht die Verbindungen und
den Zusammenhang einzelner Teilgebiete hervorhebt, ler-
nen Schiiler nicht nur besser Mathematik, sondern sie er-
fahren zugleich die Niitzlichkeit mathematischer Ideen.

Der Mathematikunterricht (NCTM, 1998, S.90) soll

Verbindungen zu anderen Lehrstoffen hervorheben, um

mathematisches Verstehen zu fordern, so dass alle Schiiler

e Verbindungen und Querbeziige zwischen verschiedenen
mathematischen Ideen erkennen und nutzen;

e verstehen, wie mathematische Ideen aufeinander auf-
bauen und ein zusammenhingendes Ganzes zu bilden;

e in aussermathematischen Kontexten Mathematisches
erkennen und nutzen.

Eine Konzentration auf Querverbindungen und Zusam-
menhénge hilft Schiilern ein mathematisches Verstindnis
zu entwickeln und Voraussetzungen fiir mathematisches
Denken zu erwerben. Lehrer miissen dazu Gelegen-
heiten schaffen, in denen Schiiler Querverbindungen se-
hen, dartiber sprechen und sie nutzen. In einem Unterricht,
der den kumulativen Charakter der Mathematik betont, er-
fahren Schiiler, dass neue Ideen oft eine Erweiterung des
schon zuvor Gelernten darstellen. Daher lernen Schiiler
ihr Vorwissen zu nutzen, wenn sie vor neuen Problemen
stehen.

Ein Unterricht, der Querbeziige innerhalb der Mathe-
matik betont, geht selten schon zum néchsten Thema
iiber, wenn zu einer mathematischen Aufgabe eine einzige
Losung gefunden wurde. Stattdessen wird eine Vielfalt
von Zugéngen gesucht, die das Ausgangsproblem aus einer
anderen Perspektive beleuchten. Wird kumulatives Ler-
nen hervorgehoben und Mathematik als ein Gebiet zusam-
menhéngender Ideen dargestellt, entwickeln Schiiler die
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Erwartung, dass mathematische Ideen miteinander ver-
wandt sind. Aus dieser Perspektive werden neue Ideen
als eine Erweiterung von frither erlernter Mathematik
wahrgenommen. In Konsequenz nutzen Schiiler das, was
sie bereits wissen, um neue Situationen anzugehen. In
dieser Ausgangslage sollen sich Schiiler routineméiBig fra-
gen: In wieweit ist dieses Problem dhnlich zu Aufgaben,
die ich frither schon bearbeitet habe? In wieweit ist es
anders?

Problemldsen und Begriinden sind oft die Ausloser fiir
das Nachdenken iiber Querverbindungen. Schiiler sollen
dazu kommunizieren (diskutieren, schreiben, erkldren
etc.), um ihr Verstdndnis von Verbindungen und Zusam-
menhingen zu demonstrieren. Auch mathematische Dar-
stellungen miissen mit mathematischen Konzepten ver-
bunden werden, damit Schiiler mathematisches Wissen
aufbauen. Daher ist die Suche nach Verbindungen nicht
nur eine Art, Mathematik zu studieren, sondern auch eine
Maglichkeit, Schiiler dazu zu ermutigen, tiber Mathematik
nachzudenken, einzusetzen und beim Lésen von Proble-
men anzuwenden.

3.5 Mathematik als Darstellung von Wissen
Mathematische Ideen und Konzepte konnen auf vielfiltige
Weise dargestellt werden — durch konkrete physische Mo-
delle, eine Gleichung, einen Graph, eine mentale Vorstel-
lung, ein Symbol wie z.B. eine Variable oder eine Zahl.
Der Akt des Darstellens einer Idee setzt eine Artikulierung
und eine Klidrung der zugrunde liegenden Gedanken vor-
aus und gibt ihnen Struktur, so dass sie bewertet und
erweitert werden konnen. Mathematik beruht auf Hilfs-
mitteln zur Darstellung ihrer Ideen als einer Sprache zur
Kommunikation und zum eigenen Denken. Die Form, in
der mathematische Ideen dargestellt sind, hat einen fun-
damentalen Einfluss auf die Art unseres Verstehens.

Der mathematische Symbolismus und mathematische
Darstellungsformen (wie z.B. unser Dezimalsystem) sind
zu den bedeutendsten kulturellen Errungenschaften der
Menschheit zu zdhlen Einige Repréisentationsformen der
Mathematik — wie z.B. Diagramme, Grafiken, Schaubilder
oder symbolische Ausdriicke — werden schon seit langem
in der Schule gelehrt. Leider werden sie oft so unterrichtet
als seien sie ein Selbstzweck. Dadurch wird das Bewusst-
sein um ihre Niitzlichkeit eingeschrénkt. Darstellungen
sind wichtige Hilfsmittel, um mathematische Konzepte
und Beziehungen zu verstehen, und zwar 1) um sich
selbst oder anderen mathematische Ansétze, Argumente
und Verstidndnis klar zu machen 2) um Querbeziige zwi-
schen mathematischen Konzepten zu erkennen, und 3)
um Mathematik auf reale Probleme mittels Modellbildung
anzuwenden. Gute Darstellungen erfiillen einen doppelten
Zweck: sie sind ein Hilfsmittel fiir unser eigenes Denken
und sie helfen zur Kommunikation mit anderen. Daher
verlangen die Standards (NCTM, 1998, S.94):

Der Mathematikunterricht soll mathematische Darstel-

lungen hervorheben, die das mathematische Verstehen

fordern, so dass alle Schiiler

e Darstellungen erstellen und einsetzen, um mathema-
tische Ideen zu organisieren, festzuhalten und anderen
mitzuteilen;

Information

e cin Repertoire mathematischer Darstellungsformen ent-
wickeln, das zweckméBig, flexibel und passend einge-
setzt werden kann;

e Darstellungen nutzen, um naturwissenschaftliche, soziale
und mathematische Phdnomene zu modellieren und zu
interpretieren.

Mathematische Darstellungen existieren nicht in Isola-
tion. Sie wurden gewohnlich fiir bestimmte Zwecke ent-
wickelt und werden auf verschiedene Typen von Situa-
tionen und Problemen angewandt, die durch bestimmte
mathematische Konzepte miteinander verbunden sind.
Das Verstindnis einer Darstellung setzt das Wissen um
darauf bezogene Gebiete der Mathematik voraus sowie
ein Wissen darum, wie die Darstellung fiir einen be-
stimmten Zweck genutzt werden kann. Eine Darstellung
ist ein Hilfsmittel, ein gegebenes Problem klarer zu durch-
schauen. Die Tatsache, dass Darstellungen sehr wirksame
Hilfsmittel sind, verbirgt manchmal den Blick dafiir, wie
schwer es war, sie zu entwickeln und wie schwer es auch
ist, sie zu verstehen.

Oft gibt es sehr viele Moglichkeiten, ein mathema-
tisches Objekt darzustellen. Diese sind fiir verschiedene
Zwecke unterschiedlich niitzlich. Fiir Schiiler ist es
wichtig, eine Flexibilitit zu entwickeln, um zwischen
verschiedenen Darstellungsformen zu wéhlen, zu wech-
seln oder auch neue Darstellungsformen zu schaffen. Ver-
schiedene Darstellungen desselben Phidnomens heben oft
unterschiedliche Gesichtspunkte hervor. Sie unterstiitzen
verschiedene Grundvorstellungen. Schiiler sollen lernen,
mathematische Gedanken in einer organisierten Form
zu erfassen. Jede Darstellung offenbart einen anderen
Denkansatz tiber das gegebene Problem. Schenkt man ver-
schiedenen Darstellungen Aufmerksamkeit, so setzt man
sich gleichzeitig mit mehreren Denkansétzen auseinander.

Eine der niitzlichsten Charakteristika der Mathematik ist
die Abstraktion von Ideen. Die Einfiihrung von Symbolen
und anderen Darstellungsformen entledigt den Problem-
kontext von fiir die Analyse unnétigem Beiwerk. Die Ein-
sicht, dass ein bestimmtes Objekt eine bestimmte Darstel-
lung besitzt kann eine Menge wichtiger Informationen
iiber das Objekt beinhalten. Diese Erkenntnis liegt hin-
ter der Bedeutung von Mathematik fiir Anwendungen in
Form von Modellierungen.

Darstellungen zu interpretieren, zu nutzen und zu kon-
struieren bedarf sorgfiltiger Aufmerksamkeit des Lehrers.
Einfach verschiedene Darstellungsformen (Grafen, Tabel-
len, ... ) als Mittel an sich zu lehren, ist nicht zu
empfehlen. Stattdessen sind sie niitzliche Hilfsmittel, um
Verstandnis aufzubauen und um Informationen und Ver-
stehen anderen mitzuteilen. Lehrer sollten eine Flexibilitét
in der Wahl und Konstruktion von Darstellungen erlauben,
die dem vorliegenden Zweck dienlich sind. Darstellungen
sind ein Prozess, durch den mathematische Ideen erhellt
werden, nicht aber ein Ziel in sich selbst.

4. Schlussfolgerungen

Die NCTM-Standards 2000 sind ein herausragendes
Dokument der gegenwértigen Diskussion in der Mathe-
matikdidaktik. Manche ihrer Vorgaben und Zielformulie-
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Information

rungen sind recht optimistisch formuliert, bezogen auf

einen Verstehenshorizont, der alle Schiiler einbeziechen

will. Die Standards sind ein wichtiger Wegweiser fiir die
schulische Lehre von Mathematik zu Beginn des dritten

Jahrtausends. Sie versuchen, Ziele und Inhalte des Mathe-

matikunterrichts im Rahmen einer neuen Unterrichtskultur

zu sehen, die durch folgende Charakteristika gekennzeich-
net ist:

e die Verbindung von Mathematik zur Umwelt und Er-
lebniswelt der Schiiler tritt stiarker hervor;

e neue Technologien sind in den Unterricht integriert;

e der Unterricht betont stirker das Handeln der Schiiler
in Situationen des Problemlosens (‘“activity-based”,
“hand-on, minds-on”);

e Bezichungen zwischen verschiedenen mathematischen
Teilgebieten und Anwendungen von Mathematik wer-
den stirker hervorgehoben und die traditionelle Auf-
spaltung einzelner mathematischer Teildisziplinen wird
teilweise liberwunden.

Inhaltlich tritt die neue Unterrichtskultur besonders
deutlich hervor beim Stellenwert der Themen Datenana-
lyse und Statistik. Im Kontext der Diskussion um die
Standards sind in den letzten 10 Jahren in Zusammen-
arbeit von NCTM und der American Statistical Associ-
ation (ASA) innovative unterrichtliche Zuginge erstellt
worden, die im Rahmen des Quantitative Literacy Projects
(Landwehr, 1991) unter dem Stichwort “data-driven cur-
riculum” (Burrill, 1996) neue und in einer Informationsge-
sellschaft zentrale mathematische Gebiete der Mathematik
fiir die Schule erschlossen haben.
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